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Vorwort. 

Die Grundzüge der neueren Algebra, wie diese Disciplin aus 
den Händen von Cayley und Sylvester hervorging, sind durch 
das Salmon'sche Lehrbuch in Jedes Händen. Einige in diesem 
Werke nicht behandelte Gapitel findet man in Cayley^s „Memoirs 
upon Quantics^' {Phil. Tr.), in Brioschi's „Teoria dei covarianti^^ 
{Annali), in Fiedler's „Elementen der neueren Geometrie etc." im 
Zusammenhange entwickelt. Das vorliegende \Yerk entsprang dem 
Bedür&isse , auch andere, zum Theil neuere, Methoden und Gesichts- 
punkte einem grösseren Kreise zugänglich zu machen. Ich rechne 
dahin vor Allem die grundsätzHche - Anwendung der zuerst von 
A ronhold gebrauchten sTte^ölischenSez^clmung, welche, wie ich 
schon im 59. Bande van ^orchardt's Jouhiä ""tausgeführt habe, die 
principielle Grundlage fOjN^He Gebilde der^ neueren Algebra liefert; 
sodann die fundamentalen Effl & i tjj yc jtm ^^^ ..-^Qn Gordan über die 
Endlichkeit der Formensysteine7^'welehe,'^^auf jene Bezeichnungsweise 
gegründet, eine Perspective in eine neue Classe tiefer und wichtiger 
Forschungen eroffiiet; endlich die weiteren Ausführungen, welche die 
von Hermite begründete Theorie der typischen Darstellungen seit- 
her erfahren hat. Diese und einige andere Momente, welche ich in 
meinen Vorlesungen seit längerer Zeit hervorzuheben pflegte, gaben 
denselben allmälig eine Gestalt, welche die Grundzüge des gegen- 
wärtigen Werkes lieferte. Indem ich mich aber zu dieser Veröffent- 
lichung entschloss, erwies sich die Beschränkung auf binäre Formen 
als nothwendig; nicht so sehr wegen der Fülle des Stofib, als weil 
diese Formen allein bis jetzt eine wenn auch nur annähernd abge- 
rundete Fassung der Theorie zulassen. 

Göttingen, den 29. September 1871. 

A. Clebsch. 
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Erster Absclinitt. 

Grundeigenschaften der Invarianten und Covarianten 

binärer Formen. 



§ 1. Definition binärer Formen. Lineare Substitutionen. 

Im Folgenden wird von den ganzen homogenen Functionen zweier 
Veränderlichen gehandelt. Diese Functionen heissen binär, weil eben 
nur zwei Veränderliche vorkommen; sie werden, insofern es sich we- 
sentlich um ihren Charakter als ganzer Functionen handelt, binäre 
Formen genannt, eine Bezeichnung, welche der Zahlentheorie ent- 
lehnt ist. Man theilt sie in Ordnungen nach der Dimension, in welcher 
die Veränderlichen vorkommen. 

Setzt man eine binäre Form w*®' Ordnung gleich Null und divi- 
dirt durch die w*® Potenz einer Veränderlichen, so kommt in der Glei- 
chimg nur der Quotient beider Veränderlichen vor, und man hat also 
eine Gleichung n^^ Grades zur Bestimmung dieses Quotienten vor sich. 
Man kann daher auch die gleich Null gesetzte Form selbst als Glei- 
chung n*®^ Grades für das Verhältniss der Veränderlichen betrachten. 

Die Coefficienten einer Form betrachtet man zunächst als Con- 
stante, und zwar als willkürlich gegebene Constante, so dass zwischen 
denselben von vom herein Relationen nicht angenommen werden. In- 
sofern unterscheiden sie sich von veränderlichen Grössen nur durch 

r 

den zuföUig gewählten Gesichtspunkt, unter welchem sie betrachtet 
werden. 

Eine Form n*«' Ordnung hat n+\ Coefficienten. Geht man, in- 
dem man die Form gleich Null setzt, zu der entsprechenden Gleichung 
über, so kann ein Coefficient durch Division zu 1 gemacht werden. 
Es ist aber wegen des Zusammenhanges der Theorie der Gleichungen 
mit der allgemeinen Formentheorie besser, auch in diesem Falle alle 
Coefficienten beizubehalten. 

In der Invariantentheorie werden die Formen insbesondere rück- 
sichtlich der Veränderungen untersucht, welche sie erleiden, wenn 
man statt der ursprünglichen Veränderlichen lineare Verbindungen 

Clebich, Theorie der binären algebr. Formen. 1 



2 Erster Abschnitt. Grundeigenschaften der Invarianten 

derselben als neue Veränderliche einführt. Seien x^, x^ die ursprüng- 
lichen Veränderlichen und f{x^,x^ eine homogene Function n*®' Ord- 
nung derselben. Führen wir nun neue Veränderliche Si? S^ ein mit 
Hilfe der Gleichungen: 

x^ = «21 «i ' ^t%^y 

wo die vier Grössen a constante CoefGcienten bedeuten. Alsdann geht 
die Function f der x in eine andere Function f der 5 über, indem 

f{^i7 ^i) = fi^nit + «12S2, «2J, + «2222) 

gesetzt wird. Die neue oder, wie wir sagen wollen, die transfor- 
mirte Form ist von derselben Ordnung in den 5, wie die ursprüng- 
liche in den x war. Die neuen Coefficienten enthalten linear die ur- 
sprünglichen CoefBcienten; aber sie enthalten ausserdem die Coefficien- 
ten a, und zwar, der Ordnung der Form f entsprechend, homogen 
in der n**'* Dimension.* 

Die Operation, vermöge deren die neuen Veränderlichen 6 ein- 
geführt werden, nennt man, weil dabei die linearen Gleichungen (1) 
zu Grunde gelegt werden, eine lineare Substitution, und versteht 
unter dieser Bezeichnung auch wohl die Formeln (l) selbst, deren 
Coefficienten a dann Substitutionscoefficienten genannt werden. 

Damit aber die Gleichungen (1) nicht etwa eine Relation zwischen 
den als unabhängig vorausgesetzten Grössen x enthalten, ist es noth- 
wendig, dass diese Gleichungen nach ^^, g^ auflösbar seien und dass 
der dabei auftretende Nenner nicht verschwinde. Wäre der Ausdruck 

die Determinante der Substitution, gleich Null, so würde nach 
(1) die Beziehung 

oder 

«22^1 — «12^2 = 

stattfinden müssen, was mit dem Begriffe der x als unabhängiger Ver- 
änderlichen unverträglich ist. Wir nehmen also r jederzeit als von 



wo 



Beispiel einer quadratischen Form: 

= Oo («11 £1 -f ai»S«)» + 2a, (a„ g, + «ufe) («i, |, -4- a„|,) + a, (er« J, + a„S,)« 

a = 00«!!* + 2o, 0|, fft, -f a2a2t^, 

«'1 =«oaiia„4-ai (ff itOn + fftsOti) + 09 «»«<«, 



und Covarianten binärer Formen. — §§ 1, 2. 3 

Null verschieden an und erhalten demnach aus (1) durch Auflosung 
dieser Gleichungen nach den g: 

^52 = -«21^1 + «11^2. 

die aufgelösten Substitutionsformeln. 



I 2. Definition der Inrarianten und Coyarianten binftrer Formen. 

In der Formentheorie untersu&ht man nun solche ganze 
rationale Verbindungen der Coefficienten und der Ver- 
änderlicheU; welche bis auf eine Potenz von r denselben 
Werth annehmen, gleichviel, ob man sie für die ursprüng- 
liche oder für die transformirte Function bildet. Enthält 
eine solche Verbindung nur die Coefficienten, so nennt man sie In- 
variante; enthält sie auch nox^h die Veränderlichen, so wird sie Co- 
variante genannt.* 

Sei TT eine solche ganze rationale Function der Veränderlichen 
x^, x^ und der Coefficienten a^, a^, a^..., welche die oben festgestellte 
Eigenschaft besitzt, eine Eigenschaft, welche kurz als Invarianten-' 
eigenschaft bezeichnet werden soll. Sind dann, wie oben, g^, $, 
die neuen Veränderlichen und a'^, a\, a\... die Coefficienten der 
transformirten Function /*', so muss man die Gleichung haben: 

(1) n(a'o, a'i,a',...; 5w 62) = ^^ H (flo, «,, a«---; ^i;^2); 

durch welche die Invarianteneigenschaft ausgesagt wird. 

Durch die lineare Substitution treten an Stelle der x lineare Ver- 
bindungen I derselben, an Stelle der a^, aj, a,... ebenso lineare Ver- 
bindungen dieser Coefficienten. Daher bleibt jede für die x einerseits 
und für die a^, a^, a^.,, andererseits ganze und homogene Function 
auch nach der Transformation eine solche. Man schliesst daraus, dass 
die Gleichung (1) für die verschiedenen, nach den x einerseits und nach 
den Coefficienten andererseits homogenen Theile bestehen muss, in 
welche TT etwa zerfallt und welche unter sich verschiedene Dimen- 
sionen der Grossen zeigen, in Bezug auf welche jeder einzelne Theil 
homogen ist, oder, was dasselbe ist, man schliesst, dass diese Theile 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen müssen. Wir setzen daher 
im Folgenden immer voraus, dass jede zu betrachtende Invariante 
oder Covariante schon in solche Theile zerlegt sei, und sprechen also 



* Beispiel einer Invariante bei einer quadratiKchen Form (vergl. oben) : 

(cr'oo i - «'1*; = K«< - «1*) («11 «w - «it«*!)* 
= (aoßj — öi*)r'. 

1* • 



4 Erster Abschnitt. Gmndeigenschaften der Invarianten 

nur noch von solchen, welche für die x einerseits und für die Coef- 
ficienten andererseits homogen sind. 

Es ist aber nicht nöthig, die Untersuchung der Wirkung einer 
linearen Substitution auf eine zu transformirende Function f zu be- 
schränken. Es sei eine Reihe von Functionen f, q), ^... gegeben, 
deren Ordnungen beziehungsweise durch 7n, n, |)... bezeichnet sein 
mögen. Dana kann man alle diese Functionen gleichzeitig mit Hilfe 
derselben linearen Substitution transformiren, und insofern sie hier- 
durch unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt betrachtet werden, be- 
zeichnet man sie zusammen als ein simultanes System von For- 
men. Man bezeichnet nun als simultane Invarianten und 
simultane Covarianten solche ganze rationale Functionen 
der Coefficienten von f, g?, tlf,,., beziehungsweise auch 
von x^j .Tg, welche die Invarianteneigenschaft besitzen.'^ 

Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen /*, q), ^ . . .- in 
folgender Weise: 

Coefficienten von fi a^, a^, a^. . . 
n n ^' \j b^, b^,,, 

n ff V- ^0 9 ^if ^2 ' • ' 



und bezeichnen wir die entsprechenden Coefficienten der transformir- 
ten Functionen immer durch beigesetzte obere Striche, so ist die all- 
gemeinste simultane Covariante bez. Invariante dieser Formen eine 
ganze Function TT der a, b, c, . . . x, welche der Gleichung genügt: 

Und aus denselben Gründen, wie dies oben bei einer Grundfunc- 
tion geschah, muss diese Gleichung erfüllt sein für die verschiedenen 
Theile, in welche TT etwa zerfallen kann und deren jeder für jede 
der Reihen 



* Beispiel zweier quadratischen Formen: 

/■= aoXi* ^-2aiXiXfh 0^X2^ 
qp = 6oa?i* H- 2 hi Xi Xi -f biOCi^. 
Transformirte Coefficienten: 

a 0= Oo«!!* + 2 ai «u Ofi -f o« oe^i* 

a'i = aoOfii ai2 -f at («u ff« -f «la «21) + fh «21 <>^22 

a 2= Oo««* + 2ai attan + o,««« 

b'o= &o«ii' + 26, a„ or„ + ftiffai* 

b\ = &o«ti «12 + bi (a„ ort2 + «« ««) + &2 «21 »22 

b\ = fto «12* + 2 6i 0,2 a» 4- &2 «22'- 
Simultane Covariante: 



r . 



ttoXf^üiXi boXi-^-biOCt 
Ol ic, 4-02X2 biXi-\-bfXi 



, a'oli+«'iS2 6'olt + &'il2 
i o', Ji + a\ & b\ Ji + 6', $2 
Simultane Invariante: 

(o'o6'2 - 2o'i b'i 4- a\Vo) = r« («o^ ~ 2a, 6| 4- (hbo). 



und Covarianten binärer Formen. — § 2. 5 

^Of ^17 ^a • • • 

^Q} ^ii ^2 • • • 

homogen ist, während die einzelnen Theile durch verschiedene Dimen- 
sionen in Bezug auf irgend welche dieser Reihen sich unterscheiden. 
Man kann also auch hier immer voraussetzen; dass jede zu betrach- 
tende Invariante oder Covariante bereits so zerlegt sei, und sich daher 
auf die Untersuchung solcher Gebilde beschränken, welche bereits für 
jede einzelne der obigen Reihen homogen sind. 

Endlich kann man das Gebiet der zu untersuchenden Bildungen 
auch dadurch erweitern, dass man neben einer Reihe von Veränder- 
lichen x^j x^ deren mehrere andere 

Vif y^'i ^if ^2? ' • • 
einführt, doch so, dass sie sämmtlich derselben linearen Transfor- 
mation unterworfen werden und durch sie gleichzeitig auf die den 
g^, ^2 entsprechenden Reihen von -neuen Veränderlichen führen: 

Vi) V21 »1 ; »2 j • • • 
Dabei sind also y, , y^ mit ly^, rj^ und z^ z^ mit f^, fg u. s. w. 
durch dieselben Gleichungen verbimden, welche zwischen x^y x^ einer- 
seits und li; I2 andererseits bestehen, also durch die Gleichungen: 

^1 = «11^1 + «12% 
y2 = «21% + «22% 

^l = «lltl + «12S2 

^2 = "21 Sl + "22 ^2 
U. S. W. 

Erweitert man den Begriff der Covarianten nun auch in Bezug 
auf die Anzahl der in denselben vorkommenden Reihen von Veränder- 
lichen, so ist jetzt eine solche definirt als ganze rationale Function 
ihrer Argumente, welche der Gleichung genügt: 

= *^ TT (aQ, »1,..; b^^^b^.,.'^ ^ü?^i"m •••^u^aj V^y^i ^17^25 •••)• 

Und man kann auch hier wieder, ohne der Allgemeinheit Ein- 
trag zu thun, voraussetzen, dass TT homogen sei für jede einzelne 
der Reihen: 

^1; ^2 7 Vi} y%'l ^1; ^2» 

U. S. W. 

Dieser allgemeinste Begriff der hier zu betrachtenden Formen soll 
weiter unten an einem System linearer Formen erläutert und damit 
zugleich die Grundlage für die Untersuchung eines beliebigen For- 
mensystems gewonnen werden. 



6 Erster Abschnitt. Gnimleigeusihiifteii der Invarianten 

§ 3. Operationen y welche die luTarlantenelgouschaft nicht aufheben. 

Ehe ich mich zu der Betrachtung der Systeme von linearen For- 
men wende, werde ich zwei Sätze beweisen, die bei derselben sofort 
angewendet werden. Der erste dieser Sätze ist folgender: 

Wenn TT in Bezug auf die Coefficienten jeder 
der Formen /', 9, ^... und jedes der Paare von Ver- 
änderlichen x^ y, z,,, homogen ist und die Inva- 
rianteneigenschaft besitzt, wenn ferner -Feine Form 
von gleichem Grade wie f ist, und den Coefficienten 

von /'einzeln die Coefficienten 

von F entsprechen, so besitzt auch die Function 

an . an dw 

die Invarianteneigenschaft, sobald nur die Func- 
tion F dem simultanen System f, 9, V' . . . hinzuge- 
fügt wird.* 

Dieser Satz ist leicht zu beweisen. Denn da über die Coefficien- 
ten von fj q> ... gar nichts vorausgesetzt wurde, so ist bei der Fest- 
stellung der Eigenschaften von TT die Function f eine beliebige Form 
w*®' Ordnung, uftd diese Eigenschaften ändern sich nicht, wenn man f 
durch irgend eine andere Form n*®' Ordnung, etwa durch f+kF er- 
setzt, wo k eine beliebige Grosse ist. Bildet man nun für die so mo- 
dificirte Function TT die Gleichung (2) § 2. und ordnet auf beiden Seiten 
nach Potenzen von k, so muss die Gleichung noch für jeden Werth 
von k bestehen; die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von k 
müssen auf beiden Seiten einander gleich sein , d. h. die Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von k in der Entwicklung von TT müssen 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen. Ist nun die Entwickelung 
der Function TT, nachdem in derselben UQ + ka^, a^ + kai u. s. w. für 
^0; ^i*-- gesetzt ist, der Ausdruck 

TT + ftTTi-h..., 

so hat also auch TT^ die Invarianteneigenschaft; aber diese Function 
ist das erste Glied der Entwickelung, welche eintritt, wenn man die 
Function T\, für die Argumente a^ + ka^, a^ + ka^.., gebildet, nach 
den Grössen a^, a^ u. s. w. entwickelt, also 



* Cayley, fourth Menwir upon Quafüics, Phil. Tr, Bd. 148. 



und Covarianten binärer Formen. — §§ 3, 4. 7 

-. • an^ an , 

wodurch der obige Satz bewiesen ist. 

Der zweite Satz, welcher im Folgenden angewendet werden soll, 
bezieht sich ebenso auf die Vermehrung der Reihen von Veränder- 
lichen, wie der vorige auf die Vermehrung der Functionen. 

Kommt in TT irgend eine Reihe x^, x^ von Ver- 
änderlichen vor und sind ^^, t^ zwei denselben Trans- 
formationsformeln unterworfene Veränderliche, so 
besitzt auch die Function 

^'dx.^^^dx^ 

die luvarianteneigenschaft. 

Der Beweis dieses Satzes wird dem des vorigen ganz analog ge- 
führt. In TT stellen die Grössen x^^ x^ irgend zwei Veränderliche vor, 
welche den Substitutionsformeln (1) § 1. unterworfen werden. Den- 
selben Formeln unterliegen die Grössen x^ + ^^u ^2 + ^^; ^^ welchen 
h eine ganz beliebige Grösse ist. Die Function TT behält also die In- 
varianteneigenschaft, wenn man in derselben x^, x^ durch x^'\'Tct^j 
x^ + kt^ ersetzt, und zwar hat sie dieselbe dann unabhängig von dem 
Werthe von Ic. Entwickelt man nun die aus TT entstandene Function 

nach Potenzen von Je: 

TT + ftTTi-f-.'.., 

so haben alle Coefficienten dieser Reihe, also auch TTj, dieselbe Eigen- 
schaft. Aber ä;TTi ist das zweite Glied der Reihe, welche man erhält, 
indem man die modificirte Function TT nach den Potenzen von kt^, 
kt^ dem Taylor'schen Lehrsatze gemäss entwickelt. Es ist also 

und diese Function hat die Invarianteneigenschaft, was zu bewei- 
sen war. 

Bei der Anwendung dieser Sätze auf ein System linearer For- 
men zeigt sich nun sofort, dass der letzte Satz als besonderer Fall 
des ersten aufgefasst werden kann, ja, dass man die Veränderlichen 
^1; ^2 9 ViiPi-" S^^^ entbehren kann, indem man nur das betrachtete 
System simultaner Formen um die entsprechende Anzahl linearer 
Formen vermehrt. 



§ 4. Lineare Formen. Transformation Uirer CoefHoleuten. 

Es sei 

f=aiXi + a,,x,^ 
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(1) 



(2) 



irgend eine lineare Form. Setzt man in dieser für die x die Aus- 
drücke § 1. (l) ein, so erhält man: 

/"= «1 («11^1 + «12^2) + ^2 («21 li + «22^;^) 
= («1 «11 + «2 «21) li + («1 «12 + «2 «22) S2 

= a 1 li + «2 ^r 
Während also für den Zusammenhang der x mit den 5 die Sub- 
stitutiousformeln gelten: 

^i=«nSi + «i252 

^2 = «21 61 + «22 62 > 
oder 

^5j == «22*^1 «12*^2 
f* §2 = «21 ^1 + «11 ^2 > 

SO erhält man zwischen den Coefficienten einer linearen Function in 
der ursprünglichen und in der transformirten Form die Beziehungen: 

«1= «11 0^1 + «21 ^2 

»'2 = ^12^1 + ^22^2? 
oder aufgelöst: 

(4) ^«1= «22«'! — «21 «'2 

»•02 = — ai2al + «llaV 
Zwischen den verschiedenen Systemen von Gleichungen (1), (2), 
(3), (4) besteht eine merkwürdige Analogie. Die Gleichungen (1), (3) 
einerseits, sowie (2), (4) andererseits zeigen rechts dieselben Coef- 
ficienten a, nur sind die Coefficienten, welche in dem einen System 
eine Horizontalreihe bilden, in dem andern in einer Verticalreihe 
enthalten und umgekehrt, was man dadurch ausdrückt, dass man die 
Determinante 



(3) 



a 



11 



a 



18 



«21 «22 



des einen Systems der Determinante 



«11 «21 
«12 «22 



des andern gegenüber transponirt nennt. Man hat also den Satz: 

Die transformirten Coefficienten drücken sich 
durch die ursprünglichen mittelst Gleichu^igen der- 
selben Form aus, wie die ursprünglichen Veränder- 
lichen durch die transformirten, und zwar ist nur 
die Determinante des einen Systems von Gleichun- 
gen transponirt gegenüber der des andern. 

Dieser Satz bleibt noch richtig, wenn man beidemal die Worte: 
ursprünglich und transformirt vertauscht; er giebt dann die aus 
der Betrachtung von (2), (4) fliessende Eigenschaft. 



und Covarianten binärer Formen. — §§ 4, 5. 9 

Aber die Betrachtung der Systeme (2), (3) [oder (1), (4)] lehrt wei- 
ter, dass man den folgenden Satz aussprechen kann: 

Die Grössen x^, x^ gehen (abgesehen von einem 
Factor r) bei der Transformation in Su i% niit Hilfe 
derselben Formeln über, mit deren Hilfe die Grös- 
sen ttg und — a, in a\ und — a\ übergehen. 

Da nun das Auftreten eines weitern Factors r bei der Transfor- 
mation an der Invarianteneigenschaft nichts ändert, so geht daraus 
der Satz hervor: 

Eine Function TT, welche die Veränderlichen x^,x^ 
enthält und die Invarianteneigenschaft besitzt, be- 
hält dieselbe noch, sobald man x^ und x^ durch die 
Grössen a.^^ — a^ ersetzt, wobei a^^ a2 die Coefficien- 
ten einer linearen Function sind. 

Man sieht hieraus, dass, wenn man den Begriff des simultanen 
Formensystems einführt, die Covarianten überhaupt aus der Betrach- 
tung ausgeschlossen werden können. Denn an Stelle jeder Covariante 
kann man eine Invariante einführen, bei deren Bildung nur das simul- 
tane System um so viel lineare Formen vermehrt ist, als Reihen von 
Veränderlichen in der Covariante existiren. Und von einer solchen 
Invariante ist es immer sofort möglich, zu der Covariante zurück- 
zukehren, indem man die Coefficienten 

der eingeführten linearen Formen wieder durch die Reihen von Ver- 
änderlichen 

ersetzt. 



f 5. Invarianten 9 welche aus den Coeffleienten einer oder zweier 

linearen Formen i^eMldet sind. 

Ein eigentlicher Gewinn von dieser Anschauungsweise tritt nur 
bei Systemen von linearen Formen hervor, zu deren näherer Betrach- 
tung ich mich jetzt wende. Denn man sieht, dass jede Covariante 
eines solchen Systems vermöge der obigen Bemerkung durch eine In- 
variante eines Systems ersetzt werden kann, welches einige lineare 
Formen mehr enthält. Wenn wir daher alle möglichen Invarianten 
solcher Formensysteme, unabhängig von der Zahl der zu Grunde ge- 
legten Formen, bilden können, so können wir alle Covarianten der- 
selben sofort ableiten. 

Nehmen wir also ein beliebig grosses System von linearen Formen 
als gegeben an: 
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und suchen alle aus diesem zu bildenden Invarianten. Zunächst kann 
mau leicht eiue Zahl von Bildungen angeben, welche die Invarianten- 
eigenschaft besitzen. Es sind dieses die aus den Coefficienten je zweier 
der gegebenen Formen gebildeten Determinanten. In der That hat 
man analog den Gleichungen § 4. (3) für die Coefficienten der trans- 
formirten Formen die Ausdrücke: 



a 



(1) 



«11^1 + «2I«2> «'2 — «12^1 + « 



22^2 



h\ = «ji h^ + a^, h^ , 6/ = «,36, + a^ b^ 



daher 

a\ b\ ^ «1 1 «1 + «21 «2 «11*^1 + «21 ^2 
a'jj b\ «ij a^ + a„ a^ a^^ h + cc^ b^ 

wo nach dem Multiplicationssatz der Determinanten die rechte Seit^e 
sofort in die Factoren 



a 
a 



11 



12 



a 
a 



21 
22 



a. a 



2 



K h 



zerßlllt. Mau hat also 



a' 



K 



a\ b\ 



r . 



«2 fcg 



d.h. die Determinante zweier linearen Functionen hat die 
Invarianten eigen Schaft. 

Da im Folgenden solche Determinanten, wie die obige ist, sehr 
häufig vorkommen, so empfiehlt es sich, für Ausdrücke der Form 

«1 h 



»2 *2 



= a^ 62 — ^1 ^s 



eine einfachere Bezeichnung einzuführen. Ich werde sie immer durch 
(ab) bezeichnen, so dass also 

(ab) = a^ftg — 6i»2 = "" (^^) • 

Man kann nun folgenden Satz beweisen: ^ 

Jede Invariante von einer Anzahl linearer For- 
men ist eine ganze rationale Combination der De- 
terminanten vom Typus (aft), welche sich aus den 
Coefficienten der Formen zusammensetzen lassen. 

Ehe ich zu dem Beweise dieses Satzes für eine beliebige Anzahl 
linearer Formen übergehe, werde ich ihn für Systeme beweisen, 
welche aus einer oder zwei linearen Formen bestehen. 



und Covarianten binärer Formen. — § 5. 11 

Ist eine einzige Form 

.ix =^ G/t X* "T" ö(.>3/2 

gegeben , TT eine Invariante derselben , so muss man als Definition von 
T[ die Gleichung habeu: 

TT(a'i, a'jj) = r^ . TT («i , a^), 

wo a\j a\ durch die Gleichungen (1) mit a\, a\ verbunden sind. Nun 
muss diese Gleichung für jede lineare Substitution besteben , z. B. auch 
für die folgende: 

wo die h beliebige Grössen sind, deren Verhältniss nur von dem der a 
verschieden ist, so dass 

r =5 aj 62 — hy «2 

nicht verschwindet. In diesem Falle ist 

a^Xy + «2X2 = (a^ 62 — ^1 «2) ^i 7 
also 

«1 = 0, a^ = r, 

und die Gleichung für Tf geht in die folgende über: 

Da TT als eine homogene Function seiner Argumente vorausgesetzt 
wurde, so folgt hieraus 

wo C eine reine Constante ist. Aber zugleich muss ^ verschwinden, 
da r die ganz fremdartigen Grössen b^, b^ enthält. 

Es giebt also keine Invariante einer linearen 
Function, die evidente ab gerechnet, welche aus einer 
reinen Constante besteht. 

Wenn dagegen zwei Formen 

A = a^x^ + a^x^ 
B = h^x^ + l^x^ 

gegeben sind, so ist die Definitionsgleichung für T[i 

Benutzen wir nun wieder die Gleichungen (2) als Substitutions- 
formeln, so haben wir 

aiX^ + a^x^= («i 62 ■" ^1 ^2) • 5i 
biXi + b^x^ = — (ßib^— b^a^) .g^, 
also 

a\ — 0, a 2 = r 
b\=^r, b\=0. 
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Die Definitionsgleicliuug für TT verwandelt sich dadurch in 

TT (0, r, — r, 0) = r^ . TT («i, a^, \, b^). 

Die linke Seite geht nun in eine reine Gonstante über, multiplicirt 
mit einer Potenz von r, und man hat also den Satz: 

Jede Invariante zweier simultanen linearen For- 
men ist eine Potenz der Determinante ihrer Coeffi- 
cienten. 
Es ist dabei vorausgesetzt, dass a^b^ — b^a^ nicht verschwinde; 
eine Voraussetzung, welche erlaubt ist, da alle zu betrachtenden For- 
men stets allgemein, also auch von einander unabhängig gedacht 
werden. 

§ 0« Functionen von zwei Belhen gleichartiger Grössen. Operationen, 

welche im Folgenden benutzt werden* 

Der Beweis des allgemeinen, im vorigen Paragraphen angegebenen 
Satzes , sowie eine grosse Anzahl anderer Folgerungen dieser Theorie 
stützt sich auf eine Formel, welche im Folgenden entwickelt werden 
soll. Dieselbe bezieht sich auf eine ganze rationale Function f, welche 
zwei Reihen von Veränderlichen in homogener Weise enthält. Sie 
zeigt, wie jede solche Function aus einer gewissen Anzahl von For- 
men, welche nur eine Reihe von Veränderlichen enthalten, vermöge 
gewisser einfacher Operationen zusammengesetzt werden kann.* 

Diese Operationen sind, nur wiederholt angewendet, dieselben, 
welche schon im zweiten Satze des § 3. benutzt wurden. Ich will sie 
hier mit solchen Zeichen hinschreiben, wie sie sich auf Grossen beziehen, 
die oben Veränderliche im eigentlichen Sinne genannt wurden; sie 
bleiben wegen der in § 4. gezeigten Vertauschbark ei t von Veränder- 
lichen mit Coefficienten linearer Formen auch für solche in allen ihren 
Eigenschaften bestehen, und sind dann besondere Fälle der im ersten 
Satze des § 3. erwähnten Operation. 

Es sei 9> = 9 (^1, 3^2» yi; ya) ®^^® Form, welche homogen vom 
Grade tn in x^, x^, homogen vom Grade n in y^, y^ ist. Die beiden 
Ausdrücke 

^{^i + ^Vu ^% + ^y%', Vi, ya); 9(^1; ^2J yi + '^^i; y^ + ^j^i), 

in welchen die neuen Argumente für die lineare Transformation genau 
die Eigenschaften der ursprünglichen haben, sollen, nach Potenzen 
von X geordnet, die Entwickelungen geben: 



* UnterBuchungen, welche den hier und in den folgenden Paragraphen geführten 
ganz ähnlich sind und zu denselben Resultaten führen, sind seitdem veröffentlicht 
von Herrn Gordan in Band III der mathematischen Annalen. Die einzuführen- 
den Operationen finden sich schon bei Cayley, Mim, 8ur les hyperdÜerminants, 
Crelle's Journal Bd. 47. 



(1) 



nnd Co Varianten binärer Formen. — §§ 6, 6. 13 



Die Bildungen 

q), ^9, jd^ip , . . 

sind von absteigenden Ordnungen für die x, von der m*®'* anfangend, 
von aufsteigenden für die y, von der n^°^ beginnend; ebenso sind die 
Ausdrücke 

von absteigenden Ordnungen für die y, von aufsteigenden für die x. 
Jedesmal hängt die letzte Bildung nur noch von einer Reihe von Ver- 
änderlichen ab und ist in Bezug auf diese von der (m+ny^'' Ordnung. 
Die Bildungen D'^tp, ^^(p sollen, einem Ausdrucke der analytischen 
Geometrie entsprechend, als Polaren von (p bezeichnet werden. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (1) durch 9' 
und 9", so hat man offenbar 

d(p ^ 9^' _i_ ^ ^' 

Führt man aber in diese Gleichungen die rechten Theile der Gleichun- 
gen (1) ein und vergleicht dann auf beiden Seiten die Goefficienten gleich 
hoher Potenzen von A, so erhält man die Beziehungen: 

. 1 f d(p ^ d(p\ ^ 1 / a<p , dfp\ 

(2) "^^ w-U^» dx, +^^ dx, )' ^^~n-ir^ dy, +^^ dy, ) 
'^'^''m-2V'dx, ^^^ dx, )' ^^ n-2r^ dy, ^^* dy^ ) 



Man sieht hieraus, das« ^q>y ^(p . . . und Dtp, D^tp . . . nur wie- 
derholte Anwendungen der beiden Operationen ^q> und Dg) sind, 
wobei denn die Operation ^q) dadurch definirt wird, dass man nach 
den X differenzirt, mit den y multiplicirt und die Summe beider Pro- 
ducte durch die Ordnung der differenzirten Function in den x divi- 
dirt; bei der Definition von D(p vertauschen nur die y und die x ihre 
Rollen, 
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Indem man die Operationen ^''(p, D^tp als Wiederholungen der- 
selben Operationen ^(p, Dq) auffasst; sieht man sofort^ dass 

Eine andere Eigenschaft dieser Operationen ergiebt sich aus den 
Gleichungen (1). Setzt man in diesen y^=^x^, y^z=zx^y so verwandeln 
sich dieselben in folgende: 

(1 + A)" . 9. .-^ 9 + ^ A z/<p + ??^l^ A«^«,, + . . . 

(1 + A)''.9. = 9 + ^AD9 + ^:^A«D«9+ ... 
Die Vergleichung der Ooefficienten von A giebt nun 

und somit den Satz: 

Für y^ = x^, 3/2 = ^2 werden die Werthe der Aas- 
drücke der -^*9; X)*9? sämmtlich gleich dem Werthe 
von 9>. 

Ausser den Operationen ^^tp^ D^fp werden wir im Folgenden noch 
eine Operation anwenden, welche durch Sltpy in. wiederholter Anwen- 
dung durch Sl^fpj Sl^fp ... bezeichnet werden soll. Diese Operation 
wird durch die Gleichung definirt: 



(3) Sl =r -1 |^-^!5L_ _ -J!^^ 

mn\dx^dy^ oy^dxj^ 



so dass also weiter: 

^ m—\,n—l\dx^dy^ dy^dx^/ 
^ fn-2.n--2\dx^dy^ dy^drj' 

Diese Functionen sind sowohl in den Xy als in den y von abstei- 
gender Ordnung. Die Operation £1 hängt mit den Operationen ^, D 
genau zusammen , wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

Bei successiver Anwendung der Operationen-^,Ä 
oder der Operationen D, Sl ändert die Reihenfolge 
der Anwendung das ResultaT; nur um einen numeri- 
schen Factor; es ist nämlich 

(4) «+1 

m+ 1 ^ 



und Covarianten binärer Formen. — §§6,7. 15 

Von diesen Formeln braucht man nur eine zu beweisen; denn 
durch Yertauschung der x mit den y geht eine in die andere über. 
Nun ist aber nach (2), (3): 

_ d^q) d^g> d^q> 



d'q> d^(p d^(p 



~~ ^1 -^^ U.,2 ^2 



^dy^\dx^dy^ dy.dxj^ ^dy^Kdx^dy^ dy^dxj 

= m . n.n— 1 . Dil(p, 

w. z. b. w. 

§ 7. Barstellmig einer Fanotlon zweier Reihen Ton Terftnderlichen darch 
die Polaren ron Functionen» welche nur eine Reihe enthalten. 

Man überzeugt sich nun zunächst leicht von der Richtigkeit der 
Identität 

(1) f^.jl)f+^-^{xy)£lf. 

Es ist nämlich 

fttr die x von der (m+l)**" Ordnung; daher 

df , Bf , ay , av , ay , av 
='''ä];;+^*ä7.+^'^'a-vP;+-^«^«äv^+^*^'a-i;ä^+J''^*a-W, 

= nf+nmf-iy,x,-x,y,) (—^-^-^J 
also 

was die zu beweisende Gleichung ist. 

Vermöge der Gleichung (1) leitet sich die Form f aus den beiden 
Formen Df und Slf oh^ welche beide die y zu niederer Ordnung als f 
enthalten. Wendet man nun die Gleichung (1) in gleicher Weise auf 
Df und Slf an, so erhält man diese ausgedrückt durch Functionen, 
welche die y abermals zu niederer Ordnung enthalten, und es wird, 
indem man so fortfährt, schliesslich alles auf Functionen von rc^, x^ 
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allein zuröckgeführt. Die hieraus für /"folgende Darstellung wollen wir 
nun genauer untersuchen. 

Ich behaupte, dass unter Anderm sich für f folgender Ausdruck 
ergiebt, in welchem fc < n und in welchem die a numerische Coeffi- 
cienten bedeuten: 

ein Ausdruck, welcher, wenn m<^ny und 4>*w, schon abbricht mit 
dem Gliede 

indem 10"»+ */* identisch verschwindet. 

Der Ausdruck (2) geht für Ä; = l in den Ausdruck (1) über; um 
die allgemeine Giltigkeit dieser Darstellungsart nachzuweisen, ist also 
nur nöthig, zu zeigen, dass sie für Ä+1 richtig ist, wenn man für 
h sie als richtig annimmt. Indem wir diesen Beweis führen, ergiebt 
sich zugleich eine recurrente Formel zur Berechnung der Coefßcienten er. 

Die Functionen 

sind von den Ordnungen m + Ä, m'\-'k — 2y tw + ft — 4... in den x, 
überhaupt D^~^ Sl^f von der Ordnung w + Ä — 2 A. Wendet man daher 
auf die Function Sl^D^^^f die Gleichung (1) an, indem man diese 
Function an Stelle von f treten lässt, so erhält man: 

Das zweite Glied dieses Ausdrucks kann man mit Hilfe der Glei- 
chungen (4) umgestalten, indem man die äusserste Operation £1 mit 
den k — X Operationen D successive vertauscht. Man erhält nach der 
zweiten Formel (4) des § 6. : 



^^-^ I)k-lSl^+lf^ 



und es wird also 

Führt man die hieraus entspringenden Ausdrücke der Functionen 
in die Gleichung (1) ein, so erhält man zunächst: 
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(3) /•= J*+ ' i)*+ « /•+a,<*' (xy) Ji" X>* Slf+ a^«*) {xyY z/*-' D*-' i^/•+ . . . 

+ ^rmn ^' t^''^) ^ ^^1 + ,^CT ("^^^ ^*" ' f ^^^y) ^*~' ^*^1 

Der erste Theil dieses Ausdrucks hat schon eine Gestalt, wie sie 
aus (2) hervorgeht, wenn man Je in A+ 1 verwandelt. Um dem zweiten 
Theile dieselbe Gestalt zu geben, bemerke man, dass, wenn (p eine 
Function fi**' Ordnung in den x ist: 

J [(xy) (f] =—^\(p^(xy) + II {xy) J(p], 

oder da ^ (xy) = (yy) identisch verschwindet: 

J[(xy)(p]= -^-^{xy)J(p, 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel hat man: 

^^ Itey) <p1 - ^ J^-'-[{xy)J<p] == ji-~-} z/1-2 [(^y) ^ y] . . . 

Setzt man nun Ä — A für A und D^'^Sl^'^^ f für gp, so muss man 
u - »I + Ä: — 2 A — 1 setzen, und es wird also : 

^*-* Uxy) iß'-^ Ä^+^ /"] --- -4V ^, , (^y) ^^-^i)^-^ si^^^f. 

Führt man dies in (3) ein , so nimmt f in der That die mit (2) analoge 
Form an: 

' ^ + «;'^+ •) (.r ?/)2 z/*-t /;*-• ß V + . . . , 

uud zwar sind dabei die Grössen «'*+•> aus den Grössen a^*'^ zusam- 
mengesetzt mit Hilfe folgender Formeln: 






^r/tH)-«^)^ (m^p+1)^ 

Clebtch, Theorie der biuttren algebr. Formen. 2 
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Setzt man in (2) nun lc^=^n, so gehen die Functionen 

in Functionen von x^j x^ allein über. Indem wir nun den oben de- 
finirten Begriff der Polaren einer Function benutzen, haben wir fol- 
genden Satz bewiesen: 

Jede Form /", welche von der m*®"^ Ordnung in 
den Xj von der n*®° in den y ist, liisst sich aus den 
Polaren der Formen 

welche sämmtlich nur die x enthalten, und aus Po- 
tenzen voü {xy) zusammensetzen, so dass identisch 

f= z/» !)«/•+ «/"> {xy) ^-^ 2)"-» Slf 
^^ + «gC«) (xyf z/"-22)»-2ß Y+ . .. , 

wo die a numerische Coefficienten bedeuten.* 

Es knüpfen sich hieran noch folgende Sätze: 

1. Wenn eine nach Potenzen von (xy) fortschrei- 
tende Reihe, deren Coefficienten Polaren sind, ver- 
schwindet, so verschwindet jedes einzelne Glied. 

Sei die Reihe 

A + {xy)B + {xyYC+..,, 

und nehmen wir an, dieselbe verschwinde identisch. Setzt mana: = y, 
so verwandelt sich A in die Function, deren Polare A war. Die 



* Als Beispiel will ich die beiden Fälle m — 2, n = 2 und m — Z, w = 2 her- 
setzen , welche insofern etwas verschiedenen Charakter zeigen , als die Summe m-k-n 
einmal gerade, einmal migerade ist. 

1. m = 2, n = 2. 
/•=y,«(aa:,«+26a;,a^+ca:,«)+2y,y,(a'a:,«+26'a;ia5,+c'a^«) 

+y,«{a"a;^«+26"a;, iB,+c"a^*) 
= J^B*f-¥ {xy) /IDSlf-^ \ {xyYSl^f 
2)V = «a:i*+2(&+a )a:i'a^ + (c + 4&'+a") x^^x^* H- 2(c' + h") «, a^' + c'x^^ 
Slf = y, [(a -6)a;, + (&'-c)a:J + y, [(a"-&')a;, + (6"-c')x,] 
DSlf = {a-h)xi* + {a"'-c)xiXt'i' (&"-c') rr,* 
Ä«/*=c + a"-2&'. 

2. m = 3, n = 2. 
f=y^*{aXi^+BbXt*X2'^ScXiXt*+dXi^-^2yiyt{aXi^-^Zh'Xi*Xt-{'Sc'xiXt*+d^Xt') 

=zd*D^f+i{xy)dDSlf+iSl''f 
D*f=aXi^'¥{Zb + '2a) x^^Xt + (3c + 66' + a") a?,»a:,« + (d + 6c' + 36") a;,«a:,» 

+ (2 d' 4- 3 c") Xt Xi^ + d" ar,* 
a/-= y, [(a'-6) Xi* + 2(6'-c)a;, a:, + (c'- d)««'] + y« [(a"-6') x* + 2 (6"-c')a:, ar, 

+ (c"-ir)a:i«] 
2)Ä/-= (a'-6)a:,» + (6' + a" - 2c)aJi«a;, + (26" - d - c') a:, a^« + (c" - cT) a^» 
Ä«/'=(c + a"-26')a:i + (d + 6"-2c')a:i. 
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übrigen Glieder der Reilie werden Null, und es folgt also, dass diese 
Function Null ist. Aber dann ist auch ihre Polare A gleich Null, 
d. h. der erste Term verschwindet für sich. Nunmehr kann man die 
Reihe durch {xy) dividiren und erhält die ebenfalls verschwindende 
Reihe 

Man beweist nun wie oben, dass auch B für sich verschwindet, 
alsdann nach abermaliger Division mit {xy), dass C für sich ver- 
schwindet u. s. w. 

2. Eine gep^ebene Function zweier Reihen von 
Veränderlichen ist nur auf eine Weise so nach Po- 
tenzen von {xy) entwickelbar, dass die Coefficienten 
Polaren sind. 

Wären zwei Entwickelungen 

JL+(xy)B-!-(xf/)«C... 
und 

K + {xy)B-\-{xyfV... 

denkbar, so hätte man 

(^ - A) + {xy) {B- B) + {xyf (C- T) . . . ■:- 0, 
also nach dem vorigen Satze 

A = /K, JSr-B, c-r,... 

d. h. die Entwickelungen wären identisch, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

3. Bei einer Function zweier Reihen, welche durch 
Vertauschung derselben sich nicht ändert, treten 
nur Glieder auf, welche die geraden Potenzen von 
(xy) enthalten. 

In diesem Falle müssen die Ordnungen m und n gleich sein; 
daher haben auch die einzelnen in {(\) auttretenden Polaren die Eigen- 
schaft, durch Vertauschung der x und y sich nicht zu ändern. Ist also 

f^-A + {xy)n + {xy)'C+ {xy)^ /)..., 

so ist auch, nach Vertauschung der x mit den y: 

f^A- {xy) B + {^y)'C- {xy)' 7> . . ., 

also wenn man diese Gleichung von der vorigen abzieht und durch 

'^{xy) dividirt: 

O^B+{xyy^D + ..., 

daher identisch 

und also 

f==A+{xyfC+..., 

was zu beweisen war. 
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§ 8. Bestimmung der Coefflcicnteii cc. 

* 

Es ist nicht ganz leicht, von den Formeln (5) zu einer indepen- 
denten Darstellung der Coefficienten a überzugehen. Eine solche findet 
sich aber durch folgende Betrachtung. 

Zunächst bemerkt man, dass nach jenen Formelu die a^^^ von n 
unabhängig sind. Mithin erhiilt man die «'*> aus den «("J, indem man 
in diesen Ä: statt n setzt. Es ist also nur nöthig, die «<"> zu be- 
stimmen. 

Man kann aber den im vorigen Paragraphen unter 2. ausgespro- 
chenen Satz auch in folgender Weise ausdrücken: 

Sind 9, (p^, ^2 • • • ganze homogene Functionen 
von x^y x^y deren Ordnungen beziehungsweise m + w, 
m + n — 2, m + n — 4... sind, und bildet man eine 
Function mittelst der Gleichung 

(1) f=J^q> + «,(») (xy) ^«-^ q>, + «,<") {xyyj"~^q>^ + • . . , 

so ist immer 

. (p =^D"f 



oder, was dasselbe ist, die qp sind diejenigen Aus- 
drücke, in welche/*, Slf, Sl^f.., übergehen, wenn darin 
die y durch die x ersetzt« werden. 

Bilden wir nun aus (1) die Ausdrücke 

{^^f)y=. (A = 0, 1, ...n). 

Ist (p eine Form ft*«' Ordnung in den Xy v*®' Ordnung in den y, so 
hat man 

f3) {iL'^h).{v+h).il\{xy)Kfp\ 

^ -^^ ^dx.dy, dx.dyj'^'^ldx.dy^ d'y,dx,\ 
dq> d {x yY dq>d{xyy d(p d (xy)^ d(p d {xyY 
dx^ dy^ dx^ dy^ dy^ öx^ dy, dx^ 

= /i V {xyY iß 9 + A (ft -f- V + Ä + 1) (xy)^^^ q>. 

Bei der Anwendung der Operation Sl auf das Product {xyYq> kommt 
also nur ein Term vor, welcher eine niedrigere, und zwar die um 1 
niedrigere Potenz von (xy) enthält. Wenden wir die Operation Sl 
Amal hintereinander an, so besteht das Resultat aus den Formen 
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Ist hier ä> A, so kann kein Term vorkommen, welcher von {xy) 
frei wäre. In diesem Falle verschwindet also das Resultat für y^^^x^, 

Ist dagegen A< A, so bleibt für y^^x^^ 2/2 = ^2 ^^s letzte Glied 
der Entwickelung stehen, welches dann, bis auf einen numerischen 
Factor, gleich Sl^—^tp ist. 

Bilden wir also aus (1) den Ausdruck (Sl^ßj^^j^^ wo A<», so 
fallen alle Terme fort, welche mit einer höheren als der A*®° Potenz 
von (xy) multiplicirt sind. Von der anderen bleiben Glieder der Form 

übrig. Da aber die Operationen Sl, /J bis auf hinzutretende constante 
Factoren vertauschbar sind, so haben diese Glieder auch die Form 

was offenbar identisch Null ist, da (ph keine y enthält, also auch der 
Operation Sl nicht unterworfen werden kann. Es bleibt nur das eine 
Glied übrig, für welches A = A, und man hat also: 

Der eingeklammerte Ausdruck rechts entsteht nun, indem man 
die Formel (3) A mal hinter einander anwendet, und ^"—^fpj^ für qp, 
also fw — A für ft, n — ^ für v setzt; indem man endlich bei jeder 
Operation nur das zweite Glied beibehält. Es wird also: 

= A-^-l-(m+n--A+l)(m+n-A) jij.-.j^ )X-,^„-i jj 

m . fw — 1 . n . w — 1 * ^^^^ y^^-isy ' 

also schliesslich, wenn man sich der Bezeichnung 

r{ii) = \.2...(t [r(0) = i] 

bedient: 



y=x« 



\Sl [{xy) ^ *n]I»=x- r(m+n-2A+l)r(m)r(n) t^ ^^^ 

Die rechts noch übrig gebliebene eckige Klammer ist aber nach dem 
ersten Satze des § 6. nichts Anderes als (pi selbst; es ist also endlich 

(4) (Ä n,=*- «i' • — r(»»+«-2A+i)r(m)r(n) • '^^- 

Ebenso ist auch die linke Seite (pi selbst, und so erhält man 
denn für a;^("> diö Bestimmung: 

r(m+w-2A+ 1) r(m) r{n) 



(5) «,(") = 



r{X) r(?w+n-A+i) r(w-A)r(w~A)' 
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Dem in § 7. Gesagten entsprechend, ist dieser für ni und n völlig 
symmetrische Ausdruck für Werthe von A zu benutzen, die bis zu 
der kleineren der beiden Zahlen m und n gehen; er hat dann immer 
eine völlig bestimmte Bedeutung. 

Wegen des symmetrischen Auftretens von m und n v/erde ich 
daher jetzt für die Coefficienten a die Bezeichnung 

fQ. ^ .. . _ r(m+n-2A+l)r(m)r( n) 

w «X r(A)r(m+M-;i + i)r(/n-it)r(w-A) 

wählen und demnach der Gleichung (6) § 7, die Form geben: 

(7) Z'^z/" D"f+ «i»"'" (xy) ^«-iD»-' Slf+ a/*^''{xyy zJ'^^D''-\Sl^f+ . . - 

Der Ausdruck (6) für a;^"'*" ist in der That mit den Gleichungen 
§ 7. (5) in völliger Uebereinstimmung. Aus (5) folgt nämlich 

g;t'"'"+^ _ (n+l)(mfn-2A+2) 
«x'"'" "~(n— A + l)(w+w— A+l) 
«i_r'» _ (m+n~2A+2)(m+n-2A+3)A 
a;^"'»« ~(w+w — A+2)(m— ;.+l)(n-A+l)" 

Führt man diese Ausdrücke in die allgemeine Gleichung § 7. (5) 

ein, so erhält man 

(n+l)(m+w-2A+2) ^ ^(m-A+l) 

(n-A + 1) (t»+w-A+2)~ "^(w+w-A+2)(n-A+l)' 

was identisch erfiillt ist. 

Man kann noch bemerken, dass der Ausdruck (5) eine einfache 

Combination von Binomialcoefficienten ist. Bezeichnet man durch (^\ 

den Coefficienten 

//t\ /i./t— 1.. . /t— A + l_ r((i) 

\^/"" r 2V: . i r(A) r(ii-jiy 

so kann man der Formel (5) die Gestalt geben: 



(8) «r-- ^'^*® 



^ A ; 

Aber an den im Anfange dieses Paragraphen aufgestellten Satz 
knüpft sich noch eine andere wichtige Bemerkung. Es sind nämlich^ 
wie auch die (p vorausgesetzt wurden, wenn nur f durch die Glei- 
chung (1) gegeben war, immer die (p mit f durch die Gleichungen (2) 
verbunden. Da also zwischen den q> kein Zusammenhang stattzufinden 
braucht, so wird auch zwischen den Functionen 
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im Allgemeinen ein solcher nicht stattfinden. Man hat also den Satz : 

Ist f eine beliebige Form m*«' Ordnung in den x, 
n**' Ordnung in den y, mit willkürlichen Coefficien- 
ten, 60 sind auch die Functionen 

2)«/-, D^-^Slf, D'^-^Sl^f, ...Sl^fy 

welche nur noch die x enthalten, Formen mit will- 
kürlichen, d. h. von einander unabhängigen Coef- 
ficienten. 

Dieser Satz wird bestätigt durch den Umstand, dass die Anzahl 
der Coefficienten der letztgenannten Functionen, wenn m>n, gleich 

(w+«+l) + (m+n-l) + (m+?t-3)...+ (w-n+l)=(w+l)(n+l), 
wenn aber n^m, gleich 

(» + m + l) + (n+m-l) + (n+w-3) ...+ (n-w + l) = (m+1) (n+1), 
also in beiden Fällen gleich der Anzahl der Coefficienten von f ist. 

Ich fuge die folgende Tafel von Entwickelungen hinzu, in wel- 
cher immer my^n angenommen ist und in welcher n=l,2, 3, 4, 
m = 1 , 2, 3, 4, 5, 6 gesetzt ist: 

n--l. 

m==l)f=^^Df+^{xy)Slf 
m = 2) f=.JDf+i{xy)^f 
m=-3)f=.JDf+i{xy)af 
m^--A)f^zlDf+\{xy)P.f 
m--S)f=^JDf+^{xy)Slf 
m = 6)f=^Df+1^{xy)Slf. 

m = 2) f^J^D^f+ (xy)JD£lf+i{xy)'Sl'f 
m = 3) f=J^D'f+iixy)JDSlf+^(xy)'Sl'f 
m = 4) f=^D'^f+^(xy)JDSlf+i{xyySl^f 
m-^S) f=J^D^f+\p{xy)JD£lf+i{xyySl^f 
m = 6) f= ^D^f+ i {xy) JDSlf+ 1 {xy)^ U^f. 



m 
m 
m 
m 



= 3) f==^D^f+i{xy)J^D'Slf+^{xyyjD£l'f+\ixy)^£l^f 
= 4) f=J^iyf+^{xy)J^D^£lf+ ^ {xyyjDSl^f+lixyfH^f 
= 5) f=J^I)^f+ ^^xy)J^D'Slf+ \p (xyf/lDSl^'f+l{xyfSl^f 
= 6) f=^D^f+2 {xy)J^D'^Slf+^{xyfJDSl^f+\{xyfa^f. 
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n — 4. 
m - 4) /*= J*D^f+ 2 {xy) J^D''Slf+ V [^vY ^^D'Sl'f 

+ i{xyfJDSl^f+^{xyySl^f, 
m=^5) f= J*D^f + y^ {xy) J^IfiP.f+ ^ (xyf J^D^Sl^f 

+ I {xyY JDSl'f + ^ (xyy Sl'f, 
7n-6) f:=J^D^f+^{xtj)^D'Slf + ^ [xyY ^D^Si^f 

+ \j>{xyfJD9.^f + ^xy)'Sl*f. 



§ 9. Die InYarianten und Corarianten eines Systems 

linearer Formen. 

Ich werde die Formel (7) des § 8. nun dazu anwenden, die all- 
gemeine Form für Invarianten und Covarianten einer beliebigen Reihe 
simultaner linearer Formen zu finden. 

Die gegebenen Formen seien Ä, B, C... mit den Coefficienten 
a^a2, 6162, c^Cg . ..; TT sei eine simultane Invariante dieser Formen, 
homogen flir die Coefficienten einer jeden, und zwar sei sie für die- 
selben beziehungsweise von den Ordnungen a, ß, y.... Setzen wir 
in der Formel §8. (7), welche ihrer Ableitung nach für ganz be- 
liebige Grössenreihen gilt, für /* die Function TT, für die x und y 
zwei Coefficientenreihen a, 6, endlich a, ß für w, n. 

Die Formel (7) zeigt dann, wie /' sich aus Potenzen von {ah) und 
aus Gliedern zusammensetzt, welche durch die Operation d aus den 
von den 6 freien Functionen 

entstehen. Dass die Operationen ^, JD, welche hier durch die Formeln 

dargestellt sind, die Invarianteneigenschaft nicht aufheben, ist schon 
in dem ersten Satze des § 3. eathalten. Aber auch die Opera- 
tion iß lässt die Invarianteneigenschaft bestehen. Dies 
folgt sofort aus der Gleichung § 7. (1), welche hier die Form annimmt: 

Hier haben alle übrigen Terme die Invarianteneigenschaft, daher 
auch SITJ. 

Die Functionen, aus denen TT sich nach der Formel § 8. (7) dar- 
stellt: 

sind also selbst Invarianten, sie enthalten aber eine Reihe von Coef- 
ficienten (nämlich die 6) weniger als TT. 
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Mall kann in Folge dessen nun folgenden für diese ganze Theorie 
fundamentalen Satz beweisen: 

Jede Invariante TT von linearen Formen ist ein 
Aggregat aus Producten der aus je zweien der For- 
men gebildeten Invarianten. 
Nehmen wir diesen Satz als richtig an für r lineare Functionen 
und zeigen, dass er dann auch für r+ 1 gilt. Da er nach §5. für 
zwei Formen richtig ist, so gilt er dann allgemein. 

Aber zu diesem Zwecke ist nur zu zeigen, dass jeder aus Deter- 
minanten vom Typus (nc) zusammengesetzte Ausdruck nach Anwen- 
dung der Operation J) wieder ein Aggregat analoger Producte ist. 
Beweisen wir dies und nehmen wir der Voraussetzung nach an, dass 
die Invarianten 

welche eine Reihe* von Coefficienten weniger enthalten, Aggregate 
solcher Determinantenproducte seien, so ist nach der Formel § 8. (7) 
auch TT ein solches, was zu beweisen war. 
Denken wir uns also ein Product 

{a c) (ac!) , . , 

gegeben und wenden die Oi)eration b^ — -{- h.j - — an. Sie ergiebt 

eine Summe von Gliedern, welche dadurch entstehen, dass man diese 
Operation auf die einzelnen Factoren des Products anwendet. Dabei 
ändert sich jedesmal nur ein Factor, und zwar geht {ac) in (bc) über, 
(ad) in (b^ u. s. w. Das Resultat ist also wieder aus Determinanten 
zusammengesetzt; womit der Satz bewiesen ist. 

Die Gleichung § 8. (7) liefert zugleich das Mittel, jede gegebene 
Invariante linearer Formen durch suceessive Anwendung der Formel als 
Aggregat von Determinantenproducten wirklich darzustellen. Man 
bildet zuerst aus der gegebenen Invariante die Reihe der Formen: 

sodann für jede dieser Formen wieder eine ähnliche Reihe, und so 
fort, bis man zu Invarianten von zwei Reihen kommt, welche dann 
?on selbst in Potenzen von Determinanten der Form (ab) tibergehen 
müssen. Hat man dies erreicht, so verfolgt man den eingeschlagenen 
Weg rtickwärts und gelangt endlich zu der gesuchten Darstellung 
von TT. 

Was nun die Covarianten betrifft, so werden sie nach § 4. aus 
Invarianten abgeleitet, indem man irgend welche Reihen 

a^, «jj; Oj, Ojjj . . . 
beziehungsweise durch 

a?2, ^i5 Vi) Vi'j ' ' • 
ersetzt. Hierbei können nun folgende Fälle eintreten. 
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1. lu einer Determinante (ca) der Invariaute ist nur eine Reihe, 
etwa die der a, durch x zu ersetzen. Alsdann geht (ca) in c^Xi -{-c^x^ 
über, Jilso in eine der f^egebenen Formen selbst. 

2. In einer Deterininante (ah) der Invariante sind beide Reihen 
zu ersetzen, etwa durch die x und die y. Die Determinante geht 
daun in {xy)j also in die Determinante zweier Reihen von Veränder- 
lichen über. 

Man hat also den Satz: 

Jede Covariante von einer Reihe linearer For- 
men ist ein Aggregat von Producten, deren Facto- 
ren einen der folgenden drei Typen haben: 

1. {ah)y Invariante aus zweien der linearen For- 
men, 

2. a^x^ + a.,x.^y eine der linearen Formen selbst, 

3. (a:y), Determinante aus zwei Reihen von Ver- 
änderlichen. 

Die letzte Art von Factoren euthiilt nicht mehr die Coefficienten 
der zu Grunde gelegten Formen. Man kann sie als identische Co- 
varianten bezeichnen; sie sind allen Systemen von Functionen ge- 
mein, mögen dieselben linear sein oder nicht. Abgesehen von diesen 
kann man also sagen, dass lineare Formen überhaupt zu weiteren Co- 
varianten nicht Veranlassung geben und dass sie keine Invarianten 
besitzen, ausser den Determinanten, welche aus den Coefficienten je 
zweier gebildet werden. 

§ 10. Covarianten mit mehreren Reihen von YerftnderUehen. 

Bei der Untersuchung der Covarianten allgemeiner binärer For- 
men liefert nun die Gleichung (7) des § 8. sofort folgenden Satz: 

Alle Covarianten binärer Formen, welche meh- 
rere Reihen von Veränderlichen enthalten, setzen 
sich aus identischen Covarianten und aus Polaren 
solcher zusammen, welche nur eine Reihe von Ver- 
änderlichen enthalten. 

Der Ausdruck Polare ist hier in etwas weiterem Sinne zu ver- 
stehen als frü}ier. Im Vorigen entstanden die Polaren, indem man 

dieselbe Operation y, k i-y^ir- wiederholt anwandte und jedesmal 

ox^ 0X2 

durch die Ordnung der differenzirten Function in Bezug auf die x 
dividirte. Es soll in dem oben ausgesprochenen Satze nun auch der 
Fall unter dieser Benennung enthalten sein, in welchem nach einander 
verschiedene Operationen 
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angewandt werden. 

Nehmen wir an, der Satz wäre für Covarianten mit r Eeiheu von 
Veränderlichen bewiesen, und zeigen, dass er dann auch für r + \ 
Reihen gilt; da er für eine Reihe selbstverständlich ist, so gilt er 
dann allgemein. Zu jenem Beweise aber führt wiederum die Glei- 
chung § 8. (7). Setzen wir darin für /* irgend eine Covariante TT, 
welche r+1 Reihen von Veränderlichen enthält, und zwar die Reihe 
y^ , 2^2 zur w*«° Ordnung. Nach § 8. (7) setzt sich dann TT aus iden- 
tischen Covarianten und aus Polaren der Formen 

zusammen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten 
und für welche also der Voraussetzung nach der zu beweisende Satz 
bereits gilt. Damit also der Satz allgemein richtig sei, ist nur noch 
zu zeigen, dass Polaren von Ausdrücken, welche Producte 
von Polaren mit identischen Covarianten sind, sich wie- 
der als Aggregate solcher Producte darstellen. Unterwerfen 
wir also ein Product 

(X0) (xt) ,, ,PQ. . ., 

welches aus identischen Covarianten und Polaren besteht, der Operation 

Es genügt, diese Operation einmal auszuführen ; bleiben dabei die 
Eigenschaften des Resultats die verlangten, so tritt dies auch bei 
Wiederholungen ein. Die Anwendung jener Operation liefert aber die 
Summe der Resultate, welche die Anwendung auf die einzelnen Fac- 
toren giebt. Nun liefert die Anwendung der Operation auf eine iden- 
tische Covariante wieder eine solche, die Anwendung auf eine Polare 
aber der erweiterten Definition nach gleichfalls eine Polare, womit 
alles bewiesen ist. 

Der Begriff der Polaren, wie er hier auftritt, ist ebenso wie der 
ursprüngliche in § 6. auf Entwickelungscoefficienten zurückzuführen. 
Wendet man die Operation 

wiederholt auf eine Function tp {x^yX.^ an und dividirt jedesmal durch 

die Ordnung der differenzirten Function, so entstehen die von den 

Binomialcoefficienten befreiten Coefficienten der Entwickelung nach k 

des Ausdrucks: 

q>{x^ + ky^y x^ + ly^). 
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Wendet man auf diese Polaren nun wiederholt die Operation 

an, so entstellen ebenso die Coefficienten der Entwickelungen, welche 
man erhält, wenn man in den soeben gebildeten Formen 

an Stelle von x^, x.^ setzt und nach |Lt entwickelt; d. h. man erhält die 
durch die beiden Operationen 

r^ , a d ^ d 

entstehenden Polaren, wenn man die Entwickelungscoefficienten von 

bildet. 

ludern mau diese Schlussweise fortsetzt, erhält man den Satz: 

Die Polaren, welche aus y durch die Operationen 

d , d 
± d_ 



dx^ ^ dx^ 
• • • • 

. entstehen, sind die von den Polynomialcoefficien- 
ten befreiten Entwickelungscoefficienten des Aus- 
drucks 

(p{x^ + lyy+iiz^ + Qti..., x^ + Xy^ + fiz^ + Qt^...), 

Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass es in der That nur 
nöthig ist, Co Varianten mit einer Reihe von Veränderlichen auf- 
zusuchen. Es soll daher im Folgenden, wenn das Gegentheil nicht 
besonders erwähnt ist, unter Covariante immer eine solche verstanden 
werden, welche nur eine Reihe von Veränderlichen enthält. 

§ 11. Symbolische Darstellang algebraischer Formen. 

Zur Darstellung und Charakterisirung der Invarianten und Co- 
varianten beliebiger Formen führt nun die sogenannte symbolische 
Bezeichnung der Formen, zu deren Erläuterung ich mich jetzt wende.* 

* Die Methode der symbolischen Bezeichnung steht in genauem Zusammen- 
hange mit Cayley's Methode der operativen Symbole und seinen „Hffpei'dcter- 
minants'' (vergl. Cayley's Memoirs upon Quantics in den PhHosophical Trans- 



und Covananten binarer Formen. — §§ 10, 11. 29 

Eine beliebige binare Form n^' Ordnung kann man sich aus der 
n'*° Potenz eines linearen Ausdrucks 

{b^x^ + b^x^)" 

dadurch entstanden denken, dass an Stelle der Coefficienten 

b-, b,--'b,, V"'V;.-- 
welche sich bei der Ausrechnung ergeben, die entsprechenden Coef- 
ficienten 

Cvq • ttt « Iva • • • 

der Form gesetzt werden. Als Coefficienten der Form sind dabei nicht 
die Zahlen selbst gedacht, welche in die verschiedenen Potenzen der 
X multiplicirt erscheinen, sondern diese Zahlen dividirt durch ent- 
sprechende Binomialfactoren , so dass f die Gestalt hat: 

j. ^j^ n ^_j w.n— 1 ^_j 2 _i « 

Der Ausdruck „Coefficienten einer Form" soll auch künftig immer 
so gebraucht werden, dass er die Grössen a^, a,, a^ . . . in dieser 
Darstellung von f bezeichnet. 

Ersetzt man also in {b^Xi + b^x^)" die Grossen 

61" durch ÜQf 

V"^&2 „ a,, 



fe/ durch a„, 

so geht dasselbe in f über. Bei einer grossen Anzahl von Operatio- 
nen ist es nun gleichgiltig, ob man von vorn herein f einführt oder 
ob man die betreffenden Operationen an dem Ausdruck {b^Xj^ + b^Xf)" 
ausführt und dann erst für die Potenzen und Producte der b die be- 
treffenden Werthe setzt. Insbesondere trifft dieses bei der linearen 
Transformation von /' zu. Die Coefficienten der transformirten Func- 
tion hängen mit den Coefficienten der ursprünglichen durch genau 
dieselben linearen Gleichungen zusammen, wie die Coefficienten der 
transformirten «*«° Potenz mit denen der ursprünglichen Potenz. Der 



ctdions nnd Cayley in Grelle Bd. 34, sowie Salmon Lessons 2. ed. Lesson 
13, 14). Doch ist sie in der hier gebrauchten Vorstellungs- und Bezeichnungaweise 
von Aronhold eingeführt worden in seiner classischen Arbeit über die cubischen 
temären Formen, Borchardt's Journal Bd. 55. Den für das Folgende fundamen- 
talen Beweis, dass jede Invariante und Covariante in Aggregate von Producten 
symbolischer Determinanten und .symbolischer linearer Factoren aufgelöst werden 
könne, habe ich zuerst, und zwar mit Ausdehnung auf beliebig viele Veränderliche, 
jedoch auf etwas anderem als dem hier dargelegten Wege, im 59. Bande von Bor- 
chardt's Journal gegeben. 
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letztere sehr einfache Zusammenhang dient daher dazu, den ersten 
sehr verwickelten übersichtlich darzustellen. 

Insofern bei solchen Untersuchungen der Ausdruck {6i^i + Ä2^2)" 
die Form /* vertritt, nennt man denselben die symbolische Form 
von f. Die Anwendung der symbolischen Form statt der wirklichen 
ist überall, wo sie gestattet ist, von fundamentaler Wichtigkeit, in- 
dem sie die wesentlichen Eigenschaften der. Coefficienten von / durch 
die sehr vereinfachte Darstellungs weise deutlich hervortreten lässt, 
und so einen unmittelbaren Einblick in Verhilltnisse gestattet, welche, 
wenn man jene Coefficienten selbst einführen wollte, höchst verwickelt 
und undurchsichtig erscheinen würden. Aber die Anwendung der 
hierdurch begründeten Rechnungsweise ist nur erlaubt, so lange es 
unzweifelhaft bleibt, welches Resultat man durch nachträgliche Ein- 
führung der wirklichen Coefficienten von f erhält. 

Diese unerlässliche Bedingung für Jie Rechnung mit Symbolen 
lässt sich darauf zurückführen, dass man bei allen Rechnungen stets 
eine homogene Function n*" Ordnung der Symbole 6^, ig vor sich 
haben muss. Denn nur die n*°° Dimensionen dieser Symbole stellen 
wirkliche Grössen, die entsprechenden Coefficienten von /*, dar. Ge- 
ringere oder grössere Dimensionen haben gar keine Bedeutung; auch 
z. B. 2n** Dimensionen sind nicht zulässig, weil Grössen wie 6/' + '6/"' 
zwar durch Multiplication zweier der Grössen 

entstehen können, aber auf mehr als eine Art, und weil es also nicht 
eindeutig feststeht, welches Product zweier Grössen a man im End- 
resultat für diese 2n*® Dimension der h einzuführen hat. 

Man muss also die Zulässigkeit der symbolischen Rechnung zu- 
nächst auf die Fälle beschränken, in denen alles fortwährend in Bezug 
auf die Coefficienten von f linear bleibt. Hierher gehören die Bil- 
dungen der Polaren. Bezeichnet man , wie fortan immer geschehen soll. 
Ausdrücke h^x^-^-h^x^ durch ix, so dass 

/ = &*" 
der symbolische Ausdruck von f ist, so erhält man durch wiederholte 
Anwendung der Operation 

^^ä^ + «^«aT, 

der Reihe nach die symbolischen Ausdrücke: 

n. hjc^'^hyy n . w — 1 . 6*"~^&j,*, 

Diese behalten eine ganz zweifellose Bedeutung, wenn man för 
die M*®° Dimensionen der h die Coefficienten von f einführt, und sie 
repräsentiren daher vollständig und in einfachster Form die Bildun- 
gen, um welche es sich handelt. 



und Covarianten binärer Formen. — §§ 11, 12. 31 

Der Gebrauch der symbolischoii Bezeichnung wäre indess ein sehr 
beschrankter^ wenn es nicht gelUnge^ ihn über diese Anwendungen 
hinaus auszudehnen. Eine solche Ausdehnung gelingt nun dadurch; 
dass man dieselbe Function f durch verschiedene Symbole 

ausdrückt. Die verschiedenen Symbole sind gleichwerthig, insofern 
sie dieselben realen Coefficienten bedeuten; aber sie dienen dazu^ auch 
Functionen, welche von höherer Dimension in den Coefficienten von f 
sind, durch Coefficienten symbolischer linearer Ausdrücke darzustellen. 
In der That, wenn z. B. 6j"+»6^"— •' keine bestimmte reale Deutung 
mehr zulässt, so ist diese Schwierigkeit bei dem Product 

gänzlich verschwunden; dieser Ausdruck bedeutet immer ak^dh] denn 
nur Producte der h unter sich stellen die a vor, ebenso nur Producte 
der c unter sich, während Producte mehrerer c und b an und für sich 
gar keine Bedeutung haben. 

I 12. Die symbolische Darstellnng der Invarianten und Covarianten. 

Die Anwendung der symbolischen Bezeichnung führt nun zu der 
wichtigsten und fundamentalsten Eigenschaft der Invarianten und Co- 
varianten einer oder mehrerer Formen. 

Sei TT irgend eine Covariante oder Invariante einer einzigen Form 
oder eines Systems simultaner Formen. Diese einzige Form oder eine 
Form des Systems sei eine Form f von der w*®" Ordnung; a^, a^. . .an 
einer ihrer Coefficienten. Wir wissen, dass, wenn a^, a^...a„ die 
Coefficienten einer anderen Form gleich hoher Ordnung sind, auch der 
Ausdruck 

TT ^TT . an , 

die Invarianteneigenschaft besitzt; ebenso, wenn ßij,*ßi,»»-ßn Coef- 
ficienten einer weiteren Form w*®' Ordnung sind, der Ausdruck 

U. 8. W. 

War TT von der r*«** Dimension in den Coefficienten von /, so er- 
hält man durch Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich eine Func- 
tion TTr, welche die Coefficienten von f nicht mehr enthält, aber statt 
deren die Coefficienten von r verschiedenen Formen w'" Ordnung, 
und zwar die Coefficienten jeder Form linear. Und man kann von 
der Form TTr in jedem Augenblicke zu TT zurückkehren; denn setzt 
man statt der Coefficienten der letzten Form die der vorletzten, so 
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verwandelt sich TTr in TTr-i; setzt man dann statt beider die der dritt- 
letzten, so geht TTr-i in 1 .2TTr-.2 über u. s. w. Setzt man, so fort- 
fahrend, schliesslich für alle diese Coefficienten wieder die von fj so 

erhält man 

1.2...r.TT, 

also die ursprüngliche Function bis auf einen einfachen numerischen 
Factor. 

An Stelle der Coefficienten a, ß u. s. w. führe ich nun 
die Coefficienten n*®' Potenzen von linearen Ausdrücken 
o>xy hjc u. s. w. ein. Die Form TTr enthält dann nicht mehr die 
Coefficienten der Function f, sondern statt dessen die 
Coefficienten von r linearen Functionen. Man kehrt aber 
von TTr iii jedem Augenblicke zu TT dadurch zurötjk, dass 
man ax", hj^ u. s. w. als symbolische Darstellungen von f 
betrachtet, was erlaubt ist, da jede dieser linearen Func- 
tionen gerade zur n**° Dimension vorkommt. 

Wie man hier die Coefficienten von f ganz aus TT herausgeschafft 
hat, ohne doch gehindert zu sein, in jedem Augenblicke zu der ur- 
sprünglichen Bildung zurückzukehren, so kann man nun auch mit den 
Coefficienten der anderen Functionen verfahren, die in TT etwa auf- 
treten. Dann hat man zuletzt TT in einer Form dargestellt, welche 
sofort folgenden Satz liefert: 

Jede Simultaneinvariante oder Covariante einer 
*B.eihe von Functionen lässt sich als Invariante oder 
Covariante einer Reihe von linearen Functionen 
ausdrücken, deren Potenzen die symbolischen Dar- 
stellungen der ge-gebenen Formen sind. 
Und da die allgemeine Form von Invarianten und Covarianten 
linearer Functionen bereits oben gefunden war, so kann man ohne 
Weiteres die allgemeine Form ausdrücken, in welcher mittelst der 
Symbole eine allgemeine Invariante oder Covariante beliebig vieler 
Formen sich darstellt. Eine solche Darstellung will ich die sym- 
bolische Darstellung der Invariante oder Covariante selbst 
nennen. Man hat dann sofort den folgenden Fundamentalsatz: 

Jede Invariante stellt sich symbolisch als das 
Aggregat von Producten symbolischer Determinan- 
ten von dem Typus {ah) dar; jede Covariante als 
Aggregat von Producten symbolischer Determinan- 
ten {ah) mit linearen symbolischen Factoren von 
dem Typus Cx* 

* Beispiel (§ 1.): die Invariante einer quadratischen Form: 

TT = aoa« — Ol* 
führt zunächst durch die Operation 



tind Covarianten binSxer Formen. — § 12. 33 

Dieser Satz enthält alle Eigenschaften der Invarianten und Co- 
varianten. Denn es ist leicht zu sehen, dass er umkehrbar ist und 
demnach als Definition dieser Gebilde dienen kann. Hierzu führt fol- 
gende Erwägung. 

Damit durch eine Invariante oder Covariante linearer Functionen 
eine Invariante oder Covariante irgendwelcher höherer Formen sym- 
bolisch dargestellt werde, ist zweierlei erforderlich. Erstens müssen 
die Coefficienten der verschiedenen linearen Functionen gerade in sol- 
chen Dimensionen vorkommen, wie sie die Ordnungen der entspre- 
chenden höheren Functionen angeben, damit überhaupt letztere durch 
die ersteren symbolisch dargestellt werden können. Dies vorausgesetzt, 
ist noch nöthig, dass der ganze Ausdruck, welcher in Bezug auf die 
Symbole die Invarianteneigenschaft besitzt, auch in Bezug auf die ein- 
zuführenden höheren Formen sie besitze. Aber man überzeugt sich, wie 
folgt, dass dies immer der Fall ist. 

Denken wir uns irgend eine Function f durch lineare Substitutio- 
nen transformirt. In der ursprünglichen Form sei symbolisch 

in der transformirten : 

Man erhält das eine Symbol aus dem andern durch Ausführung der 
Transformation. Die Gleichung 

drückt in symbolischer Form den Zusammenhang zwischen den Coef- 
ficienten der ursprünglichen und denen der transformirten Function 
vollständig aus. Die aus der Vergleichung der obigen For- 



auf 

«ofti — 2aia, -HfliOo, 

was die simultane Invariante zweier quadratischen Formen ist. Setzt man die a 
den a gleich, so erhält man 2 TT; setzt man aber an Stelle der a wie der a Sym- 
bole, BO hat man: 

6i«Ci* ~ 2 6| &a Ci c, + V^i* = (2>c)*, 
abo 

was die symbolische Darstellung ist. 

Beispiel der simultanen Covariante zweier quadratischen Formen (§ 2.) : 

I cTi ari -f a^Xi bi x^ + h^Xf 

verwandelt sich, wenn man die beiden Formen symbolisch durch Cx*, yx* bezeich- 
net, in: 



Ci Cx Yi yx 
CfCx yty« 

Clebsch, Theorie der biuftren algebr. Formen. 



= (cy) cxyx^ 
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men fliessenden Gleichungen sind aber befriedigt, wenn 
man zwischen den alten und neuen Symbolen die Rela- 
tionen annimmt: 

a\ = a^ «11 + a^ a^^ 

Diese Gleichungen zwischen den Symbolen, welche keine an- 
deren als diejenigen sind, die zur Transformation linearer 
Ausdrücke überhaupt dienen, ersetzen also vollständig die Be- 
ziehungen zwischen den Coefficienten der Function f in ihrer ursprüng- 
lichen und in ihrer transformirten Gestalt. 

Fasst man daher eine Invariante oder Govariante linearer Func- 
tionen als symbolische Darstellung einer Combination der Coefficienten 
höherer Formen auf, so verwandelt sie sich durch lineare Transfor- 
mation in dieselbe Function der transformirten Symbole, also auch in 
dieselbe Function der transformirten Coefficienten, immer abgesehen 
von einem Factor r^. Jeder solcher Ausdruck besitzt also die In- 
varianteneigenschaft auch noch, wenn man ihn als symbolisch ansieht, 
und man kann demnach den folg^enden Satz aussprechen, welcher den 
obigen Fundamentalsatz ergänzt: 

Jede Invariante oder Covariante linearer For- 
men, in welcher die Coefficienten dieser Formen in 
geeigneten Dimensionen vorkommen, kann als sym- 
bolische Darstellung einer Invariante oder Cova- 
riante höherer Formen aufgefasst werden. 

Durch diesen Satz ist man zugleich befähigt, alle nur denkbaren 
Invarianten und Covarianten binärer Formen aufzustellen; man hat 
nur alle möglichen Producte symbolischer Determinanten vom Typus (aV) 
und symbolischer linearer Factoren vom Typus Cx zu bilden, welche 
in den einzelnen Coefficientenreihen die jedesmal erforderlichen Di- 
mensionen besitzen. 

Es ist in Folge des obigen Satzes leicht a posteriori einzusehen, 
warum die Operationen (S. 13, 14) 

in denen ^ und v die Ordnung von g? in Bezug auf die x und die y 
bedeuten {I)(p hat ganz denselben Charakter wie z^y und braucht des- 
halb nicht besonders betrachtet zu werden), die Invarianteneigenschaft 
nicht aufheben, und es wird dabei zugleich von Interesse, zu sehen, 
in welcher Weise diese Operationen auf symbolische Producte wirken. 



tmd Covarianten binärer Formen, — § 12. 35 

Sei erstlich g) ein symbolisches Product von der Form 

wo M die Veränderlichen x nicht mehr enthält und wo also ^t die 
Zahl der linearen symbolischen Pactoren a^, 6jp...tWj. angiebt. Es 
wird dann 

M 
^fp = — . [a^ftjp . . . itix -{- a^hy . . . nix • • • + ö*^* • • • *^y}- 

Die Anwendung der Operation ^ auf ein symbolisches 
Product, welches von der ^*«" Ordnung in den x ist, giebt 
also die Summe von ^ Termen, dividirt durch ^. Die einzel- 
nen Terme entstehen, wenn man in einem der dieirenthal- 
tenden symbolischen Factoren die x durch die y ersetzt. 
Es ändert sich daran nichts, wenn auch für einzelne symbolische 
Factoren a, etc. wirkliche Factoren {xz) etc. eintreten; nur ver- 
schwindet der entsprechende Term jedesmal identisch, wenn (xy) selbst 
ein solcher Factor wird, der dann in (ify) übergeht. 

Um die Wirkung von Sl zu erkennen, denken wir uns <p als 
symbolisches Product der Form 

wo das symbolische Product M nun weder die x noch die y mehr ent- 
hält. Man hat dann 

M 
Sl(p = — \{ap)hx' .-nixqy...ry + {bp)ax. ..fn^qy . . .r^ 

+ {aq) 6* . . . nixPj, . . . r^ + . . .|. 

Die Anwendung der Operation Sl auf ein symbolisches 
Product, welches von der /li**" Ordnung in den x, von der 
yten in den y igt^ giebt also die Summe von iiv Termen, di- 
vidirt durch (IV, Jeder einzelne Term entsteht aus q), in- 
dem man irgend zwei symbolische Factoren, von denen 
einer die i/, der andere die x enthält, durch ihre Deter- 
minante [etwa ttxPy durch {ap)] ersetzt. Wenn einer der sym- 
bolischen Factoren, etwa pyj durch einen wirklichen Factor ersetzt 
wird, etwa (yz), so tritt nur jsr« an Stelle vonp^, — jer^ an Stelle von^^? 
und daher im Resultat an Stelle der Determinante (ap) der lineare 
Factor — a«. Tritt {xis) an Stelle von a^, so wird a^ durch 0^7 ^2 
durch — 0j zu ersetzen sein, und für (ap) tritt der lineare Factor jp. 
ein. Tritt zugleich (yg) für py, (xt) für ax ein, so sind jp^, pg, a^, a^ 
durch ^2; ""^i^ ^2; "^^1 ^^ ersetzen; und an Stelle der Determinante 
{ap) muss man die Determinante — {zt) setzen. Endlich kann es ge- 
schehen, dass q> den wirklichen Factor {xy) hat. Was in diesem Falle 
geschieht, erkennt man am Besten, indem man 

9) = ^.(rry) 

3* 
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setzt, und die Wirkung von Sl auf (p mittelst der Wirkungen der- 
selben Operation auf ^ darstellt. Wir nehmen noch an, dass g) von 
den Ordnungen ii, v in x und y sei, ^ also von den Ordnungen ft— 1 
und v — 1. Es ist dann 

d<p , . 5^ 



also 



daher 



a^i^y,""^ ^^^^i^y. ^*^y» ^^^i * 
1 ( , ,/ av ^V \ , z' ^* i ^*\ 



+ 



(^.||+^4-D+^»|. 



oder mit Bücksicht auf die Definition von Sl und auf die bekannten 
Eigenschaften der homogenen Functionen: 

Äg)^— !(fi- 1) (i/- 1) (a;y) ß^ + Ot + v) *t • 

Man sieht also, wie die Wirkung der Operation Sl auf das Pro- 
duct if . {xy) theils auf die Function tj; selbst führt, theils auf das 
Product von {xy) mit dem Resultate der Anwendung von Sl auf ^. 



§ 18. Sjmboligche CoefAcieuteo von Covarianten. 

In § 10. ist gezeigt worden, dass alle Covarianten auf Polaren 
solcher zurückgeführt werden können, welche nur eine Reihe von 
Veränderlichen enthalten. Solche Covarianten sind nun selbst alge- 
braische Formen, d. h. ganze homogene Functionen zweier Veränder- 
lichen x^, x^. Eine solche Covariante q) kann man dann wieder sym- 
bolisch durch die Potenz einer linearen Function 

q)-=q>x'" = {g>i x^ + 9)2^2)'" 

ersetzen; mit dem Vorbehalt, nach Bedarf andere Symbole q>\ q>" u. s. w. 
einzufuhren, wenn die Deutlichkeit und Bestimmtheit der auszufüh- 
renden Operationen es erfordert. 

Untersuchen wir, wie die symbolischen Coefficienten einer Cova- 
riante sich bei einer linearen Substitution ändern, welche auf die con- 
stituirenden Functionen angewendet wird. An Stelle von 9) tritt dabei 
eine Function O, welche aus den Coefficienten der transformirten 



und Covarianten binärer Formen. — § 13. 37 

Functionen und den neuen Veränderlichen gebildet ist^ wie tp aus den 
Coefficienten der ursprünglichen Functionen und aus den ursprünglichen 
Veränderlichen, und nach der Definition der Covarianten ist 

d. h. als Function der neuen Veränderlichen § nur nft den Factor r^ 
yerschieden von derjenigen Function, in welche (p unmittelbar durch 
blosse Einführung der neuen Veränderlichen sich verwandelt. Setzt 
man für die Co Variante der transformirten Functionen, O, den sym- 
bolischen Ausdruck 

80 ist 

(*1 5l + ^2 22)'" = r^ [9>i («11 61 + «18 62) + g>2 («21 61 + «22 22)1"'- 

Und man kann diese Identität durch die folgenden Trans formations- 

formeln der symbolischen Coefficienten von (p ersetzen: 

X 

*i=^"'(«ii9i + a2i92) 
i 

Man kann daher folgenden Satz aussprechen: 

Die symbolischen Coefficienten einer Covari ante 
ändern sich, von einer Potenz der Transformations- 
determinante abgesehen, genau so, wie die symboli- 
schen Coefficienten der constituir enden Functionen. 

Da eine Potenz der Transformationsdeterminante hier überhaupt 
uuerheblich ist, so si^ht man sofort, dass ein Product symbolischer 
Determinanten (ab) und symbolischer linearer Factoren Cs auch dann 
noch die Invarianteneigenschaft behält, wenn unter den Symbolen auch 
symbolische Coefficienten von beliebigen Covarianten der constituiren- 
den Functionen vorkommen. Dies giebt also den Satz: 

Wenn man ein System simultaner Formen um 
irgend welche Covarianten des Systems erweitert, 
so sind die simultanen Covarianten und Invarianten 
des erweiterten Systems zugleich Invarianten und 
Covarianten des ursprünglichen. 

Dieser Satz führt darauf, wie in den meisten Fällen der Anwen- 
dung Covarianten und Invarianten gebildet werden; darauf nämlich, 
dass man einfache Combinationen der gegebenen Functionen unter sich 
bildet, die einfachsten Covarianten des Systems ; dass man diese wieder 
mit den ursprünglichen Formen und unter sich combinirt u. s. w. Der 
Bildungsprocess kann nur dann als abgeschlossen angesehen werden, 
wenn keine neuen Bildungen mehr erscheinen, wovon weiter unten aus- 
f&hrlicher zu handeln sein wird. 
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§ 14. Grandformen mit mehreren Reihen Ton Ter&nderlichen« 

Die vorstehenden Betrachtungen in Verbindung mit denen des § 7. 
lassen eine Frage erledigen, welche eine scheinbar der Verallgemeine- 
rung bedürftig^ Seite unserer Theorie heraushebt. Man könnte glau- 
ben, es sei der Allgemeinheit wegen nothwendig, auch den Fall zu 
behandeln, in welchem Grundfunctionen gegeben sind, welche selbst 
bereits mehr als eine Reihe von Veränderlichen enthalten. Ich werde 
zeigen, dass dies überflüssig ist; dass vielmehr die Invarianten und 
Covarianten eines solchen Systems nur die Invarianten und Covarianten 
eines gewissen Systems simultaner Formen mit einer Reihe von Ver- 
änderlichen sind. 

Ist / irgend eine Form mit mehr als einer Reihe von Veränder- 
lichen* und nehmen wir an, dass es, unter anderen, die Reihen x^, x^ 
und yi, y^ beziehungsweise in der m*«° und n*®" Ordnung enthalte. 
Da die Operationen z/, D, Sl (§ 6.) die Invarianteneigenschaft nicht 
aufheben, so sind die Ausdrücke: 

(1) B^f, D«-* ß/, D»-2 si%f^ . . . 

Covarianten, beziehungsweise Invarianten von /*, aber wegen der For- 
mel (6) des § 7. kann /"wieder durch diese ausgedrückt werden. Die Aus- 
drücke (1) enthalten eine Reihe von Veränderlichen weniger als f und 
sind übrigens, wie in § 8. gezeigt wurde, völlig von einander unab- 
hängige Functionen, welche die x zu den Ordnungen 

m-\-n^ wi + n — 2, m + n — 4, ... 

enthalten , die übrigen Veränderlichen aber, welche in f etwa ausser 
den Xj y noch vorkommen können, zu ebenso hohen Ordnungen wie /, 
wie denn auch die Coefficienten von f in die Formen (1) linear ein- 
gehen. 

Da nun nach dem Vorigen ebensowohl die Formen (1) als Cova- 
rianten von fy wie / als Covariante dieser Formen angesehen werden 
kann, so kann man überhaupt alle Covarianten von f nach § 13. auch 
als Covarianten der Formen (1) ansehen, welche in ihrer Art ein ganz 
allgemeines System bilden und eine Reihe von Veränderlichen weniger 
enthalten. 

Wendet man auf jede der Formen (1) wieder dasselbe Verfahren 
an, so kann man jede derselben abermals durch ein System von Formen 
ersetzen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten u.s. w. 
Man gelangt also durch fortgesetzte Anwendung desselben Verfahrens 
zu dem Satze: 
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Die Goyarianten und Inyarianten eines Systems 
von Formen mit mehreren Reihen von Veränder- 
lichen sind immer identisch mit denen eines gewis- 
sen Systems von Formen mit nur einer Reihe von 
Veränderlichen und von einander unabhängigen 
Coefficienten.* 

Es ist hiemach nicht nöthig, solche Systeme von Grundformen 
mit mehreren Reihen von Veränderlichen zu untersuchen. Bemerkt 
mag nur werden, dass die oben erwähnten Operationen auf ein System 
simultaner Formen mit einer Reihe von Veränderlichen führen, unter 
denen sich auch Formen nullter Ordnung, also Grossen befinden kön- 
nen , welche , ohne mit den übrigen Formen des Systems in Beziehung 
zu stehen, als accessorische Invarianten zu betrachten sind. Ein Bei- 
spiel dazu wird weiter unten (§ 24.) auftreten. 

§ 15. Uilfsmittel symbolischer Operationen. 

Die symbolische Gestalt einer Invariante oder Covariante ist kei- 
neswegs eine feste undunveränderliche, vielmehr kann man einem und 
demselben Ausdrucke im Allgemeinen eine grosse Reihe von Gestalten 
geben. Unter diesen kann es bisweilen eine geben, welche sich durch 
besondere Einfachheit auszeichnet und dann ausschliesslich benutzt 
wird. Es kann aber auch geschehen, dass durch Vergleichung der 
verschiedenen Gestalten, welche ein und derselbe Ausdruck annimmt, 
sich zeigt, dass er identisch verschwindet oder sich durch einfachere 
Bildungen ausdrückt, während an einem seiner Ausdrücke dies nicht 
ganz einfach nachzuweisen ist. 

Die Hilfsmittel, welche man anwenden kann, um verschiedene For- 
men eines symbolischen Ausdrucks herzustellen, bestehen zunächst in 
der Vertauschung gleichwerthiger Symbole. Kommen in einer Bil- 
dung TT zwei Symbole a und 6 vor, welche durch die Gleichung 

als Repräsentanten derselben wirklichen Grössen charakterisirt sind, 
so bleibt offenbar der wahre Werth von TT ungeändert, wenn man die 



* Beispiel einer Form, welche x^Xt quadratisch, y^y^ linear enthält: 

/■= (ooaJi* + 2a,a;iirt + (H^) V\ + Qhx^ •\'1hYX^x^^>r htX^) yv 
Man bildet die Formen 

I>(f) = «oa?!* + (2ai + 6o) «i'aJf + (ot + 26,) Xt Xt* + öjiCi' 
ß(/) = (&o - Ol) a?i -I- (6i - o,) a^. 

Die Invarianten und Covarianten von f sind identisch mit den simultanen 
Invarianten und Covarianten dieser linearen und dieser . cubischen Form. Ausser- 
dei^ergl. die Beispiele in der Anmerkung auf S. 18. 
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Symbole a und b mit einander vertauscht. Wenn dabei TT sein 
Zeichen wechselt, so verschwindet es identisch.* 

Ein wichtigeres Hilfsmittel für die Umgestaltung symbolischer 
Ausdrücke besteht in der identischen Gleichung, welche in Bezug auf 
irgend drei lineare Ausdrücke gebildet werden kann. Eliminirt man 
aus den Identitäten 

üjc^a^x^ + a^x^ 

Cjc = C^Xj^ "T Cj X^ 

die rechts stehenden Grössen x^, x^, so erhält man die Gleichung 



= 



a, a^ a^ \ 
hx hl 62 ! ; 



oder, wenn man nach der ersten Verticalreihe ordnet: 

(I) (6c)a, + (ca)6. + (a6)c.. = 0. 

Von dieser Gleichung werden wir weiterhin die mannigfaltigsten 
Anwendungen kennen lernen. Ich hebe nur sogleich einige Formen 
hervor, welche man dieser Identität geben kann und welche ebenfalls 
oft angewendet werden. Schafft man ein Glied auf die andere Seite 
und quadrirt, so drückt sich das Product zweier Glieder der Identität 
durch die Quadrate aller aus: 

(II) {ah) {ac) hsc. = i \{ahfc\ + {acfh\ - (6c)« a»,]. 
Quadrirt man nochmals, so erhält man die Formel: 

(III) iahy {acf ft^c», + {ha)\hcfa\c^^ + (cay{ch)^a\hK 
= i la** {hcY + 6*x {cay + c,* (ahy\, 

welche in der Theorie der biquadratischen Formen benutzt wird. 

Aus den Identitäten (I), (II), (III) leitet man andere dadurch ab, 
dass man x,, x^ durch die GoefGcienten d^ und — dj einer wirklichen 
odei* symbolischen linearen Form ersetzt. Man erhält dann: 

(IV) (&c)(ad) + (ca)(6d) + (a6)(cd) = 

(V) {ah) {ac) {db) {de) = \ \{ahf {cd)^ + {ac)^{bd)^ - (ad)» {hc)*\ , 

(VI) {ab)\ac)^{dby{dc)^ + {hcy{hay{dc)\day+{cay{chy{da)^{db)^ 
= ^\{ahy{cd)' + {acy{bd)' + {ad)\bcy\. 



* Beispiel. Die Covariante einer quadratischen Form: {ab)axbx geht durch 
Vertauschung von a mit bin — (ab) Usbx über, verschwindet also identisch. Ebenso 
jede Bildung (a6)»— *ajr*6jr* (bei der sich a und b auf dieselbe Form «*•» Ordnung 
beziehen), wenn n—k ungerade. ^ 
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Andererseits folgen aus (I) und (II), indem man c^=^y^j ^i^^^g 
setzt;* die Identitäten: 

(VU) a^hy - Ka, = [aV) {xy)** 

(VUI) astty b^by = i |a^6% + a%6^ - {abY{xyY\ . 

Als Anwendung allgemeinerer Art will ich hier den folgenden Satz 
beweisen : 

Ein symbolischer Ausdruck, welcher eine unge- 
rade Potenz der Determinante gleichwerthiger Sym- 
bole als Factor enthält^ lässt sich immer in einen 
^ solchen überführen, welcher die nächsthöhere ge- 
rade Potenz derselben enthält. 

Sei (aft)''"-' der Factor eines symbolischen Ausdrucks, und a, b 
yertauschbar, Symbole einer Form n*®' Ordnung. Da keine höhere Po- 
tenz von (ab) vorkommt, so müssen die übrigen (n — 2w4-l) Sym- 
bole a und b getrennt vorkommen. Die zu betrachtende Bildung geht 
also aus dem Ausdruck 

(1) {ab^'^-^a^ay. . .6.6| . . . 

hervor, indem man für einige der Reihen x, y . . ., z, t , . . symbolische 
Coefficienten einsetzt und das Resultat mit einem ergänzenden sym- 
boUschen Producte multiplicirt. Der Ausdruck (l) aber geht durch den 
Prozess der Polarenbildung aus 

(2) (a6)«'»-»a,«-2'"+»ft^"-2««+i 

hervor. Es ist also nur nöthig, für diesen Ausdruck den Satz zu be- 
weisen; denn besteht er für diesen, so besteht er auch für (1) und 
demnach auch für den gegebenen symbolischen Ausdruck. Der Aus- 
druck (2) aber wird, indem man a mit b vertauscht und die halbe 
Summe beider Darstellungen einführt, durch die symbolische Gestalt 
ersetzbar : 

Dieser Ausdruck hat den Factor 

ax by — b:gay = (a b) (xy) ; 
es tritt also {aby*^ vor, was zu beweisen war. Zugleich sieht man, 
wie die betreffende Darstellung des gegebenen Ausdrucks auszufüh- 
ren ist. 



* In n. ist vorher a mit c zu vertauschen. 

*♦ Hiemach zerf&llt z. B. die bei einer quadratischen Form auftretende Cova- 
nante (ah) ashy; denn indem man a und b vertauscht und die halbe Summe beider 
Ausdrücke nimmt, hat man 

(ab) axby = \ {ab) {axby - bxay) = \ {abf (xy) ; 

^ih verwandelt sich in daa Product einer identischen Covariante mit einer Invariante. 
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§ 16. Formen Ton geradem nnd ungeradem Cliarakter« 

Ich will bei dieser Gelegeuheit noch eines andern Resultats ge- 
denken, welches die symbolische Darstellung sofort ergiebt. Jede Co- 
variaute oder Invariante TT, für die transforrairte Form gebildet, ist 
der für die ursprüngliche Form gebildeten gleich bis auf einen Fac- 
tor r^. Die Transformationsformeln der Symbole, welche Seite 34 
gegeben sind, lehren aber, dass bei der Transformation der symbo- 
lischen Form von TT jeder lineare Factor ungeändert bleibt, während 
jede symbolische Determinante den Factor r erhält. Das Ganze erhält 
also den Factor r so oft als Determinantenfactoren vorhanden sind, 
d. h. die Zahl A giebt die Zahl der symbolischen Deter- 
minantenfactoren an, welche in der symbolischen Form 
von TT auftreten. 

Sei nun TT von der Ordnung m in den Veränderlichen, vom Grade 
ft, A:'... beziehungsweise für die Coefficienten der in TT eingehenden 
Formen, n, n' . . . die Ordnungen der letzteren. Die Anzahl aller in TT 
vorkommenden Symbolreihen (jede so oft gerechnet, wie es die Ord- 
nung der betreffenden Form erfordert) ist dann 

nft-f-n'Ä'-f-.. . . 

Diese vertheilen sich nun zum Theil paarweise auf die A Deter- 
minantenfactoren, zum Theil einzeln auf die m symbolischen linearen 
Factoren. Man hat also die Gleichung 

2A-f m = wA;-}-n'fc'-|-.. . . 

Sind n, n\ . . gerade, so muss auch m gerade sein, und man hat 
also den Satz: 

Formensysteme, in welchen alle Formen von ge- 
rader Ordnung sind, haben auch nur Covarianten 
von gerader Ordnung. 

Von wesentlicher Bedeutung ist eine Unterscheidung der Cova- 
rianten und Invarianten von geradem und ungeradem {gauche) 
Charakter, je nachdem die Zahl k gerade oder ungerade ist. Für die 
lineare Substitution 

ist r = — 1 ; die Formen geraden Charakters ändern sich also durch 
eine solche Substitution nicht, die Formen ungeraden Charakters ändern 
das Vorzeichen. Diese Substitution ist nichts anderes, als eine Ver- 
tauschung der Bedeutung der beiden Veränderlichen rc^, x^. Dieses 
kann auch so aufgefasst werden, dass die Coefficienten 
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einer Function in der transformirten Function wieder auftreten, nur 
in der umgekehrten Reihenfolge: 

Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn man aus einer Invariante oder Govariante 
eine andere ableitet, indem man die Veränderlichen 
vertauscht und zugleich die Coefficicuten sämmt- 
lieber zu Grunde gelegter Formen in umgekehrter 
Folge benutzt, so entsteht eine Bildung, welche der 
ursprünglichen gleich oder entgegengesetzt ist, je 
nachdem die ursprüngliche Govariante oder Inva- 
riante von geradem oder ungeradem Charakter war. 

Andere Eigenschaften der Formen ungeraden Charakters werden 
in der Folge sich wiederholt geltend machen.* 



* Die simultane Covariaute zweier quadratiüchen Formen (S. 33.) 

{ab)axbjc 

ist in diesem Sinne eine Form ungeraden Charakters, die simultane Invariante 

(«6)» 
eine Form geraden Charakters. 



Zweiter Absclmitt 

Die geometrische Interpretation algebraischer Formen. 



§ 17. Mittel der geometrlBchen Darstellung binärer Formen. Panktreihe 

und Strahlbflschel. * 

Ich werde jetzt eine geometrische Interpretation darlegen^ deren 
die binären Formen, sowie die dabei auftretenden Invarianten und 
Covariauten fähig sind, und welche sowohl wegen ihres Zusammen- 
hanges mit der analytischen Geometrie von Wichtigkeit ist, als wegen 
der übersichtlichen Ausdrucks weise, welche eine grosse Anzahl von 
Sätzen durch sie zulassen. 

Eine binäre Form n*®' Ordnung, gleich Null gesetzt, stellt, vrie 
schon im Eingange bemerkt ist, eine Gleichung w**** Grades vor, in 

welcher — die Unbekannte ist und welche also n Werthe dieses Ver- 

hältnisses liefert. Denken wir uns nun eine Gerade, deren jeder Punkt 
einen Werth dieses Verhältnisses repräsentirt, so ist eine binäre Form 
gewissermassen als der analytische Ausdruck des Complexes der 
n Punkte zu betrachten, welche durch die entsprechende Gleichung 
gegeben sind. 

Nehmen wir daher in der Geraden irgend zwei Punkte, A^ B 
(Grundpunkte) an. Die Abstände eines beweglichen Punktes C der 
Geraden von A und B seien p und 9, und zwar sollen dieselben posi- 
tiv gezählt werden, wenn C zwischen A und B liegt; wenn aber C 
ausserhalb des Intervalles AB sich befindet, so soll der Abstand des 
Punktes G von dem näheren der beiden Punkte A^B als negativ an- 
gesehen sein. Man hat dann immer 

wo c der gegenseitige Abstand der Punkte Ay B ist. 



* lieber den Zusammenhang der linearen Substitution mit dem Doppelver- 
hältniss siehe Cayley, Memoir upon Quantics, Phil. Tr. vol. 148, sowie Fiedler, 
Die Elemente der neuem Geometrie und der Algebra der binären Formen, Leipzig, 
Teubner 1862. 
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Es ist nun zweckmässig, die Veränderlichen x^, x^ durch folgende 
Definition mit den Punkten der Geraden AB in Beziehung zu setzeu: 

Ich verstehe unter x^y x^ zwei Zahlen, deren ab- 
solute Werthe gleichgiltig sind, welche sich aber 
zu einander verhalten wie die Abstände des ihnen 
zugehörigen Punktes C der Geraden ^£ von diesen 
beiden Punkten, jeder Abstand multiplicirt mit 
einer beliebig aber fest gewählten Constante. 

Man definirt also x^, x^ durch die beiden Gleichungen 

QX^ = hq, 

in welchen q eine willkürliche Grosse, a und b aber zwei constante 

Zahlen sind. 

Jedem Werthe 

Xi_^a p 

x{~T' q 

P 
entspricht nur ein Werth von — , und demnach auch nur ein Punkt C 

der Geraden. In der That, ist X der Werth von — , so hat man die 

9 

beiden Gleichungen 

p^ Ag = 

P + Q. =c, 

daher 

(2) ""' + ' 



9 = 



l + k' 
wodarch p and q völlig und eindeutig bestimmt sind. Wie also jedem 

Punkte C ein Werth von ^ entspricht, so fiudet auch das ümge- 

kehrte statt, und man kann also sagen, dass die Punktreihe C die 

X 

gesammte Werthreihe der -^ eindeutig repräsentire. 

x^ 

Insbesondere entspricht der Werth x^=^ (vorausgesetzt, dasa 

nicht auch x^ verschwinde; aber es hat keinen Sinn, beide Zahlen 

Null zu setzen, da es sich immer nur um ihre Verhältnisse handelt) 

dem Punkte A {p = 0), x^=^0 dem Punkte 1? (g = 0). Der Werth 

7=r- entspricht, da » = g, dem Mittelpunkte der Strecke AB, End- 
lieh der Werth -1 = --— giebt !? = — ?, daher A — ~ I , und also 

Xa 
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p und q unendlich gross. Dieser Werth von ~ giebt also einen un- 

endlieh fernen Punkt der Geraden; und man erhalt keinen andern 
unendlich fernen Punkt, da nach (2) p und q nur unendlich gross 

sein können, wenn A = — 1, also -^ = --=-. Man ist daher bei den 

' x^ h 

hier zu Grunde gelegten Vorstellungen berechtigt, von einem ein- 
zigen unendlich fernen Punkte der Geraden zu sprechen, 
welcher, so gut wie alle anderen Punkte, durch einen einzigen Werth 

des Verhältnisses ~ reprasentirt ist. 

x^ 

Allerdings sind es, wenn man a, & als reell voraussetzt, nur reelle 

Werthe des Verhältnisses — , welche durch reelle Punkte G der Ge- 

x^ 

raden AB dargestellt sind. Aber der unterschied von Reellem und 

Imaginärem ist im Folgenden immer durchaus unwesentlich. Wir 

werden keinen Anstand nehmen, uns a und h auch als complex zu 

denken, ebenso jp und 9, und imaginäre Punkte der Geraden einzu- 

fOhren, um das ganze dem Verhältnisse -^ zukommende Werthge* 

biet zu beherrschen. Ja, wir werden selbst die Grundpunkte -4., B der 
Allgemeinheit wegen uns als imaginär vorstellen dürfen. 

X 

Dieser Darstellung des Werthes -^ geht eine zweite genau pa- 

x^ 

rallel, bei welcher man sich nicht der Punkte einer Geraden bedient, 
sondern der Geraden (Strahlen), welche durch einen beliebigen Punkt 
in der Ebene gezogen werden können (Strahlbüschel). Legen wir, 
um diese Darstellung mit der vorigen in Zusammenhang zu bringen, 
zwei Grundstrahlen Ay B des Strahlbüschels durch die Punkte Aj B 

der im Vorigen betrachteten Geraden. Ein Werth — , welcher einem 

x^' 

Punkte C der Geraden zugeordnet ist, kann auch dem durch C gehen- 
den Strahle des Büschels zugeordnet werden, und zwar auf folgende 
Weise. 

Jeder Strahl des Büschels ist charakterisirt durch sein Abstands- 
verhältniss von den beiden festen Strahlen AB, d. h. durch das Ver- 
hältniss der von einem Punkte des beweglichen Strahls auf die festen 
Strahlen gefällten Lothe, ein Verhältniss, welches für jeden Punkt 
des beweglichen Strahls denselben Werth hat. Unter den 4 Winkeln, 
welche die Strahlen -4, B bilden, wählen wir einen heraus (im Zu- 
sammenhange mit der Geraden AB etwa denjenigen, in welchem die 
Strecke A B liegt). Das Abstandsverhältniss des beweglichen Strahls 
nennen wir positiv, wenn der Strahl innerhalb dieses Winkels, negativ, 
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wenn er ausserhalb desselben liegt. Bezeichnen wir die vom Punkte C 
des Strahls C auf die Strahlen Ay B gefällten Lothe durch ä, x, 
durch 9^ ^ die Winkel, welche die Strah- 
len A und B gegen die Gerade -4, B 
bilden, so ist 

x = q8in if, 

also überhaupt das Abstandsyerhältniss der 
Geraden C von den beiden Geraden A, B: 

n __p simp 



(3) 




(4) 



X q sintlf 

Es unterscheidet sich daher das Abstandsverhaltniss des Punktes C 

auf der Geraden von dem des Strahls C im Büschel nur um einen 

Constanten Factor, und also sind auch beide nur um constante Factoren 

sc 
von der Grösse — verschieden. 

Sowie also — durch einen Punkt der Geraden AB repräsentirt 

wird, wird es auch dargestellt durch einen Strahl des Büschels A Bj 
imd weil sich die Punkte der Geraden und die Strahlen des Büschels 
eindeutig entsprechen, so gehört auch zu jedem Strahle, ganz wie 
dies bei den Punkten der Geraden der Fall war, nur ein Werth 

von -^, zu jedem Werthe von -^ nur ein Strahl des Büschels. Die 



JCa 



3Cc 



'2 •^'2 

Formeln für diesen Zusammenhang sind der Formeln (3) wegen ganz 
analog den Formeln (1), indem sich nur die constanten Factoren än- 
dern, nämlich: „^ 



QX^ 



sin ijf 



und man kann demnach die Grössen x^, x^ auch durch folgende zweite 

Definition interpretiren: 

Es sind x^j x^ zwei Zahlen, welche sich zu ein- 
ander verhalten wie die Lothe von einem beweg- 
lichen Strahle eines Strahlbüschels auf seine festen 
Grundstrahlen, dieXänge jedesLothes multiplicirt 
mit einer beliebig aber fest gewählten Constanten. 

8 18« Gleichniigen , welche durch das Terschwinden von Invarianten 

oder Covarianten ausgedrückt werden« 

Der Zusammenhang dieser Interpretationen mit der Theorie der 
Invarianten und Covarianten ergiebt sich nun sogleich durch folgende 
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Betrachtung, bei welcher es gleichgiltig ist, von welcher der beiden 
oben entwickelten Anschauungen man ausgeht. 

Untersuchen wir, welche analytischen Veränderungen der Aus- 

druck — erfährt, wenn wir den ihn repräsentirenden Punkt der 6e- 

x^ 

raden AB ungeändert lassen, die übrigen Momente aber, welche den 
Zusammenhang definiren, sich ändern lassen; wenn wir also sowohl 
andere Grundpunkte einführen, als auch die Constanten a, h durch 

andere Gonstanten a', V ersetzen. An Stelle von — tritt dann ein 



x^ 



neuer Werth 

in welchem p' , q' die Abstände des Punktes C von den neuen Grund- 
punkten sind. Nun unterscheiden sich offenbar diese von p, q nur um 
Constante; jede Constante aber kann mit 

c- 

multiplicirt, also als lineare Function von p und q dargestellt wer- 

den. Demnach erscheint ^ als Quotient zweier homogener 

linearer Functionen von p und q, also auch von x^^ und x^, 
denen p und q bis auf constante Factoren proportional sind. 

Nachdem dieser Charakter festgestellt ist, kann man nun die 
Formel für ?- direct in eleganter Weise darstellen. Denn es kann 

X 

sowohl Zähler als Nenner nur für ie einen Werth von ~ verschwin- 

x^ 

den. Aber es muss der Zähler, d. h. |^, für den einen neuen Grund- 
punkt Ä', der Nenner, d. h. ^2; für ^^^ andern, B' , verschwinden. 

X X j; 

Sind also -r und -\, die Werthe von -^, welche diesen beiden Punkten 

X a Xa •Z'2 

entsprechen, so hat man 



(1) 



5^ X^X^ ^2'^1 {XX ) 



Die Constanten a, V kann man in dieser Formel ganz unberück- 
sichtigt lassen; denn sie werden durch den Umstand ersetzt, dass die 
absoluten Werthe sowohl von x\y x\ als von a?/', x^' beliebig sind, 
und also Zähler und Nenner an und für sich schon mit beliebigen 
constanten Factoren behaftet sind. 
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Die Gleichung (l) stellt nun offenbar eine beliebige lineare 
Substitution vor. Wir können sie in die beiden Gleichungen zer- 
legen : 

bi = ^1 Ä?2 *^2 *^1 

§2 ^^^ ^1 ^2 "" ^2 *^l ' 

Die vier Substitutionscoefficienten sind ganz willkürlich; die ein- 
zige Bedingung^ dass die Determinante derselben nicht verschwinde^ 
dass also nicht 

x^ x^ 

lallt mit der evidenten geometrischen Bedingung zusammen^ dass 

man jederzeit zwei wirklich verschiedene Punkte A^ Jff als neue 

Grundpunkte einführen muss. 

Man kann also den Satz aussprechen: 

Jede lineare Substitution ist identisch mit 

einer Veränderung der Grundpunkte und der mul- 

tiplicirenden Constanten in der geometrischen 

Interpretation, bei welcher das Verhältniss der 

Veränderlichen durch einen Punkt einer Geraden 

(bez. einen Strahl eines Büschels) dargestellt wird. 

Eine Invariante von Functionen /J 9, . . . gleich Null gesetzt , giebt 

eine Eigenschaft dieser Functionen an, welche sich durch lineare 

Substitutionen nicht ändert, d. h. welche immer auch noch den trans- 

forroirten zukommt. Denn ist J die Invariante, gebildet in Bezug auf 

die ursprünglichen^ J' in Bezug auf die transformirten Functionen, so 

hat man 

r = J. ri, 

und also J''=0, sobald «7=0 ist. 

Ebenso sagt eine gleich Null gesetzte Covariante C=0 eine Be- 
ziehung zwischen den Functionen /, 9, . . . und verschiedenen Systemen 
^\}^t\ Vi} 2^2 r^' s. w. von Veränderlichen aus, welche durch lineare 
Substitution nicht geändert wird. 

Da wir immer alle Bildungen als homogen für die Coefficienten 
jeder Function angenommen haben, so sind in den Gleichungen 
e/ = 0, C=0 die absoluten Werthe der Coefficienten der constituirenden 
Functionen gleichgiltig, und es kommt nur auf deren Verhältnisse 
an; diese aber sind durch die den Functionen zugeordneten Punkt- 
.')ez. Strahlen-) Systeme völlig gegeben. Man hat also deu Satz: 

Das Verschwinden einer Invariante sagt eine 
Beziehung aus, welche zwischen den Punkt- (bez. 
Strahlen-) Systemen stattfindet, die den consti- 
tuirenden Functionentzugeordnet sind, und welche 

C leb ich, Theorie der hiuftreo algebr. Formen. 4 
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von den übrigens die Zuordnung definirendeu Mo- 
menten unabhängig sind; welche also nur noch 
von der gegenseitigen Lage der Punkte (bez. Strah- 
len) abhiingen. 

Ebenso sagt das Verschwinden einer Coyariante 
eine derartige Beziehung aus, bei welcher aber 
ausser jenen Punkt- (bez. Strahlen-) Systemen noch 
irgend welche andere Punkte (bez. Strahlen) nach 
ihrer Lage in Betracht kommen. 
Aber es drückt sich nicht umgekehrt jede derartige Beziehung 
durch das Verschwinden einer Invariante oder Co Variante aus. Unter- 
suchen wir nun, welchen besondem Charakter eine Beziehung haben 
muss, damit dies geschehe. 

§ 19. Invarianten und Covariantei von Functionen 9 welche durch ihre 

linearen Factoren gegeben sind. 

Ersetzen wir jede in einer Covariante oder Invariante TT vorkom- 
mende Form durch das Product ihrer linearen Factoren, also etwa/ durch 

( 1 ) /*= (a:^ x.^ — x^ x^) {x^ x^' — x^ x") ... {x^ a:^^») — x^ x^^^^) , 

x' x" . 

so sind -^ , -^ . .. die Punkte, bez. Strahlen, welche zusammen die 

Form f repräsentiren ; ähnlich bei den übrigen auftretenden Formen. 
Dass die Function TT von den Coefficienten einer Form, etwa f, ratio- 
nal abhänge, erfordert nur, dass diese Punkte, bez. Strahlen, in der- 
selben symmetrisch benutzt seien, d. h. dass die Function sich nicht 
ändere, wenn man irgend zwei der Punkte, bez. Strahlen, mit einander 
vertauscht, während zugleich für jedes einzelne der zugehörigen Werthe- 
paare die Function homogen sein muss. 

Da bei der linearen Transformation jeder der linearen Factoren 
einer Function f sich für sich linear transformirt, so hat jede Func- 
tion TT, welche in Bezug auf f die Invarianteneigenschaft hat, dieselbe 
auch in Bezug auf seine linearen Factoren. ^Man kann also den Satz 
aussprechen : 

Jede Invariante oder Covariante eines simul- 
tanen Systems ist auch eine solche für die linearen 
Factoren der simultanen Formen. 

Denkt man sich nun in irgend einer Function TT alle Formen /) 
9 ... durch die Producte ihrer linearen Factoren ersetzt, so erhält mau 
einen Ausdruck, welcher nur noch eine Anzahl von Keihen o:^, x^] y^, 
y^ u. s. w. enthält, und in Bezug auf diese die Invarianteneigenschaft 
besitzt. Da andrerseits nach § 4 solche Beihen immer durch CoefBcien- 
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ten linearer Formen ersetzbar sind^ so sieht man^ dass die resultirende 
Gestalt von TT ein Aggregat von Producten aus Determinanten vom 
Typus (xy) ist (§ 9.), und man hat also den Satz: 

Ersetzt man in einer Invariante oder Cova- 
riante TT die darin auftretenden Formen durch ihre 
linearen Factoren, oder führt man^ was dasselbe ist^ 
die diesen entsprechenden Punkte^ bez. Strahlen 
ein, so geht TT in ein Aggregat von Producten aus 
Determinanten vom Typus (xy) über, wo x^j x.^] y^, y^ 
Punkte, bez. Strahlen der geometrischen Darstel- 
lung bedeuten. 
Ich werde nun Ausdrücke, welche sich wie der Ausdruck 

(2) ^ = [-^i 

ixt) ijsy) 

aus vier Reihen zusammensetzen, als ein aus diesen Reihen gebildetes 
Doppelverhältniss bezeichnen. Die Theorie der verschiedenen aus 
denselben Reihen zu bildenden Doppelverhältnisse, sowie die geome- 
trische Bedeutung dieser Bildungen wird weiter unten entwickelt 
werden. Hier mag es genügen zu f&gen, dass Zählerrund Nenner 
eines solchen Doppelverhältnisses Producte je zweier Determinanten 
sind, welche zusammen alle vier Reihen enthalten, und dass, wenn X 

ein Doppelverhältniss ist, auch — ein solches ist, indem etwa in dem 

obigen Ausdruck nur die Vertauschung der Reihen fj y erforderlich 

ist, um A in -r- überzuführen, was den Charakter der Bildung an und 

für sich nicht ändert. 

Ich werde nun zeigen, dass man den Quotienten von TT 
durch eines seiner Glieder als ganze rationale Function 
Ton Doppelverhältnissen darstellen kann. 

Die Function TT besteht nämlich, wenn wir durch a^^, a^^ , . , 
Null oder positive ganze Zahlen bezeichnen, und die Indices 1 , 2, 3 . . . 
den Reihen x, y, z . . , entsprechen lassen, aus Termen der Form 

(xy)"'* (x^)'*'» {xtfi* . . . (y-e?)"«» (2/^)*^" . . . 

welche mit numerischen Coefficienten multiplicirt sind. Und zwar 
niüss, da TT in Bezug auf jede der Re hen homogen ist, die Summe 
derjenigen a, welche einen Index gemein haben, für alle Terme von 
TT denselben Werth besitzen. Dividireu >yir also TT durch eines seiner 
Glieder, so besteht der Quotient aus einer Coustauten, und aus Ter- 
men der Form 

4* 



52 Zweiter Abechnitt. Die geometrische Interpretation 

wo die ß nun Null oder positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 
doch SO; dass die Summe aller ß mit einem gemeinsamen Iudex immer 
verschwindet. 

Zeichnen wir nun unter den Reihen, welche in P auftreten etwa 
die drei ersten, x, y, £?, aus, und verbinden diese mit jeder der fol- 
genden Reihen {t, w, v . . .) zu den Doppel Verhältnissen 

^^ ( xt) jzy) 

' {et) [xy) 

(xu){ßy) 



{eu) (xy) 



so können wir setzen: 



, . (zu) (xy) 

{xu) = n r /\^' 



und erhalten, indem wir diese einführen: 

wo Q die x nicht mehr enthält. Da aber 
80 kann man dafür setzen 

oder wenn wir noch das Doppelverbältniss 

(xe) {ty) 

einführen: 

P=.lßu ^Cl5... pP.8.P', 

WO P' nun die x nicht mehr enthält, zugleich aber, wie P, A, ^... 9; 
für alle übrigen Reihen homogen von der nullten Ordnung ist. 

Man hat also P auf ein Product von Doppelverhältnissen und 
auf ein Product P' zurückgeführt, welche ganz die Eigenschaften vou 
P besitzt, aber eine Reihe weniger enthält. Man kann nun mit P' 
verfahren wie oben mit P, und kann daher P immer auf Producte 
von Doppelverhältnissen und auf Producte zurückführen, welche immer 
die Eigenschaften von P besitzen, aber weniger und weniger Reiheu 
enthalten. Man kann dies so lange fortsetzen, als in einem übrig- 
bleibenden Factor P^^^ noch mehr als drei Reihen vorhanden sind; 
denn vier Reihen wurden oben zur Bildung der Doppelverhältnisse 



algebraischer rormen. — § 19. 53 

gefordert. Gelangt man aber endlich zu einem Producte P^^\ welches 
nur noch drei Reihen enthalt^ so hat dasselbe die Form 

und es ist 
also 

y = 0, *=0, 6 = 0, 

und dieses Product muss also der Einheit gleich werden.* 

Indem man die Umformung von P so weit verfolgt, erhält man 
also P als Product von Doppelverhältnissen. Diese kommen zwar 
theils zu positiven, theils zu negativen Potenzen erhoben vor; aber 
da, wie oben bemerkt, der reciproke Werth eines Doppelverhältnisses 
abermals ein solches ist, so kann man sagen, es sei P ein Product 
positiver Potenzen von Doppelverhältnissen. 

Hiermit ist denn der obige Satz bewiesen. Man kann denselben 
in folgender Form ausdrücken: 

Eine Invariante oder Covariante von binären 
Formen ist der Zähler einer ganzen rationalen 
Function von Doppelverhältnissen, welche aus den 
Verschwindungselementen der Formen und aus an- 
deren (veränderlichen) Elementen zusammenge- 
setzt sind. 
•Dieser Satz lässt sich umkehren. Man kann zeigen, dass der 
Zähler einer ganzen Function von Doppelverhältnissen, 
welcher die Verschwindungselemente verschiedener For- 
men, und zwar die einer jeden symmetrisch, enthält, eine 
simultane Invariante oder Covariante dieser Formen sei. 
Dass ein solcher Zähler die Invarianteneigenschafk besitzt, ist aus 
seiner Bildung unmittelbar klar; um diesen umgekehrten Satz zu 
beweisen, ist also nur nöthig zu zeigen, dass eine die Invarian- 
teneigenschaft besitzende Bildung, welche die Verschwin- 
dungselemente einer Form /"rational und symmetrisch ent- 
hält, sich als ganze homogene Function der Coefficie^ten 
von /* ausdrücken lässt. Dieser Beweis soll im folgenden Para- 
graphen geliefert werden, indem eine Methode angegeben wird, die 
fragliche Bildung als solche ganze homogene Function der Coefficien- 
ten wirklich darzustellen. 



* Enthielt TT von vornherein nur zwei oder drei Reihen, so besteht ea über- 
haupt nur auB einem Gliede, und die vorliegenden Betrachtungen werden gegen- 
standslos, da zur Bildung eines Doppel Verhältnisses überhaupt keine Möglichkeit 
mehr vorliegt. 
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§ 20« Methode^ inyariante symmetrische Fanctionen der linearen Factereii 
einer Form darch die Coeffleienten derselben ausxadrttcken. 

Es ist die Frage, wie eine durch einen solchen Zähler definirte 
Function TT, welche die einer Form /'zugeordneten Elemente (Punkte 
oder Strahlen) symmetrisch enthält, durch die Coeffleienten dieser Form 
ausgedrückt werden könne. Ich werde eine Methode angeben, vermöge 
deren man allmälig statt der jenen Elementen entsprechenden Werthe- 
paare die symbolischen Coeffleienten von /* einführen kann. Dadurch 
ist in der That der Forderung schon völlig Genüge geleistet, um so 
mehr, als, wie man sehen wird, in allen allgemeinen Untersuchungen 
gerade die symbolische und nicht die wirkliche Form von Covarianten 
und Invarianten es ist, welche man gebraucht. 

Es war oben (§ 3.) gezeigt, dass, wenn üq, a^ . . . die Coetficien- 
ten von / und a^, a^ . . . die Coeffleienten einer Function von ebenso 
hoher Ordnung sind, auch der Ausdruck: 

- an . dji. 

die Invarianteneigenschaft besitzt. Setzt man an Stelle der cc die 
Coeffleienten der w*®** Potenz eines linearen Ausdrucks, so wird die 
Bildung von Tf^ der erste Schritt zur Darstellung der symbolischen 
Form von TT, und die vollständige Darstellung derselben geschah in 
§ 12. mittelst mehrmaliger Wiederholung derselben Operation, zu- 
nächst in Bezug auf die Coeffleienten von /) dann in analoger Weise 
in Bezug auf die Coeffleienten der übrigen Formen, welche bei der 
Bildung von TT benutzt sind. 

Ich werde nun zeigen, wie die Bildung von Tf^ vorzunehmen ist, 
wenn nicht die Coeffleienten von /', sondern die den Verschwindungs- 
elementen von / zugeordneten Werthepaare in TT auftreten. Es wird 
sich herausstellen, dass, wennTT^ auf die anzugebende Weise gebildet 
wird, es eine ganz ähnliche Form wie TT hat, und also der Wieder- 
holung derselben Operation unterworfen werden kann. Nur wird der 
En^werth von TT^ die Verschwindungswerthe von f sämmtlich in einer 
um 1 niedrigeren Ordnung enthalten, und dafür ein neues Werthepaar, 
das der eingeführten Symbole von f. Daraus folgt, dass eine Wieder- 
holung der Operation in der That die Verschwindungswerthe allmälig 
entfernt, und dafür Symbole einführt, so dass man nach einer hin- 
reichenden Anzahl von Wiederholungen nur noch Symbole, aber nicht 
mehr Verschwindungswerthe in dem Endausdruck hat, wie es verlangt 
wurde. 

Bezeichnen wir durch dTf das, was aus einer Covariante oder In- 
variante TT entsteht, wenn man diese Function nach den Coeffleienten 
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rty, ff, . . . von f differenzirt, die Differentialquotienteu mit den ent- 
sprechenden n*'° Dimensionen der Symbole 6^, h^ multiplicirt und 
dann die Summe nimmt; also den Ausdruck 

Es ist dann^ mit Anwendung derselben Bezeichnung, 

(2) 8f=h^'* 

und diese Gleichung kann zur Definition des Differentiali)rocesses ä 
dienen. Nehmen wir nun an, es sei /"als Product linearer Factoren 

(3) f=Px'qx*r^,.. 

gegeben. Man kann dann die Gleichung (2) dadurch erfüllen, dass 
man die Operation d auf die linearen Functionen pj^j q^ u. s. w. der 
Iteihe nach anwendet, und die linearen Functionen 

^P*} *2^ • • • 

bo bestimmt, dass die Gleichung (2) eine identische wird. Es muss 
dann also sein: 

h^"* - - Spjr . (/x rr . . . 

+ 8 rj^.p^qjc ... 



Setzt man in dieser Identität etwa 

>o erhalt man, indem alle anderen Glieder fortfallen: 

{hpY = {qp) (rp) ...(>;, 8p^ -p^ Sp^ , 
eine Gleichung, welche durch die Annahme erfüllt wird: 

(r,\ (QP) (rp) ■ • • 

^' {qp)(rp).^r 

Aehuliche Ausdrücke erhält man für dq^, öq^, ,,] und es ist leicht 
zu zeigen, dass durch Einführung dieser Ausdrücke die Gleichung 
(4) in der That identisch erfüllt wird. Denn sie verwandelt sich in 
folgende : 

' " {qp)(:rp)"' ipq){rq)... 

Dividiren wir diese Gleichung durch h^y so ist die Differenz bei- 
der Seiten eine Form (n- 1)*®' Ordnung, welche, ohne identisch zu 
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verschwinden, nur n — 1 Verschwindungsverthe zulassen kann; aber 
man sieht leicht, dass sie deren n zulässt, nämlich — gleich einer 

der n Grössen — , — . . . . Die obiffe Gleichung muss also eine Iden- 

tität sein. 

Die Form (3), in welcher die Function f hier gegeben erscheint, 
weicht nur leicht von derjenigen ab, welche im vorigen Paragraphen 
angenommen wurde. Nämlich es sind hier nur statt der Ver- 
schwindungswerthe die Coefficienten der für dieselben verschwinden- 
den linearen Ausdrücke eingeführt; was nur deswegen hier zweck- 
mässiger ist, weil alsdann die Analogie der einzuführenden symbolischen 
Coefficienten mit denen der gegebenen linearen Functionen j),, ^x ... 
deutlicher hervortritt. 

Denken wir uns also auch in einer Form TT, welche statt der Coef- 
ficienten von f die Verschwindungswerthe von f enthält, statt deren 
diese Coefficienten p, q ... gesetzt, also|), statt x\, — p^ statt x\ u. s. w. 
Aus der so gegebenen Form entsteht die Function tfTT, wenn man 
nicht, wie in (1), nach den Coefficienten von /* differenzirt und mit 
denen von df multiplicirt, sondern wenn man jetzt nach deup, q .,. 
differenzirt und mit den Grössen öp, dq . .. multiplicirt. Es ist 
also jetzt 

ATT (M"~* /"^T^i. 1 ^TT, \ 

^ {hqy-^ /an,, ^an 



(pa) 



irq)...\dq,'^dq,^y 



Die Function TT enthält nun der Voraussetzung nach jedes der 
Coefficientenpaare p,, JJ^; 2i> 2« • • • homogen und in gleich hoher Ord- 
nung, etwa der n*®°; ferner so, dass durch Vertauschung zweier dieser 
Werthepaare sich nichts ändert. In dTT kommen die p, g, r auch in 
Nennern vor, und zwar so, dass das Dcterminantenproduct D der 
p, q . , . den gemeinschaftlichen Nenner bildet. Der Zähler 

( (&!))'-' /an an \ 
■*-(M)(rg)..Aag/»+a3/*J ■*■••• 

hat aber die Eigenschaft zu verschwinden, wenn ein Paar von Werthe- 
paaren, etwa p, q, zusammenfällt, und also etwa 

Qi = 9Pi} Qi^'QP»' 
Denn es verschwinden hierdurch zunächst alle Glieder des Aus- 
drucks bis auf die beiden ersten. Die Glieder 
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{,qp){rp)...Vp, ' (Pi V {pq)(rq)...\dq^ ' d q^ V 

aber haben ron vornherein die Eigenschaft; mit entgegengesetztem 
Zeichen in einander überzugehen ^ wenn man |) und q vertauscht; so 
dass ihre Summe durch (pq) theilbar sein muss; daher verschwindet 
auch die Summe dieser Glieder, wenn man mit 2) multiplicirt, und 
dann die p den q proportional setzt. 

Der neue Ausdruck von dT] enthält also in seinem Zähler alle 
Factoren von D, und der Nenner hebt sich somit vollständig auf, 
so dass du als eine ganze Function der p, q . . . zurückbleibt. Diese 
Function hat nun alle Eigenschaften von TT. Sie besitzt die Inva- 
rianteneigenschaft wegen ihrer Zusammensetzung aus Termen von der 

r TT r TT 

Form ^ 6. + :: — b.^ und aus Determinanten {bp) oder (qp)- Sie ent- 

^Pi ^Pi 

hält jede der Reihen p, q symmetrisch und homogen, aber nur noch 

zur (n — 1)*®° Ordnung. Endlich enthält sie noch eine Reihe symbo- 
lischer Coefßcienten a^, a^, was an der Natur der Bildung durchaus 
nichts ändert. 

Man gelangt also auf dem angegebenen Wege in der That von 
einer Function TT zu einer Function TT4 = dTT, welche eine Dimension 
weniger in jeder der Reihen |), g... enthält, und in welcher eine 
Reihe von Symbolen von f eingeführt ist. Die Fortsetzung der Opera- 
tion liefert also die symbolische Form von TT, wie es verlangt wurde. 

Die Ausführung dieser Darstellung ist bei gegebenen Formen im 
Allgemeinen sehr weitläufig. Indessen lehrt das Vorhergehende 
theoretisch diesen Zusammenhang vollständig erkennen, und «zwar 
ohne dass es nöthig wäre, auf die Theorie der Gleichungen und der 
symmetrischen Functionen ihrer Wurzeln einzugehen, eine Theorie, 
welche auf ebenso verwickelte Rechnungen führt, und ihrem ganzen 
Charakter nach den hier angewandten Betrachtungen und Vorstellungs- 
weisen fremd ist.* 



• ßeittpiel der Invariante einer quadratischen Form: Betrachten wir die 
Function TT = (^7)*, welche alle geforderten EigenHchaften besitzt. Die erste 
Transformation ist: 

= -4(6p)(Ai7). 

Sodann zweitens, indem man neue Symbole C], c^ benutzt, und die Formel 
§16. (IV) anwendet: 

= -4 (Ar)', 
was die symbolische Form ist. 
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§ 21. Die DoppclTcrh&ltnisso ron Tier Elementen. 

X 

Die Grössen — wurden oben nicht rein ffeometrisch definirt, son- 

dern als Abstandsverbältniss des beweglichen Elements von den beiden 

fest angenommenen, niultiplicirt mit einer Constanten. Diese Constante 

he^>t sich auf, und es entsteht also eine rein geometrisch definirte 

Grösse, wenn wir zwei solcher Verhältnisse durch einander dividiren. 

Verlegen wir die Grundelemente, so dass die neuen Grundelemeute 

t . 
durch die Werthepaare — , y^ in Bezug auf die ursprünglichen Grund- 

demente definirt sind,* so ist eine solche rein geometrisch definirte 
Grösse nach § 18. der Quotient zweier Verhältnisse 

d. h. das Doppelverhältniss 

(ff) 
{xt)^ {xz){yt) 

(^ {xt){ifz)' 

(yt) 

Diese in § 19. bereits eingeführte Combination hat also eine rein 
geometrische Bedeutung; sie ist der Quotient der Abstandsver- 
hältnisse zweier Elemente x^ y gegen zwei andere Ele- 
mente z, t 

Diese Grösse hat die Eigenschaft, sich durch lineare Substitution 
nicht mehr zu ändern; sie ist, wie man sich ausdrückt, eine abso- 
lute Invariante, insofern auch keine Potenz der Substitutionsdetermi- 
uante bei linearer Substitution vor dieselbe tritt. 

Aus vier Elementen liisst sich noch auf mannigfache Weise ein 
Doppelverhältniss bilden. Zunächst muss man sie in zwei Paare tliei- 
len, wie oben x, y, z, t in die Paare xy , zt Dies kann auf drei ver- 
schiedene Arten geschehen, und indem man das eine oder das andere 
dieser Paare vorübergehend als das feste betrachtet, in Bezug auf 
welches die Abstandsverhältnisse gebildet werden, erhält man zwei 
verschiedene Möglielikeiten. Endlich kann man bei der Benutzung 
jedes Paares noch mit dem einen oder dem andern dieser Elemente 
beginnen, was abermals zweimal zwei Möglichkeiten liefert. Die Ge- 
sammtzahl aller verschiedenen Arten, das Doppelverhältniss aus vier 
Elementen zu bilden, ist also gleich 3.2.2.2 = 24, d. h. gleich der 
Anzahl von Permutationen, welche aus den vier Elementen sich her- 
stellen lassen. 
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Aber die Werthe der 24 so erhaltenen Doppel Verhältnisse sind 
nicht sammtlich verschieden. In der That ändert sich der Ausdruck 

{xt)Cyz) 

offenbar nicht bei folgenden Vertauschungen der Elemente: 

1. Wenn man x mit z und zugleich y mit t vertauscht. 

2. Wenn man x mit y und zugleich z mit t vertauscht. 

3. Wenn man x mit / und zugleich y mit z vertauscht. 

Man sieht hieraus, dass man eines der vier Elemente, etwa Xy 
ganz an seiner Stelle lassen kann; denn jeder Yertauscbung von x 
mit einem andern Buchstaben kann man eine Vertauschung der übri- 
gen Buchstaben unter sich zuordnen, in Folge deren der ursprüng- 
liche Werth des Doppelverhältuisses wiederkehrt. 

Die von einander verschiedenen Werthe des Doppelverhrdtnisses 
erhält man also, indem man in k die Buchstaben y,z,t permutirt; 
deren giebt es also höchstens sechs, und wirklich zeigt sich es, dass 
alle diese sechs Werthe von einander im Allgemeinen verschieden sind. 

Vertauscht man t mit z^ so geht k in 

(xt)(yz) _ 1 
(xz)(yt)~~ k 

über. Vertauscht man dagegen y mit z ^ und beachtet die Identität, 
(IV) § 15., statt deren man schreiben kann: 

{xy)i,zt)-^{xt){az)=(xz)(xii), 
so zeigt sich; dass k in 

{xy){z^ {xt)(yz)^(xz)(yt) 



{xt)(ifz) (xt){iiz) 



'^\-k 



übergeht. Jedem Werthe k des Doppelverhältuisses entsprechen also 

zwei andere Werthe -j und 1 — A, daher auch, indem man eine dieser 

Grössen an Stelle von k setzt: 

\ k-\ . \ 

endlich indem man wieder eine dieser Grössen an Stelle von k setzt, 

k 

der Werth :j j. Die sechs zusammengehörigen Werthe eines 

Doppelverhältnisses sind also, wenn einer derselben k genannt wird: 

J. 1 k-\ k 



k' ' i^v k ' A-r 
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Diese Werthe sind im Allgemeinen sämmtlich von einander ver- 
schieden. Nur in folgenden Fällen können zwei einander gleich wer- 
den, und demnach besonders ausgezeichnete Werthe erhalten: 

1. A = y, A = l. In diesem Falle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber das nämliche Abstandsverhältniss haben, 
also zusammenfallen. Die übrigen Werthe des Doppelverhältnisses 
sind und oo, 

2. A = -j-j^ = — !• Iii diesem Falle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber gleiche aber entgegengesetzte Abstandsver- 
hältnisse haben. Man nennt die vier Elemente dann harmonisch; 
bei ihnen ist eine Zerlegung in zwei Paare (zugeordnete Elemente) 
ausgezeichnet, welche eben das Doppelverhältniss — 1 liefert. Die 
anderen Werthe des Doj)pelverhältnisses sind 2 und \, 

Die Vergleichung von X mit 1 — A und mit - — r giebt nichts 
Neues. Dagegen hat man als dritten ausgezeichneten Fall: 

3. A = ;p^r oder A = ^^^, A2-A + l = 0. In diesem Falle 

1 — A • A 

ist A eine imaginäre dritte Wurzel aus —1, und die drei anderen 
Werthe des Doppelverhältnisses sind gleich der conjugirten imaginären 
dritten Wurzel aus — 1. Dieser Fall ist von den vorigen charakte- 
ristisch unterschieden, indem dort dreimal zwei, hier zweimal drei 
Doppelverhältnisse gleich werden. Man nennt in diesem Fall die vier 
Elemente äquianharmonisch. 

In allen anderen Fällen sind sämmtliche sechs Werthe des Doppel- 
verhältnisses von einander verschieden. 



§ 22. Projectivische Gebilde. 

Wir können nun mit Hilfe des Begriffs eines Doppelverhältnisses 
der linearen • Substitution eine von der vorigen abweichende geo- 
metrische Deutung geben, welche einerseits mit den Grundlagen der 
synthetischen und analytischen Geometrie zusammenhängt, andererseits 
von der in § 19. gegebenen Definition einer Invariante oder Cova- 
riante ausgeht, dass sie, gleich Null gesetzt, eine Relation zwischen 
Doppelverhältnissen bedeutet. 

Wenn man durch die Punkte einer Geraden die Strahlen eines 
Strahlbüschels legt, und jeden Strahl dem auf ihm liegenden Punkte 
der Geraden zuordnet, so nennt man Büschel und Punktreihe 
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perspectivisch gelegen, und abgesehen von dieser Lage^ nur 
rflcksichtlich der Zuordnung und der Fähigkeit, bei solcher Zuordnung 
in perspectivische Lage gebracht werden zu können, projectivisch. 

Nach § 17. sind die Abstands Verhältnisse entsprechender Elemente 
dabei nur um einen Constanten Factor verschieden. Bei Doppelver- 
hältnissen fällt dieser auch noch fort, und man hat also den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
in einem Büschel und einer Punktreihe, welche pro- 
jectivisch sind, haben denselben Werth. 

Man nennt nun auch zwei Punktreihen projectivisch und 
perspectivisch gelegen, welche dadurch entstehen, dass zwei ver- 
schiedene Gerade mit demselben Strahlbüschel geschnitten, und 
die auf demselben Strahle liegenden Punkte einander zugeordnet 
werden. Da nun das Doppelverhältniss von vier Punkten der einen 
Reihe, sowie das der entsprechenden der audem dem Doppelverhält- 
nisse der durch sie gehenden Geraden des Büschels gleich sind , so hat 
man den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechender Punkte zweier 
projectivischen Punktreihen sind einander gleich. 

Ebenso nennt man zwei Büschel projectivisch und per- 
spectivisch gelegen, wenn ihre zugeordneten Strahlen sich auf 
einer Geraden, also in den einzelnen Punkten einer Punktreihe schnei- 
den. Auch hier ist demnach das Doppelverhältniss von vier Strahlen 
des einen Büschels und das der entsprechenden vier Strahlen des an- 
dern Büschels gleich dem Doppel Verhältnisse der zugehörigen vier 
Punkte der Punktreihe. Und demnach hat man endlich auch den Satz : 

Doppelverhältniss e entsprechender "Strahlen 
zweier projectivischen Büschel sind einander gleich. 

Man kann aber umgekehrt die gegenseitige Beziehung zweier Ge- 
bilde, seien es Punktreihen, oder Strahlbüschel, oder eines und das 
andere, dadurch definiren, dass man als projectivisch zwei 
Gebilde bezeichnet, deren Elemente einander eindeutig 
so zugeordnet sind, dass die Doppelverhältnisse ent- 
sprechender Quadrupel einander gleich sind. Es ist zu zei- 
gen, dass diese Definition überhaupt möglich ist, also auf keine 
Widersprüche führt, und zweitens, dass sie mit der vorigen überein- 
stimmt, und dass also zwei so definirte projectivische Ge- 
bilde stets in perspectivische Lage gebracht werden kön- 
nen. Hierzu führen die folgenden beiden Hilfssätze: 

1. Sind X, y, z, t, u fünf Elemente eines Gebildes, so 
ist ein Doppelverhältniss zwischen x, y, t, u gleich dem 
Producte zweier Doppelverhältnisse, deren eines aus x, y, 
0, t, eines aus x, y, z, ti gebildet ist. 
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Es ist nämlich offenbar: 

(xt) [xf) {xz) 

(xm) (xz) ' {xio ' 

(y^ ö/J^ (^ 

2. Sind drei Elemente eines Gebildes und die Art, wie 
sie bei der Bildung eines Doppelverhältnisses benutzt 
werden sollen, gegeben, so entspricht jedem Werth des 
Doppelverhältnisses nur noch ein Element des Gebildes. 

In der That ist die Gleichung 

wenn darin X und die Elemente x, y, z gegeben sind, eine lineare 

Gleichung zur Bestimmung von -- , sie giebt also nur einen Werth 

dieses Verhältnisses, und demnach nur ein Element des Gebildes. 

Wenden wir diese Sätze jetzt an. In zwei Gebilden, welche 
einander eindeutig zugeordnet werden sollen, mögen 

ly V, t 

beliebig gewählte entsprechende Elemente bedeuten; wobei noch die 
Art und Weise der Interpretation der Werthepaare in beiden Gebil- 
den beliebig angenommen werden kann. Zwei andere Elemente t, 
X sind dann durch die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

einander eindeutig zugeordnet, indem nach Satz 2. jedem Werthe- 

T i 

paare — nur ein Werthepaar ~ entspricht und umgekehrt. 

Aber ordnen wir vermöge der Gleichung (1) jedem Element / 
des einen Gebildes ein Element r des andern durch die Bedingung 
zu, dass das Doppelverhältniss des einen mit x, y, z dem des andern 
mit S, ti, i gleich sein solle, so ist auch das Doppelverhältniss von 
irgend vier Elementen des einen Gebildes dem der entsprechenden 
vier Elemente des andern Gebildes gleich. Denn nach Satz 1. besteht 
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die Gleichheit der Doppelverhiiltnisse noch, wenn man eines der ur- 
sprünglichen Elementenpaare Xj i,\ y, yi\ z, i, durch irgend ein neues, 
der Gleichung (1) genügendes Elementenpaar ersetzt; demnach auch 
weiter, wenn man ein zweites Paar ersetzt u. s. w.; sie besteht also 
auch für irgend vier Paare entsprechender Elemente. 

Hierdurch ist nachgewiesen, dass ein Widerspruch nicht eintritt, 
wenn man die Forderung stellt, dass die Elemente eines Gebildes 
denen des andern eindeutig so entsprechen sollen, dass die Doppel- 
▼erhältnisse entsprechender Elemente einander gleich sind. 

Zweitens war zu zeigen, dass diese Definition mit der frühern 
Definition projectivischer Gebilde übereinstimme, dass man also so 
auf einander bezogene Gebilde stets in perspectivische Lage bringen 
könne. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, es sei möglich, drei Ele- 
mentenpaare Xy l] y, rj] 0j i der Gebilde in perspectivische Lage zu 
bringen. Alsdann kann man leicht zeigen, dass auch alle anderen 
Paare entsprechender Elemente sich in perspectivischer Lage befinden. 
Denn betrachten wir ein viertes Element t des einen Gebildes; die- 
sem entspricht in dem andern ein Element ^, welches der Voraus- 
setzung nach der Gleichung (1) genügt. Zugleich aber giebt es ein 
bestimmtes, x, y, z enthaltendes Gebilde, welches mit dem §, iy, g, r 
enthaltenden perspectivisch liegt, und in welchem die Paare a;, 5; y, »?; 
j?, g der vorausgesetzten Construction nach einander entsprechen. In 
diesem neuen Gebilde mag dem Element r ein Element t' entsprechen; 
dann hat naan nach dem Frühem auch die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse 

{xi) (gr) 

(!/ z) in i) 

f f 

und daher, wenn man (1) vergleicht, nach Satz 2. -^ = ^^^0 dass das 

neue Gebilde mit dem einen der gegebenen zusammenfallt. Man hat 
also den Satz: 

Zwei projectivische Gebilde haben perspec- 
tivische Lage, sobald drei entsprechende Elemen- 
tenpaare sich in perspectivischer Lage befinden. 
Es bleibt also nur noch übrig zu zeigen, wie man jedesmal drei 
Elementenpaare in perspectivische Lage bringen kann. Hierbei sind 
drei Ftille zu unterscheiden. 

1. Sind beide Gebilde Punktreihen, so lege man die Geraden so 
auf einander, dass zwei entsprechende Punkte, etwa Xy i,, auf ein- 
ander fallen. Dann trefien sich die Verbindungslinien j/?y, zt, in einem 
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Punkte ö, von welchem drei entsprechende Punkte enthaltende Strah- 
len oxi, oyrj, oz^ ausgehen. Diese drei Paare liegen also in der 
That perspectivisch. 

2. Sind beide Gebilde Strahlbüschel, so lege man dieselben so, 
dass zwei entsprechende Geraden, etwa x, §, zusammenfallen. Dann 
schneiden sich t/, iy einerseits und z, £; andererseits in zwei Punkten, 
deren Verbindungslinie eine Gerade o sei. Auf dieser Geraden treffen 
sich die Elementenpaare Xyi,\ J/; ^; ^; ij und diese drei Paare haben 
also perspectivische Lage. 

3. Ist eine Punktreihe auf einen Strahlb tisch el perspectivisch be- 
zogen^ so muss in der perspectivischen Lage jeder Strahl durch den 
entsprechenden Punkt gehen. Sind nun Xy y^ z drei Punkte, 5, iy, J 
die entsprechenden Strahlen, so beschreibt man etwa über der Strecke 
Xy y bXs Sehne einen Bogen, welcher den Winkel von g gegen iy als 
Peripheriewinkel enthält, und ebenso über i/, j? als Sehne einen Bo- 
gen, welcher den Winkel von iy gegen J; als Peripheriewinkel euthiilt. 
Der Schnittpunkt beider Bogen, o, mit x, y, z verbunden, liefert 
dann Strahlen, welche dieselben Winkel wie 5, i^, 5 gegen einander 
bilden, und also nur eine congruente Verschiebung dieser Strahlen 
sind. In dieser Lage sind ^, tj, ^ zu x, y, z perspectivisch. 



f 28. Zngammenhangr der ProJectiTität mit den linearen 

SnbHtitntionen. 

Diese geometrischen Beziehungen, welche zunächst nur für reelle 
Elemente stattfinden , kann man fortbestehen lassen für beliebige ima- 
ginäre Elemente, indem man die algebraische Beziehung dabei auf- 
recht erhält. 

Die algebraische Relation zwischen den entsprechenden Elementen- 
paaren projectivischer Gebilde ist durch die Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen ausgedrückt, in welcher f^, t^ einerseits, r^, r^ andererseits 
die Veränderlichen darstellen. Diese Beziehung ist linear für beide 
Arten von Veränderlichen. Ich werde zeigen, dass sie die allgemeinste 
lineare Beziehung ist, und demnach die allgemeine lineare Substitu- 
tion vertritt. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die Formel (1) 
in geeigneter Weise zu specialisiren ; stellt sie dann schon die all- 
gemeinste lineare Substitution dar, so ist dieses mit der Formel (1) 
selbst um so mehr der Fall. 

Nehmen wir an, es entsprechen den Werthen von -^ folgende 
Werthe der r: 
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Dies heisst nichts anderes, als dass 6i = 0, ri^ = 0, 5i = S2- Da- 
durch aber verwandelt die Formel (1) sich in folgende: 

Diese Formel stellt die allgemeinste lineare Transformation dar, da 
die Xj y beliebige Grössen sind (deren Determinante nur nicht verschwin- 

('U z\ 

den darf) , während 7^-4 weffen der darin enthaltenen Grossen z eben- 

falls noch einen beliebigen CoefGcienten bedeutet. 

Man kann daher jetzt die lineare Substitution als die 
algebraische Beziehung projectivischer Gebilde auffassen; 
und die Bedingung der Projectivität ist in der That, wie man aus 
dem Obigen sieht, mit dem linearen Zusammenhange entsprechender 
Elemente völlig identisch. 

Endlich drückt also eine Invariante oder Co Variante, gleich Null 
gesetzt, stets eine projectivische Eigenschaft der dabei auftretenden 
Elemente, d. h. eine solche aus, welche, wenn man ein mit dem 
ursprünglich benutzten Gebilde projectivisches construirt, den ent- 
sprechenden Elementen des neuen Gebildes, die algebraisch mit den 
ersten linear zusammenhängen, erhalten bleibt. Andererseits muss 
jede solche projectivische Eigenschaft sich durch eine gleich Null ge- 
setzte Invariante oder Covariante ausdrücken, da sie für lineare Sub- 
stitutionen ungeändert bleibt. Und so kann man endlich den Satz 
aussprechen: 

Invarianten und Covarianten, gleich Null ge- 
setzt, liefern ausschliesslich und vollständig alle 
diejenigen Gleichungen, welche projectivische Be- 
ziehungen zwischen Elementen von Punktreihen^ 
bez. Strahlbüscheln darstellen. 



§ 24. Tcreiniirt gelegene projectivische Punktreihen und 

Strahlbüschel. 

Wenn in § 18. die allgemeinen Formeln der linearen Substitution 
aut'gefasst werden konnten als Darstellung desselben Punktes bez. 
Strahles mit Hilfe verschiedener Grundelemente, so lässt uns das Vor- 
hergehende eine gewissermassen entgegengesetzte Interpretation jener 

Clebsch, Theorie der binären algobr. Formen, 5 
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Formeln aufstellen, in welcher, bezogen auf dieselben Gm ndelemente, 

^ und - zwei verschiedene, einander entsprechende Elemente des 

betrachteten Gebildes bedeuten. Zu dieser Vorstellung gelangen wir, 
wenn wir zwei gleichartige Gebilde, also zwei Punktreihen oder 
zwei Strahlbüschel, welche projectivisch auf einander bezogen sind 
und welche wir früher immer als getrennte Gebilde auffassten, jetzt 
gewissermassen vereinigen, d. h. die beiden Punktreihen uns auf der- 
selben Linie, bez. die beiden Strahlbüschel mit gemeinsamem Scheitel 
vorstellen. In einem solchen Gebilde hat dann jedes Element eine dop- 
pelte Bedeutung, indem es als dem einen oder als dem andern der ver- 
einigt liegenden Gebilde zugehörig aufgefasst werden kann. Bezeichnen 
wir ein Element, sofern es dem einen Gebilde zugezählt wird, durch 
x^^ x.^, sofern es dem andern angehört, durch gj, 1,. Ein Element 
l^lg ^st einem anderen Element x^x.^ zugeordnet vermöge einer 
linearen Substitution, xl. h. vermöge einer Formel, welche linear für 
die 6 und linear für die x ist, vermöge einer Formel also, welche 
durch die Gleichung 

(1) f= a^^x^l^ + ajgX'ig, + a^iJcJi + a^^x^l^ = 

dargestellt wird. Als Substitution muss diese Gleichung noch der 
Bedingung genügen, dass, wenn man etwa die % linearen Functionen 
der X dieser Gleichung gemäss gleich oder proportional setzt, die De- 
terminante 

der linearen Functionen nicht verschwindet. Dies hätte auch aus 
folgender Erwägung keinen Sinn. Es würde nämlich, wenn r = 
wäre, möglich sein, solche Zahlen cc^cc^ß^ßi zu bestimmen, dass 

«ii = <^i/'i öti, = ai/J2 

wäre, Gleichungen, von denen wegen r==0 die letzte eine Folge 
der drei ersten ist, während die ersten an und für sich noch keine 
Bedingung zwischen den a nach sich ziehen, sondern durch pas- 
sende Wahl der a, ß immer erfüllt werden können. Die Gleichung 
f=0 aber würde dann in 

übergehen, d. h. sie würde keinen Zusammenhang zwischen den x 
und den ^ mehr aussagen. 

In der Gleichung 1) hat man einen jener Fälle vor sich, deren 
in § 14. Erwähnung geschal^ wo nämlich schon die ursprüngliche 
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Form mehrere Seihen von Veränderlichen, jede in homogener Weise, 
enthält. 

Die zunächst liegende Aufgabe besteht fär die gegenwärtige Un- 
tersuchung darin, diejenigen Elementenpaare l^y x aufzusuchen, welche 
sich zu einem Elemente vereinigen, und in welchen also ein Element, 
als einem der vereinigten Gebilde angehorig, sich selbst, als dem 
andern angehörig, entspricht. Man nennt diese Elemente Doppel- 
punkte, bez. Doppelstrahlen der vereinigt gelegenen projectivi- 
Bchen Reihen, bez. Büschel. 

Man findet diese Doppelelemente, indem man diejenigen Werthe 

X £ . . . 

- sacht, welche den entsprechenden ^ gleich sind, also indem man 

in f= I, und 1^ mit x^ und x^ proportional setzt. Es entsteht dann 
eine quadratische Gleichung 



(2) qp = fln^i" + (a,2 + a^i) x^x^ + Oj, V = ^; 

es giebt also im Allgemeinen bei zwei vereinigten Gebilden zwei 
Doppelelemente, welche gefunden werden, indem man die qua- 
dratische Gleichung g) = auflöst. 

Die Function g) ist eine Bildung, wie sie in den Betrachtungen 
des §7. durch Dif) bezeichnet wurde: 

Mit Hilfe derselben nimmt nach § 7. (6) f die Gestalt an: 



wo 



^) ^=^0^l5+«^f^)+^(-S), 



(4) t = ?l2_^l 

eine Invariante von /' sein muss, da alle anderen Theile der Gleichung 
(8) die Invarianteneigenschaft besitzen (vergl. § 14. am Ende). 

Nach § 4. sind die Covarianten und Invarianten von f mit denen 
der quadratischen Function g? identisch, nur dass die Invariante /i noch 
dazutritt. Die weiterhin auseinanderzusetzende Theorie der quadra- 
tischen Formen wird lehren, dass sie nur eine Invariaute besitzen, 
welche schon in § 2. in den Beispielen entwickelt ist und welche 
hier den Ausdruck hat: 



(5) J =«..««- (H^'J- 



Denken wir uns nun fp in seine beiden linearen Factoren zerlegt. 
£& sind dabei drei Fälle zu unterscheiden. 

5* 
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1. Die beiden linearen Factoren von 9 sind verschieden; es giebt 
also wirklich zwei Doppelelemente der vereinigten Gebilde, mögen sie 
nun reell oder imaginär sein. Setzt man in diesem Falle 

so findet man durch Vergleichung der Coefficienten : 

' n - n ^1 ^« + ^1 JP« = «12 + «21- 

Hierzu tritt noch die Gleichung, welche man aus diesen bildet: 

Ih q^ - ?il>i = ^^(«12+ «21)' ^4 a^, a22 = 2 /^ ; 
und man kann also die vier Gleichungen ansetzen: 

Pi ^i = öii P2(Zi = ^^^^— - /~i 

JPl2«=^^^-2^'+/-^ JP2?2 = «22; 

aus denen man, wenn etwa einer der Coefficienten jf), q beliebig an- 
genommen wird, die übrigen sofort berechnet. 
Da 9==j).r9x; so hat man 

61 ^ + 5. T^ =i>x q-^ +1>| q^\ 

ferner 

JP* ii - PI 3x = ( P (?) (a; g) = 2 (.r |) ^~if , 
und es nimmt daher f die Form an: 

Führt man also die Doppelelemente _p = 0, g = () als neue Gnmd- 
elemente ein mit Hilfe der linearen Substitution: 

so dass dann zugleich auch 

K =p^ 
K=q^j 

so hat man die transformirte Form von /: 



(6) 



f'A^'^/-^^^<''^d^'^\ 
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Auf diese Form kann man alsO; indem man die Doppel- 
elemente als Grundelemenie einführt, die Function f 
imnier bringen, sobald die beiden linearen Factoren von 
9> verschieden sind. 

Die Form (6) gestattet es nun in sehr einfacher Weise zu jedem 
gegebenen Elemente, als dem einen Gebilde angehörig, das ent- 
sprechende des andern zu finden. Betrachtet man ein Element, für 
^reiches 

(7) ^ = A, 

SO hat man aus /^=sO f&r das entsprechende Element den Ausdruck 

(8) §=^'-+-^4. 

'^ä k — y—i 

Bemerken wir nun, dass nach § 21. der Ausdruck 



»„ 






das Doppelverhältniss zwischen den beiden Doppelelementen einerseits 
und zwei entsprechenden Elementen andererseits ist, so können wir 
den Satz aussprechen: 

Das Doppelverhältniss zwischen den Doppel- 
elementen und zwei entsprechenden Elementen der 
beiden Gebilde ist eine Gonstante, und zwar drückt 
sich dieselbe durch die Invarianten Ä;, l in der 
Form aus 

Man kann nun aus zwei vereinigten projectivischen Gebilden eine 
im Allgemeinen .unendlich grosse Reihe weiterer mit ihnen vereinigter 
and projectivischer Gebilde durch die folgende Bemerkung ableiten. 

Zu einem Elemente 
der einen Reihe gehört ein Element 

Ä» h-y-i 



Si '\]c-i/-iJ ' 
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der andern. Aber dieses letztere ist wieder ein Element des ersten 
Gebildes, und wird als solches durch die Formel 

xr k-y-i' 

darzustellen sein. Demselben gehört ein Element des zweiten zu, 
welches durch die Formel gegeben ist: 

k+j/p^l 

V- 

und man kauu dieses Element auch wieder als dem Elemente 

zugeordnet auffassen. Bezeichnet man die ursprüngliche Art der 
Zuordnung als erste ; die neue als zweite Zuordnung, so erhält man 
durch Fortsetzung des Processes eine 3**, 4*® . . . w*® Zuordnung; und 
das erste Gebilde ist mit dem entsprechenden Gebilde der n**° Zu- 
ordnung durch die Gleichungen verbunden: 

Auch die hierdurch gegebenen Gebilde sind projectivisch; sie 
besitzen dieselben Doppelelemente wie die ursprünglichen, und sind 
dadurch charakterisirt, dass das Doppelverhältniss zwischen den Doppel- 
elementen und irgend zwei entsprechenden durch die Grösse 

gegeben ist. 

Man kann aber auch rückwärts die Frage stellen, welches Element 
des ersten Gebildes auf ein Element des zweiten führt, welches mit 
einem gegebenen Element des ersten Gebildes 

zusammenfällt. Bezeichnet man dieses Element als dem zweiten Ge- 
bilde angehörig durch 

80 ist es aus d^m Gebilde der ersten Reihe 



( 
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entsprungen. Bezeichnen wir dieses wieder als Element des zweiten 
Gebildes 

so ist dasselbe einem Elemente des ersten Gebildes 

X^ . /k-j/~V' 



X. '\]c + i/-lJ 



zugeordnet u. s. w. Es entsteht hier eine weitere Reihe projectiTischer, 
mit den vorigen vereinig liegender Gebilde, welche als Gebilde der 
(— 1)'"°, ( — 2)**" etc. Zuordnung aufgefasst und durch die Formeln 



*3« = A, 



— n 



reprasentirt werden können. Um die Beihe zu yervoUständigen, kann 
man als Zuordnung 0*®' Ordnung den Fall auffassen, in welchem jedes 
Element sich selbst entspricht. Die Gesammtheit aller dieser 
projectivischen Gebilde mit gemeinsamen Doppelelemen- 
ten ist also durch die Formeln (9) dargestellt, wenn man in 
denselben der Zahl n alle Werthe von — oo bis +Q0 zutheilt. 

Im Allgemeinen sind diese Gebilde, wiewohl unendlich an Zahl^ 
doch sämmtlich verschieden. Aber es kann unendlich oft der Fall 
eintreten, dass die ganze Reihe der Gebilde in eine unendlich grosse 
Anzahl identischer Gyclen zerfallt, deren jeder aus einer endlichen 
Zahl von Gebilden besteht. Dies tritt immer und nur dann ein, wenn der 
Werth der charakteristischen Gonstante eines der Gebilde gleich 1 wird. 

Ist z. B. 

\k-y—i)-'' 

80 geht die n*® Zuordnung in die nullte über, das System der pro- 
jectivischen Gebilde umfasst deren nur w, und die ferneren Zuord- 
nungen geben nur die Wiederholung früherer. 

Man gelangt also zu einer Invariantenbeziehung, sobald man 
die Forderung stellt, dass der Kreis der Gebilde mit n derselben 
geschlossen sein soll. Ist s eine w*« Wurzel der Einheit, so hat 



man in diesem Falle 



k + }/-l_ 



= a 



also 



k^y^i ' 



*» 



='■(14:)'- 
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Der Fall «=:1 ist auszuschliessen, denn er würde auf Z = füh- 
ren ^ was hier überhaupt ausgeschlossen ist; da bei 2 = die Gleichung 
(pz=0 zwei gleiche lineare Factoren haben würde. Ferner geben i 

und — nichts wesentlich Verschiedenes, nämlich eine Vertauschung 

von y— l mit — ]/— Ij was nur eine Vertauschung der beiden ursprüng- 
lichen Gebilde bezeichnet. Man hat also bei ungeradem n nur auf 

— p- Werthe von s Rücksicht zu nehmen. Aber auch von diesen 

sind eigentlich nur diejenigen Fälle zu berücksichtigen , in denen es 
nicht eine Potenz m von b giebt, welche niederer als die n** ist, und für 
welche «*" schon gleich 1. Denn in solchen Fällen besteht der Cyclus 
der Gebilde nicht aus n, sondern nur aus m verschiedenen Gebilden, 
wo dann m ein Factor von n ist. 

Aus demselben Grunde ist bei geradem n der Fall £ = — 1 aus- 

zulassen, sobald n>2; man behält also — ^— Werthe von s übrig^ 

unter denen wieder diejenigen auszuschliessen sind, für welche schon 
eine niedrigere Potenz von e als die n^ gleich 1 ist. 

Der einfachste Fall ist derjenige, in welchem n=2, und also 
schon die zweite Zuordnung auf das erste ursprüngliche Gebilde zurück- 
führt. In diesem Falle entsprechen immer zwei Elemente 
einander wechselseitig, so dass es gleichgiltig wird, welches 
man dem einen, welches man dem anderen Gebilde zuzählt. Diesen 
Fall bezeichnet man als den Fall der Involution. Da 6^=1, aber 
£=1 ausgeschlossen ist, so muss £ = —1 dein, d. h. das charakte- 
ristische Doppelverhältniss geht in das harmonische über. Die In- 
volution ist also derjenige Fall, in welchem je zwei zu- 
sammengehörige Elemente mit den Doppelelementen ein 
harmonisches System bilden. 

Die Invariant«nbedingung für die Involution ist 

oder 

Bei der Involution ist also die gegebene Form f die Polare einer 
quadratischen Form. 

2. Wir kommen jetzt zu dem Falle i = 0, wo die quadratische 
Gleichung ^ = zwei gleiche Factoren hat, also 



•I • 
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Die Doppelelemente fallen hier in ein einziges Doppelelement 
zusammen. Deswegen bestimmen sich hier nicht mehr zwei natur- 
gemass bevorzugte Grundelemente; wir nehmen zum Zweck einer ver- 
einfachenden linearen Substitution die Formeln an 

Xi = Pi x^ + j}^ x^ Si =1>, li + Pi g« 

X^ = q^Xi + q^ a?a Si --^Qilx + Q2 627 

wo die q beliebige Grössen sind; es wird dadurch der Ort der ver- 
einigten Doppelelemente als das eine Grundelement eingeführt, wäh- 
rend das andere beliebig bleibt. Man hat sonach 

<p = X,*, {XS) = {pq)(xJi}, 

und /* nimmt die Gestalt an: 

# 

f= X, Ä. + ^-^ (X, S, - X, S,). 

Von einer charakteristischen Gonstante ist hier nicht mehr die 

k 
Rede; denn da die q beliebig sind, so kann die Grösse p — r jeden 

Werth annehmen, vorausgesetzt, dass k nicht verschwindet. Aber 
zu dieser Voranssetzung sind wir berechtigt; denn bei Ä; = würde 
sich hier f in zwei Factoren auflösen, was von vornherein aus- 
geschlossen werden musste. Wir können also immer 



>:- = 1 

(pq) 




annehmen, so dass man erhält: 




/ X,S, + {X,S,- 


■ X, s,). 


Fiinem Elemente 




Xg j 
X, 




entspricht also das Element 




S 





Man kann hier ebenso, wie oben, Zuordnungen positiver und 
negativer Ordnungen bilden. Aber man sieht sogleich, dass dieselben 
aus den vorstehenden Formeln hervorgehen, indem man statt A — 1 in 
der zweiten Formel irgend ein Glied der Reihe 

...A-l-2, X+l, A, A-1, A-2, .. 

einfahrt. 80 erhält man eine unendliche Zahl projectivischer vereinigter 
Gebilde, welche sich niemals auf eine endliche, periodisch wieder- 



74 Zweiter Abschnitt. Die geometrische Interj^retation 

kehrende Zahl reduciren köuuen. Alle haben die zusammenfallenden 
Doppelelemente gemeinsam. 

3. Endlich kann 9 überhaupt identisch verschwinden. In diesem 
Falle reducirt sich / auf 

d. h. die beiden gegebenen Gebilde fallen Element für Element zu- 
sammen. 



f 25. Andere barstellnng xereinigrier proJectlTiscfier Gebilde« 

Ein anderer Ausgangspunkt für die Behandlung der projec- 
tivischen Gebilde wird durch die Gleichungen (7), (8) des vorigen 
Paragraphen gegeben. Diese Gleichungen kann man als besondere 
Fälle der beiden Gleichungen 

ansehen, die, wenn X einen veränderlichen Parameter darstellt, Elemente- 
reihen bedeuten, und bei welchen Elemente x, ^ einander zugeordnet 
sind, sobald in den beiden Gleichungen (1) A denselben Werth hat. 
Man kann die Gleichungen (1) leicht auf das im Vorigen behan- 
delte Problem zurückführen, indem man nur l aus ihnen eliminirt. 
Man erhält dann zwischen x^ S die Beziehung 

a* ß^ — hjc a^ = 0, 

welche von der Form der Gleichung § 24. (1) ist. An Stelle der 
Function fp tritt der Ausdruck 

9 = öf x /3, — 6x a„ 
und die Invariante k wird 

ihr Verschwinden ist die Bedingung der Involution. Bei directer 
Behandlung der Gleichungen (1) würde man zunächst die Doppel- 
elemente bestimmen, indem man die | den x gleich setzte; die Eli- 
mination derselben aus (1) giebt dann zur Bestimmung der Doppel- 
elemente die in X quadratische Gleichung: 

«1 + ^ A «a + ^ A 

= (aa) + A{(a/J) + (6«)} + A«(6/J). 

Nehmen wir an, die beiden Wurzeln derselben seien verschieden, 
und bezeichnen wir sie durch fi, v. 



= 
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Setzen wir dann: 

so moss man auch identisch 

haben y wo c^ ^ Constante sind. Drückt man mittelst dieser 
Gleichungen a^y hx, a^ ß^ durch |>,, (7,, j)^, q^ aus, so hat man die 
projectivischen Gebilde auf die Doppelelemente bezogen , welche durch 
Px = 0, qs = gegeben sind. 
Aus (2), (3) findet sich 

^ _vp x-fiqx , _ q^-Pr 

V— fl v — ii 

vcp^-lic q^ o_cq^ -cp^ 

und indem man dies in die Gleichungen (1) einführt, hat man als 
neue Gleichungen der Gebilde: 

Ps- jTrÄ«' = ^> 



. ^ z qi = 0, 



oder, wenn man den neuen Parameter 

einführt: 

Gleichungen, welche von den Gleichungen § 24. (7), (8) nur noch 
durch die Bezeichntmg verschieden sind. 

Die Darstellung eines Gebildes in der Form 
(5) a,+ Ai, = 

kann auch dadurch mit dem Vorigen in Verbindung gebracht werden, 

dass man an Stelle von X einen' Quotienten ^ s^tzt; die Gleichung 

verbindet dann jeden Punkt x mit einem entsprechenden S, und die 
dadurch entstehenden Gebilde sind projectivisch. Ich bemerke dies 
Uer, weil daraus sofort erhellt, vrie man das Doppelverhaltniss von 
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vier Elementen eines in der Form (5) gegebenen Gebildes auszudrücken 
hat. Man hat nämlich nur das Doppelverhaltniss aus den 5 und den 
bei den drei anderen fjlementen auftretenden Grössen rj, g, r zu 
bilden, also den Ausdruck: 

(l£) 





(St) 










int) 


• 








(»yf) 








Aber diesem 


Ausdruck kann man 

S. 5i 
S« t« 


die 


Form 


geben : 


■ 


V' ti 
Vi ti 






Vi «i 










Vi t» 









Sind also X, (i, v^ q die vier Werthe des Parameters, welche in 
der Darstellung (4) den betrachteten vier Elementen entöprechen, 
so ist auch 

i:- ' Vi'^' T.-^' ^-^' 

und der Ausdruck für das Doppelverhaltniss, in Werthen des Para- 
meters ausgedrückt, ist also: 



(6) 



fi— V 



11- Q 

ein Ausdruck y von welchem in der Folge gelegentlich Gebrauch ge- 
macht werden soll. 

In den Gleichungen (4) sind q und p . — die Parameter, 

c 

welche zu zwei entsprechenden Elementen der vereinigten Reihen 
gehören; den Doppelelementen entsprechen die Parameter und cx>. 
Bilden wir aus diesen vier Grössen das Doppelverhaltniss (6), so 
erhalten wir 

C 



oc 

c 




\ 


c 



I 
1-00 
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als die charakteristische Constante der Beziehung. Sollen die Gebilde 
eine Involation ausmachen , so muss — = — 1 sein : die Involution wird 
also durch die Gleichungen 

gegeben; oder je zwei Elementepaare der Involution sind durch die 
quadratische Gleichung 

(T) ps^ - p« qj = 

dargestellt. 



Dritter Absclmitt. 

ReBultanten und Discriminanten. 



§ 26. Besultanten und Diicriminanteii. 

Ein sehr allgemeines Beispiel von Inyarianten liefern die Resul- 
tanten und Discriminanten. 

Die Resultante zweier Formen f und q> ist diejenige ganze 
Function ihrer Goefficienten, welche verschwinden muss, damit die 
Gleichimgen f=^0, q) = eine gemeinsame Wurzel haben; oder geo- 
metrisch, damit ein Punkt der zu f gehörigen Punktgruppe mit einem 
der zu tp gehörigen zusammenfalle. Man bildet diese Bedingung be- 
kanntlich auf folgende Weise (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. 
§ 11.): Wenn fron der Ordnung m, tp yon der Ordnung n ist, so 
bildet man auf /'=0, (p = die m + n Gleichungen: 

^ ^ y.a;i'"-* = 0, q) .x^'"^'^X2 = 0, tp ,Xj^-^X2^ = 0,,..q>.x^''-^=0\ 
in ihnen betrachtet man die m-f-^ Grossen 

als Unbekannte linearer Gleichungen, und eliminirt dieselben, indem 
man die Determinante der Gleichungen (1) verschwinden lasst. Diese 
Determinante also ist die Resultante der Gleichungen f= 0, q> = 
oder der Formen /und q)\ man kann dieselbe, ohne ihre Bedeutung 
zu modificiren, höchstens noch am einen numerischen Factor ändern. 
Die soeben entwickelte (Sylvester'sche) Methode lehrt sofort, 
dass die Resultante vom w**** Grade in den Coefficienten der Form m^' 
Ordnung f, vom m*®° Grade in den Coefficienten der Form n*«' Ord- 
nung q) ist. Aber übrigens entspricht die gefundene Form der Resul- 
tante keineswegs den Forderungen, welche die Invarianten theorie zu 
stellen hat. Diese fordert eine möglichst grosse Leichtigkeit, eine In- 
variante als solche zu erkennen, sei es nun durch eine symbolische 
Darstellung oder auf andere Weise; und das einfachste Mittel, welches 
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man besitzt, nm diese Leichtigkeit zu erhöhen, besteht darin, dass 
man eine solche relativ complicirte Bildung, wie die angegebene, nicht 
an und fQr sich, bereits fertig, betrachtet, sondern dass man sie aus 
niederen Bildungen allmalig entstehen lässt, wobei dann die Einführung 
7on Symbolen niederer Covarianten das Endresultat in einfacher und 
Obersichtlicher Form erscheinen liisst. 

Für den Fall, wo beide Formen von gleich hohem Grade sind, 
besitzt man in der von Cayley gegebenen Form der Bezout'schen 
Eliminationsmethode (a. a. 0. p. 108) ein Verfahren, welches dem von 
der Invariantentheorie gesteckten Ziele schon um vieles näher kommt. 
Man bemerkt bei diesem Verfahren, dass der Ausdruck 

^i Vi Vi ^i 

oder kürzer 

welcher die Division verstattet, immer verschwindet, sobald f{x) und 
9 (x) verschwinden, welches auch die Werthe der y seien. Ordnet 
man daher den obigen, für die x und die y symmetrischen Ausdruck 
nach den y und x: 

l\t=rff_| 

(3) 2 2 <^ik X,* a:/ '- 1 y/ y^"-*- ' (r,^ = r^,) , 

SO müssen die Ausdrücke, welche die Coefficienten der einzelnen Po- 
tenzen der y bilden, einzeln verschwinden; sobald also f{x) = und 
9(ar) = 0, hat man die n Gleichungen 

2;.- c/oiri'V*-*=0 
^i Cii x^ x^ -•-1=0 



2:.c<,n-ia;i'x^"-— '=0, 
und daher, indem mau die n Grossen 

/»•n — t /*«ii — 2/*» /*•!•— 3/*» 2 />< n ^ 1 

ans diesen n Gleichungen wie lineare Unbekannte eliminirt: 

(4) 2;+ Coo dl C22 ... C„-i=0. 

« 
Die Resultante ist also hier die symmetrische Determinante von nur 
w + l Reihen, welche auf der linken Seite steht. 

Dass die Form (3) der von der Invariantentheorie geforderten Ge- 
stalt der Resultante näher kommt als die nach der erst angefahrten 
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Regel gebildete, liegt nicht sowohl in der verminderten Anzahl von 
Beihen, welche die Determinante enthält, als in dem Umstände, dass 
man sich eiuer intermedillren Bildung F bedient, um aus ihr sodauu 
die Besultante zu bilden. Die Form F ist eine Covariante mit zwei 
Beihen von Veränderlichen; setzt man symbolisch 

so ist 

F{x,y)=-'—' " ' 






^a^My-^a^rOy .^ „-1 ^ „«1 , ^ „_2^ »-2 



oder; wenn man bemerkt, dass 

ö* f^y — a, tty = (a a) (xy) 

ist und die Division ausführt: 

(5) F {X, y) =3 iflo) { a,«-i «j,"- » + ax"-^ aj,«-« . a, a,, 

+ aj|»-3 «y"-^ . «x* a^- . . . } . 

An diese Form knüpfen sich einige Sätze, welche oft von Wich- 
tigkeit werden. Die Function F {Xy y) verschwindet immer, sobald 
f'{x) und q) {x) verschwinden, also für beliebige Werthe der y. Setzt 
man nun y^^x^, yi = x^, so erhält man 

F{x,x)^0 = n.{aa) a,«-^ a^"-« . 

Aber der Ausdruck^ rechts ist bis auf einen numerischen Factor 
die Functionaldeterminante von f und tp\ diese verschwindet daher 
immer für dasselbe Werthsystem, für welches /'und tp verschwinden. 
Aber noch mehr : Differenzirt man die Gleichung (5) zuerst nach eiuetu 
der y und setzt dann y^'=^x^y Vi "=^29 ^^ muss mau auch noch Null 
erhalten. Nun ergiebt sich dann aber: 

/d.F(x,y)\ W.W— 1, . „ „ „ ,, 

( 8y/ \=. =-'- -TT- ^''"^ "' "' ''^^ «• + "' «'• 5 ■ 

es steht rechts der Differentialquotient der Functionaldeterminante 
nach Xiy multiplicirt mit einer numerischen Constante. Daher hat man 
den Satz (vergl. Salmon, Lessons, 2** ed., p. 69.): 

Verschwinden für ein Werthsystem x^y x^ zwei 
Formen /*, 9 von gleicher Ordnung, so verschwin- 
det für dasselbe auch die Functionaldeterminante 
von f und q> nebst ihren ersten Differentialquo- 
tienten. 
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Man kann diesen Satz auch aus der Entwickelung ableiten, welche 
die Function F{Xjy) nach der Formel (6) des § 7. annimmt. Nach 
dieser hat man, wenn der Kürze wegen 

gesetzt wird: 

Sind j?jy e^ nun ganz beliebige Grössen, und unterwirft man die 
Function F dem Prozesse 

und setzt sodann ^^=0::,, y^^^«; so ergiebt sich 

ein Aasdruck, der, da F für jeden Werth der y verschwindet, für 
alle Werthe der z gleich Null sein muss. Dies aber ist wieder der 
obige Satz. 

Der erste Theil dieses Satzes, d&ss nämlich die Functionaldeter- 
minante selbst verschwindet, gilt auch noch, wenn die Ordnungen 
Ton /* und 9) verschieden sind. In diesem Falle wird, abgesehen von 
einem numerischen Factor, die Functionaldeterminante : 

daher, wenn Wj, u^ beliebige Grössen sind, also Ux als von Null ver- 
schieden angenommen werden kann: 

jD.tix = (a«) Wx«a:"'~* «x""* 

= [(aw) «x,— {au) ax] ax"'"' a*""* 
= 9.(ati)ax'"~' — /". (at«)ax"""' . 

Mit q) und / verschwindet also D, und man hat den Satz: 

Wenn für ein bestimmtes Werthepaar a^j, a:^ zwei 
Formen verschwinden, so verschwindet für dasselbe 
auch ihre Functionaldeterminante. 

Auch diesen Satz kann man daraus ableiten, dass ähnlich wie in 
dem Falle, wo m^^tty eine gewisse Covariante mit zwei Reihen für 
alle Werthe der Veränderlichen der einen Reihe verschwindet. Man 
kuQpft dies an die Ausdehnung der abgekürzten Methode der Resul- 
tantenbildung auf den Fall, in welchem die Ordnungen ungleich sind. 
So wie fßr m = n die Form 



betrachtet wurde, so kann man hier, wenn m > n, die Form 

Clebich, Theorie der biniuren algebr. Fomen. 6 
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einführen,* welche, sobald das Werthepaar x^, x^ den Gleichungen 
f=0, 9) = zugleich genügt, für alle Werthe der y yerschwinden 
muss. Ist, analog wie oben: 

iz =m — 1 Jlr = fi — 1 

so zerRillt die Gleichung i^=0 in die folgenden n Gleichungen, welche 
die X zur (w — 1)*®° Dimension enthalten: 

2^- Co x^^ x/"^^^ = 
^ß. ZiCiiX.'x^'^-^^ =0 

Dieses sind n Gleichungen mit den m linear auftretenden Grossen 

/7^ /»• "1 — 1 '*• W — 2 /*» /¥• Ol — 3/y» 2 /y» M — l 

III *X/ 1 • «x/« ax/a • «x/| «A/Q , * * ■ f ^^9 * 

Fügt man den Gleichungen (6) die m — n Gleichungen 
(8) ajj"»-"-^ 9 = 0, x^—^—'^x^ q)=^0, , .,x^-^—^ q) = 

w 

hinzu, so kann man die Grossen ^7) aus (6), (8) wie lineare Unbekannte 
eliminiren, und erhält die Resultante von /'=0, 9 = als Determi- 
nante von m Reihen, also in einer der früher gegebenen gegenüber 
verkürzten Form. 

Entwickelt man F nach Potenzen von (xy) nach der Formel (6) 
des § 7., und bezeichnet durch ^ wieder die Form 

so erhält man: 

Da diesmal F nicht mehr symmetrisch für die y und für die x 
ist, so fallt das mit der ersten Potenz von {xy) multiplicirte Glied 
nicht mehr aus, und man erhält daher nur, indem man berücksichtigt, 
dass F für alle Werthe der y, also auch für y=^x verschwinden muss: 

^^m+n-2^0, 

was der oben angegebene Satz ist. — 

Der Fall der Elimination aus zwei Gleichungen gleich hoher Ord- 
nung tritt bei der Discriminante ein. Die Discriminante ist die- 
jenige ganze Function der Coefficienten einer Form ^, welche ver- 
schwindet, sobald unter den linearen Pactoren von f zwei einander 



* Vergl. Gordan im S.Bande der mathematischen Annalen. 
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gleich werden, oder geometrisch, sobald zwei Elemente der zu / gehö- 
rigen Gruppe zusammenfallen. Wenn aber einer der in f auftretenden 
linearen Factoren doppelt vorkommt, so ist dieser noch Factor der 
ersten Differentialquotienten von f\ mit ihm verschwinden also auch 
diese, und man erhalt die Bedingung für das Auftreten eines Doppel- 
factors in f, indem man aus den Gleichungen 

(9) #^ = 0, 1^ = 

die X eliminirt (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. p. 116.). Es sind zwei 
Gleichungen (w— !)*•' Ordnung, welche man vor sich hat; die linke 
Seite der Eliminationsgleichung, die Discriminante, ist also vom 
(w— 1)*«'' Grade in den Coefficienten der ersten, von ebenso hohem in 
den Coefficienten der zweiten Gleichung (9), daher im Ganzen vom 
Grade 2(n— 1) in den Coefficienten von f. 

Will man für diesen Fall, der Cayley' sehen Methode ent- 
sprechend, die Bunction F bilden, so muss man an Stelle der 
Functionen fy tp des Vorigen die Formen 

n cx^ ^ 

n dx,-^''^' 
setzen, wo symbolisch 

Es ist also dann 

Aber die Symbole a, b haben hier völlig dieselbe Bedeutung; man 
kann also a mit b vertauschen und endlich für F die halbe Summe 
des ersten und zweiten Ausdrucks setzen. Dann erhält man 

(10) F=4^(ab)^\a,''-''by^-'^+a^^'-^by^-^.aybs+as''-*by'^My^bJ 

was eine Covariante von f mit zwei Reihen von Veränderlichen ist. 

Wie man. aus der Function F zu symbolischen, freilich compli- 
cirten Darstellungen der Resultante und Discriminante gelangen könne, 
habe ich im 59. Bande von Borchardt's Journal dargelegt; eine 
Reihe weiterer Untersuchungen über die Frage, so wie eine grosse 
Zahl von Bildungen in definitiver Form gab Hr. Gordan im 3. Band 
der math. Annalen. Ich werde mich hier begnügen, von einigen 
besonderen Fällen zu sprechen, in denen es gelingt, dem Resultate 
der Elimination eine übersichtliche Gestalt zu geben. 
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§ 27. Blldun;^ der Resultante für den Fall* wo eine der gej^ebenen 

Formen Ton der zweiten Ordnung ist« 

Wenn von zwei Formen die eine von der ersten Ordnung ist, so 
ist es sehr leicht, die Eliminationsgleiehung zu bilden. Denn aus der 
linearen Gleichung 

folgt sofort 

und indem man dies in die symbolische Form von f: 

einsetzt, erhält man für die Resultante die Form 

B = (a «)». 

Aber auch noch, wenn eine der Gleichungen von der zweiten 
Ordnung ist, kann man die Form der Resultani|p ganz allgemein 
bilden. * 

Sei nämlich, in lineare Factoren zerlegt: 

Dann sagt die Resultante von q) und f, dass entweder f und p oder 
f und q gleichzeitig verschwinden. Die Resultante von f und 9 ist 
also das Product der Resultante von f und p mit der Resultante von 
f und q. Nun ist nach dem Vorigen die eine Resultante in symbo- 
lischer Form (ap)", die andere, indem man nur ein anderes Symbol 
einführt, {bq)". Daher wird 

jB = (ajp)" . (h qY = (a g)« . {IpY 

Es kommt nun darauf an, in diesem Ausdruck an Stelle der 
linearen Factoren von 9 symbolische Coefficienten einzuführen. Man 
erreicht dieses am zweckmässigsten auf folgende Art. Setzt man der 
Kürze wegen 

{ap) (b q) = ^, {a q) {bp) = v, 
so ist 

(1) E = ^^. 

Ist M gerade, so ist, wie gezeigt werden soll, dieser Ausdruck 
als ganze Function von q^ und o darstellbar, wo 



* Vergl. die Abhandlung des Verfassers: „Ueber eine Classe von Elimina- 
tionsproblemen^S Borchardt's Journal Bd. 58. 
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Ist n ungerade; so muss man zuvor einen Factor (i + v abson- 
dern, um alles Uebrige durch q^ und ö ausdrücken zu können. Dass 
man gerade q^ und einführt, motivirt sich durch die einfache Form, 
welche diese Ausdrücke bei Anwendung der symbolischen Coefficien- 
t«n Ton 9 annehmen. Ist nämlich symbolisch 

<P==Pxqx===€rJ^ßJ etc., 
so hat man die symbolischen Gleichungen 

l>iQ^i = «iS I'iff2+Ä3i = 2ai«s„ i>2ft = «2* etc., 
und daher 

u + v = (ap) (bq) + (aq) (bp) = 2 (aa) (ba) 
ii-v^ö = {ap) (aq) . {bp) {bq) = (aa)* {bßY 
(/* -vY=Q^'==\ {ap) {bq) - {aq) {bp) P = (a6)« (pq)^ 

= (ö6)' I iPi 2« +JP, 3i)' - "^Pi qi 'Pi fc } 

= 2 (a 6)M (2 a, «, . /J, /J, - «,* /J,* - «,* ^,M 

= -2(a6)2(a/J)2 = ~2(a6)>J9, 

wo Z) die Invariante von q) ist (vergl. § 2.). 

Ich werde nun zunächst zeigen, wie jR, bez. — ; — sich durch 

° ' ' li + v 

(§jt — vf und fiv ausdrückt, und sodann^ wie mit Hülfe der Gleichungen 

|Li + i/ =2 {aa){ba) 
(2) 6= iiv ={aa)^{hßy 

p2 = (^_i/)2 = ~2(a5)«J9 

R durch Invarianten von übersichtlicher Entstehungsart darge- 
stellt wird. 

Bezeichnen wir ^urch St den Ausdruck 

/Sjt = /i* + (-l)»-*i/*, 
so dass 



Sn 



2 • 

Es bestehen dann, wie man ohne Weiteres sieht, die folgenden 
Gleichungen: 

S„ ={II — V) Sn^l+flV S„-2 
(3) S„»i = (/X — V) Sn^2 + (lvSn~Z 
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• 

Was Si und Sq angeht^ so werden diese verschieden, je nachdem 
n gerade oder ungerade ist, Fälle, welche schon oben unterschieden 
wurden. Für ein gerades n hat man: 

(4) S, = ii-v, S, = 2, 

für ein ungerades 

(5) S,=^(i + v, 5o = 0. 

Um nun jS„ aus den Gleichungen (3) durch S^, 8q auszudrücken, 
denke ich mir jenes System nach oben zu unendlich fortgesetzt, mul- 
tiplicire die Gleichungen, von unten anfangend, mit den Potenzen 
1 , SS, j?^ . . . einer beliebigen Grosse jer, und addire. Ist sodann Sl die 
linke Seite des Resultats: 

(6) ^^S, + eS^ + z'S, + ..., 
so hat man aus (3) 

und daher 

(7) ^^ (^ + az)8, + S, 

Der gesuchte Ausdruck S„ ist nach (6) der Coefficient von ;?"-* 
in der Potenzentwickelung von Ä. Nun hat man 

1_ 1 öz^ a^^ 

(8) l^QZ-6Z^^\^^z'^{\-QZf^(X'-9^f 

= 1 +p;9 + (>^jer^+p3j?^ . .. 

+ (1 +2 Q z + ^ Q^ z^ + 4: Q^ z^ . . .)6Z'^ 

2 ^1 



+ (l + j-^2^^+ j^2P^^'+i:2^^^'*"7^'^ 



=^K^+K^z + K^z^ + K^z'..., 



wo 



K 


1 






ir.= 


9 






K,= 


Q' 


+ « 




• • 


p3 

• • 


• • • 


a 



(9) 



Überhaupt 

(10) ir;t=(>* + (;t-i)tf(>*-''+ ^~^-^~^ tf«e*-< 

,Ä — 3./i — 4.Ä — 5 , . ». 

+ TTäTs «'P*-« + -, 

eine Formel, deren Gesetz sofort einleuchtet. Setzt man die Reihe 
(8) nun in (7) ein, so hat man 
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und daher, indem man den Coefficienten von ^"-^ nimmt, welcher 
gleich S, oder gleich 2 R ist: 

(11) R=\]{QS, + a S,) £-._, + 0S,. K„-, \ , 

odeTy wenn man bemerkt ^ dass 

(12) pir„_,+ CT ir„_3 =/!„_, 

ist: 

(13) Ii = \\S,Ku-x + oS,K„_,\. 

Je nachdem also n gerade oder ungerade ist^ hat man nach 
(4), (5): 

1) n gerade: 

(14J 211-^ (}--{- na p"--> + *L-"-'^oi!p«-i 

. tj . n — 4 . n — 5 , . . 
^ 1.2,3 ^ ^••* 

2) M ungerade: 

^ 1.2.3 ^ •••(* 

Bezeichnen wir nun je nach Bedürfnis» die Symbole von tp durch 

«,«..., ß , ß .. ., y, 
so haben wir aus (2): 

l) Für ein gerades n: 

. (a6)«-2*. (aa'y'ihßJiaa'J (hßy...{aa(^))^ (&/?(*))« 
oder 



n M 



i¥o ^A die Invariante bedeutet: 

(18). Ät= (a6)»-2* (aa')' (««")'••• (««^^0^ (&/J')'(6/3'7 ••• (&/3<«^0'- 
Von dieser BezeiQhnung nehmen wir nur denjenigen Coefficienten 
aus, für welchen Z;=r — , den letzten. Dieser nämlich zerfallt in die 
beiden einander gleichen Factoren 
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und man hat also 
(20) gJ^B^ 

2) Für ein ungerades n: 



"~'-i ^^'-* 



pn-2Jr- 1 fft (^ -j. v) = 2 (oy) (6y) . (- 2) * .2) '' 

. (a 6)"-»-' * (a «')' (« «")* . . . (a a"^')* • (& ß'? Q> ß^T •••(*• i^** 0* 
oder 

(21) p»-"-« fft (^ + v) = 2 . (- 2)"^ * D'^ ' . 4i , 

wo Äk die Invariante bedeutet: 

(22) ^t = (a6)»-'-" (ay) (6y) . (aa? (««")'•••(««<**)* 

.(6^')«(6^")*-"(i/''")*- 

Und die Ausdrücke für die Resultante sind also: 

1) für ein gerades n: 

(23) B = (-D)^.2""^.^+».(-2))^.2~.^i 

2) für ein ungerades n: 

(24) B==(-2D)~^A^+{n-2){-2D)~ A, 

+ ^^2 ~ ^- ^ ^^ ""^^ ^, + • . . - — ^-D ^-_z.3 + ^.^ . 

Insbesondere ergeben sich für die kleinsten Werthe von n die 
Bildungen: 

n = l: B = Ag ^^ = (0«)* 

n = 2: iJ = -i)4, + JS« J[<, = (a6)», B = (aay 

„ « = 3 : i? = -22)^+^1 ^ = (ab)* (ay) (6y), 

^ ' A, = {aY)(by)iaa)*(bßy 

n = 4: JJ = 2Z)ä^-4D^,+£« ^„ = (a6)S 

A, = {abyiaanbßy, 
B =(aa)«(o«')*. 

An die Gleichung (23) knüpft sich der bemerkenswerthe Satz: 
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Die Besaltante einer Form 2*" Ordnung mit einer 
andern Form gerader Ordnung setzt sich immer aus 
niederen Invarianten zusammen. 
Denn in (23) ist kein Glied vorhanden ^ welches nicht in Factoren 
zerfallt y während in (24) allerdings ein solches existirt. 

£s bleibt übrige die Entstehungs weise der Invarianten A, B aus 
niederen Bildungen darzulegen. Hierzu führt die Aufstellung der fol- 
genden Reihe von Govarianten: 

(26) q = q^--^ = [a af (aa )' ^'x"" ' = {pafp^^-^ 

r = r,»-« = {aay {aaj {aa'y aj'-^^iqaf gr,«-« 



Im Falle eines geraden n schliesst diese Reihe mit einer Inva- 
riante, welche nichts Anderes ist als i^; die übrigen Bildungen aber 
liefern die A mit Hülfe folgender Ausdrücke, in denen die verschie- 
denartigen derselben Covariaute zugehörigen Symbole durch obere 
Striche unterschieden sind: 

-4* = (33')"-* 
^s = ('-0'-» 



Dieselben entstehen aus p, q . . . ebenso, wie A^ aus f. 

Im Falle eines ungeraden n enthält die Reihe (26) lauter Cora- 
rianten ungerader Ordnung. Bildet man aus ihnen zunächst die qua- 
dratischen Corarianten: 

P= PJ = (ppy-^P^p'^c = {aay {bß)» (ab)«-' o, 6, 

Q^QJ =(33')»-* ?^<z'x = (aa)«(aaT(6^)«(6/J0*(a6)--»a,5x 

= {aay {a aj {aa"y {bßy {bßf (hßy {ab)'-'' o., 6, 



so hat man: 

A = (Py)' 

^={Q y)* 
4, = (B yy 



. Diese Invarianten entstehen aus p, q, r . , . genau so, wie 

^=(at)"-i(ay)(fty) 
ans f, — 

Unter den bei (25) angeführten einfachsten Fällen führt die Eli- 
mination aus zwei Gleichungen 2*«' Ordnung nur auf die Invarianten 
der beiden Formen (J9, Aq) und auf ihre simultane Invariante B] 
B==B^-I)A^. 
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Aber diese Resultante kann in einer noch einfachem Form dar- 
gestellt werden. Setzt man für D, By A^ ihre symbolischen Aus- 
drücke, so hat man 

E^{aaY (bßf -^ {ahf {aßY 

= [{aa) {bß) + (ab) {aß)] [{aa) {bß) - {ab) {aß)], 

oder mit Anwendung der Identität (IV) des § 15.: 

(27) R = [{aa) {bß) + {ab) {aß)] {aß) (&«). 

Betrachtet man nun die von der Functionaldeterminante nur um 
einen Zahlenfactor verschiedene Covariante 

(28) ^ = »J = ^V . . . = {aß) a, /J,, 

so ist 

^x ^ij = i {a ß) {ajc ßy + ay ßa) 

[indem man (28) nach den x differenzirt und die Resultate mit { y^ j 
^y.2 multiplicirt addirt]; aus dieser Form aber entsteht der Ausdruck 
(27), wenn man für x^, x^, y^, y^ bezüglich «2, — «i? &2? — ^i ^^^^^ 
und mit — 2 (ba) multiplicirt. Daher ist auch 

2J = -2(0'«)(^6)(6a). 
Aber dieser Ausdruck wiederum entsteht aus 

wenn man x^j x^ durch -^j,, — O-j ersetzt und mit —2 multiplicirt. 
Daher ist endlich auch 

(29) , Ji = -2(^^')% 

d. h. die Resultante zweier quadratischen Formen kann 
durch die Invariante ihrer Functionaldeterminante ersetzt 
werden.* — 

Bei der Elkuination aus einer Gleichung 9^ = 2*** und einer 
Gleichung /*= 3*®' Ordnung ist eine quadratische Covariante von / 

J = ^x^ = (a Vf ax bx 
und eine simultane lineare Covariante 

p = {aay<ix 
zu bilden; man hat dann 

und 

R = A^-2I)A^. - 

* Im Allgemeinen muss die Kesultante zweier Formen gleicher Ordnung ein 
Factor der Discriminante ihrer Functionaldeterminante sein, wie dies aus dcui 
Satze am Ende von j). 80 hervorgeht. 



und DiBcriminanten. — § 27. 91 

Endlich bei der Elimination aus einer Gleichung 9 = 2^ und 
einer Gleichung /'=0 4*«' Ordnung ist ausser der zu f gehörigen 
Invariante 

zunächst die simultane quadratische Covariante 

zu bilden; aus derselben hat man 
und endlich 

Man kann sich die Frage stellen, unter welchen Bedingungen 
die Form n*®' Ordnung zwei Factoren mit der Form 2^ Ordnung 
gemein hat, diese also ganz als Factor enthält*. Dies erfordert 
offenbar zwei Bedingungen. Aber man würde sehr irren, wenn man 
erwarten wollte, das gleichzeitige Eintreten zweier Bedingungen durch 
das Verschwinden zweier Invarianten charakterisirt zu sehen ; vielmehr 
tritt dieses nur in wenigen vereinzelten Fällen ein. Es ist wichtig 
festzuhalten, dass das gleichzeitige Eintreten mehrerer 
Bedingungen im Allgemeinen sich durch das Verschwin- 
den sämmtlicher Coefficienten einer GoTariante auszu- 
drücken pflegt. Dabei hat man dann freilich scheinbar zwischen 
den Coefficienten der zu untersuchenden Functionen mehr als zwei 
Gleichungen. Aber in der That sind diese dann doch immer in der 
Weise mit einander verträglich, dass man allen zusammen durch pas- 
sende Bestimmung zweier unbestimmter Grössen (etwa unbestimmt 
gelassener Coefficienten) zu genügen im Stande ist, ohne dass es doch 
moghch wäre, zwei einem solchen Systeme vollkommen äquivalente 
Bedingungsgleichungen aufzufinden. 

So kann man denn auch in dem vorliegenden Falle leicht eine 
Covariante angeben, welche die Eigenschaft hat, dass das gleichzeitige 
Verschwinden ihrer sämmtlichen Coefficienten nothwendig und hin- 
reichend sei für die Erfüllung der Forderung, dass eine quadratische 
Form in einer Form n*®' Ordnung als Theiler enthalten sei. Sind wie- 
der wie im Vorigen p^e und g^ die linearen Factoren der quadratischen 
Form q)y so ist diese Covariante 

_ {apY . qJ" - (gg)" . i?x" 
(i>2) 

eine Covariante, welche in der That für alle Werthe der x verschwin- 
det, sobald, der Forderung gemäss, die Grössen (apY und (ag)" gleich- 



* Vgl, Gordan im 3. Bd. der math. Annalen. 
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zeitig verschwinden. Aber auch umgekehrt: Verschwinden alle Coef- 
ficienten von ^, verschwindet also O für alle Werthe der x, so folgt 
nothwendig 

d. h. die quadratische Form ist Theiler der Form n**' Ordnung. 
Die Co Variante O entsteht aus der Form 

indem man y, durch —«2? Vi durch a^ ersetzt; und es kommt daher 
zur Darstellung von nur darauf an, die Form ^ in geeigneter 
Weise zu bilden. Dies geschieht ganz ähnlich, wie die Bildung 
von R im Vorigen. Setzt man 

so kann man sowohl /tt — v als ft . i/ auf einfache Weise ausdrücken; 
denn es ist 

Q=-ii-v = {pq)(yx), (ft-r)« = -22)(y^)S [vgl. (2).] 

Wir suchen also den Zähler von 'J^ durch ft — v und /it v auszu- 
drücken. Sei 

/it* — (— l)«-*i/* = Sfc; 

dann ist 

(PO)' 

Für die Sk aber hat man die ßecursionsformel 

Sk = {^ — v) Sk-i + (IV Sk^2, 

und die Sk bestimmen sich also genau durch das Gleichungssystem (3), 
welches oben behandelt wurde. Es fand sich dort 

Sn=(QS^ + aSQ)Kn-2 + <iSiKn-.Z , 

wo 

2r, = 9* + (Ä - 1) (T 9*-2 + Ä--2^ Ä-3 ^, ^,_^ 

+ 1.2.3 "^ ^ ^•'•• 

Unterscheidet man wieder die beiden Fälle, wo n gerade und wo 
n ungerade ist, so ist in ersterem 

S,^li + v, So = 0, 
im zweiten 
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Für ein gerades n hat man also 



, M— 4.n— 5.n — 6 , . . 

+ TTTä ** «»"" 



fnr ein ungerades n dagegen: 

In beiden Fällen tritt q als Factor auf, und da 
so wird der Ausdruck für 

(i>3) 

1) bei geradem n: 

2) bei ungeradem n: 

= (y^) Ip"-' + w <y c»"-' + "^-^^^ <y' c»"-' + . . .} . 

Führt man jetzt für ft + v den symbolischen Ausdruck in den 
Coefficienten von (p ein, 2 a^ Uy, und ersetzt q^ durch —2 2) (ya:)*, 
ö durch qp (a:) 9) (y), so hat man: 

für ein gerades n: 



^={yx)[(- 



für ein ungerades n: 

2Df^ .(yx)^-'+nq>{x)q>(y) (-22))^ (yx)—« 
+ ^^^f^ <p'{x) <pHy) . (- 2 Dy^ {yxY-^ + . . 

Wenn nun die Co Variante O gebildet werden soll, so führt man 
wieder — a^ für y^, a^ für y, ein, wodurch {yx) in — a,, «y in — {aa) 
übergeht Wenn man also die folgenden Bezeichnungen von Cova- 
riauten einfahrt: 
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bei geradem n: 

K^ = [a a) [a af {a dj «.^ a^"-^ 
bei ungeradem w: 

L^=(aaf{aaya,—^ 



so sind die unter den fraglichen Verhältnissen verschwindenden 
Covarianten : 

1) bei geradem w: 

n — 2 n — 4 



? 



n-3^^4 ""' 

1.2 

2) bei ungeradem n: 

«— 1 11 — 3 



+ ."~ y^(-22>) * ÜT, 



_<p = (_22)) 2 i, + n9).(-2D) » L 



2 



Insbesondere wird also für w = 2 die Bedingung dafür, dass 
zwei quadratische Formen nur um einen constanten Fac- 
tor verschieden seien, durch das Verschwinden der Covariante K^ 
d. h. ihrer Functionaldeterminante dargestellt. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer cubischen sei, führt auf das Verschwinden der cubischen 
Covariante (w = 3): 

-2Z>Z, + 3 9i:2 = -2Z).a^3^3 9?.(aa)2a,. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer biquadratischen sei, führt auf das Verschwinden der 
biquadratischen Covariante 

~ 2DK^ + 2 9Z2 = - 2Z> (aa) aa,as^ + 2(p, (aa) {aaf a, a^. 



§ 28. Resultante zweier cubischen Formen. 

Ich will noch die Resultante zweier Formen dritter Ord 
nung ableiten. Seien die gegebenen Formen 



^^^ cp = a,3_^_3 



X • • • • 



^^^ »J ». = 0. 



< 


«I* «K 


OiO^' 


«/ 


< 


«1*«.. 


«1««* 


«/ 


*.» 


».'*, 


*.«•»* 


V 


*7 


*?^', 


^', ^7 


*7 
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Alsdann ist nach dem Satze am Ende von p, 80 für /'=0, q) = 
nicht nur 

^2) # = ^,* = (a a) aj K^ -= , 

sondern auch die DifiPerentialquotienten von -ö* verschwinden, so dass 

man hat: 

^/^^ = 

Diese Gleichungen zusammen mit (1) sind vier Gleichungen drit- 
ter Ordnung; man kann also aus ihnen die Grossen 

X* f O X* Xq u O Xt X^f > Xa 

wie lineare Unbekannte eliminiren, und erhält dann die Eliminations. 
^leichungy indem man die von den beiden Gleichungen (3) her- 
rührenden Symbole unterscheidet: 



(4) = ^i^'2. 



eine Gleichung, welche in der That sowohl für die Coefficienten von 
f als für die von (p vom dritten Grade ist. 

Nun verschwindet aber die Determinante, sobald die in zwei Reihen 
vorkommenden Symbole proportional werden, etwa a^i a^=^ a^: a^^ 
oder sobald die aus den Symbolen zweier Reihen zusammengesetzte 
Determinante [etwa (a«)] verschwindet. Daher enthält jene Deter- 
minante die Factoren 

(aa), (a^), (a^O, («^), («^0; (^^0, 

und kann, da die Dimensionen übereinstimmen, durch ihr Product 
ersetzt werden. Man hat also die Eliminatiousgleichung in der sym- 
bolischen Form 

0=.^^i^\{aa) {a^) {a^") (a^) (a-^O (^-^O- 

Setzt man nun an Stelle der rechten Seite die Summe dieses 
Ausdrucks und desjenigen, welcher durch Vertauschuug von ^ mit -Ö*' 
erhalten wird, so hat man 

0= (aa) {a%) (a&') {a^) (a^') (-&^')S 

und die Resultante wird also: 

(5) JB = (a a) (a 0-) (a d^') (« ^) (a ^') (» d^y. 

Aber auch diese Form kann noch eleganter gemacht werden, in- 
dem man sich der Identität (V) des § 15. bedient, nach welcher 

(a-^) (a^O {ad) {ad'') = i \{a»)^ (««-^ + {ady {a^y - {aay {ddy\. 
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Führt man dies, in (5) ein, so liefern die ersten beiden Glieder 
zwei Terme, welche sich nur durch die Bezeichnung, nämlich durch 
Vertauschung von & mit -ö-', von einander unterscheiden. Zieht man 
beide zusammen, so bleibt demnach: 

(6) B={aa) {a»/ {ad'y (»&y - ^ (a«)» . (-^^y. 

Der zweite Theil rechts ist das Product einer sehr einfachen 
simultanen Invariante von f und tp mit einer Invariante von &. 
Der erste Theil l'ässt sich auf diesen zweiten und auf eine Invariante 
von d' in folgender Weise zurückfuhren. Gehen wir von der For- 
mel aus: 

Indem wir dieselbe wiederholt nach den x differenziren und die Diffe 
rentialquotienten mit Grossen y multiplicirt addiren , erhalten wir zuerst 

d'J'^ &y' :=^{aa) {aj a, ay+ «,* a, ay } , 
sodann aber 

^^"^ ^ »"* = i («^ «) I («x* CCy^+CcJUy^ + i üs CLa: öy «y } . 

Man kann nun, nach der Identität (YIII) des § 15. 

«x cca.ayay = ^ j a,* «» ^ + ccj aj,* — (a a)^ {xyY\ 

setzen, und erhält dann: 

&J'^^y''^ = ^{aa)l3aJay^ + 3a^^ay^-^2{aay{xyy}. 

In dieser Gleichung setze ich zunächst d"^, —d'^ für y^, y^ und 
multiplicire mit d'x^] dann kommt: 

und ferner setze ich d-'g, — -ö-'i für x^, x^. Es ergiebt sich dann, in- 
dem man rechts die beiden ersten Glieder, welche sich nur durch die 
Bezeichnung unterscheiden, zusammenzieht: 

('^-&')2 (a&y (^>'7 = {aa) {ad'Y {a^J {^&'f - ^ (aa)» {d-^y. 

Man drückt daher den ersten Theil der rechten Seite von R mittelst 
der Gleichung aus: 

{aa) (a»y (ad'J {J&^'f = (^d')^ (^O' {»'»y + \ (a «)» (&»y. 

Setzt man also, einer in der Theorie der Formen 4*«' Ordnung 
zu benutzenden Bezeichnung gemäss: 

so ist die gesuchte Resultante: 

(7) B==j^-i{aay.i^. 
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I 29. Diserioiinanten Ton Formen der niedrigsten Ordnungen. 

Die im Vorigen entwickelten Resultate erlauben es, die Discri- 
niinanten der Formen 2*^, 3*«' und 4*«' Ordnung aufzustellen. 

Die Discriminante einer Form 2*«' Ordnung ergiebt sich aus der 
Gleichung (10) des § 26. ohne Weiteres. Denn die Gleichung F = 

geht in . 

(a6)- = 

über, so dass also die Invariante {aby zugleich die Discriminante der 
Form ist. 

Die Discriminante einer cubischen Form erhält man aus der Form 
^^29), welche in § 27. der Resultante zweier quadratischen Formen 
gegeben wurde. Man braucht nur zu untersuchen, was aus der Form 
0^ wird. Es war 

d' = {aa)axCCjc> 

Aber jetzt muss an Stelle von a^* der erste Differentialquotient 
Ton /"nach x^, also (abgesehen von eynem numerischen Factor) a/ a^, 
an Stelle von a^^ ebenso i,* b^ gesetzt werden. Hierdurch verwandelt 

sich ^ in 

a^ b^ {ab) a, bx, 

oder wenn man a mit b vertauscht, in 

— a^b^{ab)asbsj 
oder endlich, indem man die halbe Summe beider Ausdrücke einführt : 

wenn /1 die Covariante 

bedeutet. An Stelle der Discriminante kann also die Invariante {/Jjy 
gesetzt werden. 

Bei den Formen 4*" Ordnung ist die Resultante zweier cubischen 
Formen zu benutzen, wie sie in (7) § 28. gefunden wurde. An Stelle 
von ff q> treten hier die Formen 

also an Stelle von 

die Covariante 

{ab)a,b^aJbJ='-{ab)a^b,axnj = ^{abyaJbJ^iH, 

wo H die Covariante 

Clebsch, Theorie der bin&ren algebr. Fonneu. 7 
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bedeutet. Sodann wird^ indem man die Bezeichnungen des § 28. bei- 
behält : 

Endlich geht die Invariante (aoif über in 

{fi bf a^ feg c=j - (a 6)3 b^a^^^^ {a 6)* = -^ i/- = ^ 

(wenn wir die Invarianten ohne Index auf f beziehen), und die 
Discriminante wird, mit üebergehung des Nenners 8: 

JH — i ** iff . 

Nun wird in der Theorie der biquadratischen Formen gezeigt 
werden, dass 

die Discriminante kann also mit Üebergehung eines Nenners 3 durch 
ersetzt werden. % 



Vierter Absclmitt 

Theorie der Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung. 



i 80. Ueberschiebimfeii. 

Schon im Vorigen wurden gewisse Arten von Bildungen för Co- 
yarianten und Invarianten wiederholt benutzt. Wir wollen diese nun 
genauer studiren; zunächst insoweit die Kenntniss ihrer Eigenschaften 
für die Untersuchung der Formen zweiter, dritter und vierter Ord- 
nung nothwendig wird. 

Die einfachste Art, aus zwei Formen - ; 

durch Anwendung dieser Symbole Covarianten zu erzeugen, besteht 
darin ^ dass man den Ausdruck bildet 

(1) n = (9^)*9?^"—*V'x""'^ 

und zwar entstehen so oflFenbar die einzigen Formen, deren symboli- 
scher Ausdruck die Symbole von q) sowie von ^ nur einmal ent- 
hält.» 

Der Ausdruck (1) besitzt die Invarianteneigenschaft; er ist für die 
Coefßcienten von (p und ^ linear. Die Zahl k kann von (wo man 
das Product von 97 und ^ erhalten würde) bis zu derjenigen der Zah- 
len m und n gehen, welche die kleinere ist, beziehungsweise, wenn 
m und n gleich sind, bis zu diesem Werthe, wo dann die Invariante 

entsteht. 

Die Bildung (1) soll als k^* Ueberschiebung von ip über ^ 
bezeichnet werden. Man kann sie auf eine Combination der Differen- 



* Diese Bildungen sind von Cayley, fourth memoir upon quantics, angege- 
ben tmd behandelt worden; sie sind zugleich der einfachste Fall der von Aron- 
hold (Borchardt'fl Journal Bd. 62) betrachteten „Fundamentalinvarianten". 

7* 



\in) Viert^T Abschnitt. Theorie der Pornieil 

tialquotienten von 9 und ^ zurückfuhren; denn da aus der symboli- 
schen Form von 9 und ^ folgt, dass 

^^-^ =n . n - 1 . . . (w-A-t + 1) . ^,— *- . ^i*^,S 



r./y' ( x^' 



so crgiebt sich aus der Auflösung der Potenz von (9^) in (1) die 
Gleichung: 

^ TT 1 1 

(2) TT=- • • 

7«.m— l...(m— i+1) w.n— l...(n— Ä+1) 

Bei A:= 1 erhält man die Functionaldeterminante der beiden Formen: 

bei h = 2 einen der Invariante zweier quadratischen Formen analog 
gebildeten Ausdruck 

TT = (9? !fO^ 9?x"—^ ^"'^ 

1 ' p'y g^» 2 ^V a^» a^y a«» | 

"~w,m— 1 . n.n— 1 [cx^dx^ cx^ cx^cx^cx^ dx^dx^ 

u. s. w. 

Diese Bildungen stehen in einem genauen Zusammenhange mit 
der Operation z/, welche in § 6. die Polaren ergab. Wendet man 
diese Operation auf 9 in seiner symbolischen Form an, so erhält man 
sofort: 



Man erhält also die Ueberschiebungen von i> über 9?, 
wenn man in den Polaren von fp die Veränderlichen j/j, y* 
durch die Symbole ^2, — V'i ^^^ i> ersetzt und die ent- 
sprechende Potenz von ^x als symbolischen Factor hinzu- 
fügt. Man hat nämb'ch so 

aus z/g): (g)V) V*"'""' ^*"""* 



Statt zweier Formen 9), ^ kann man auch zweimal dieselbe Form/' 
benutzen, also diese über sich selbst schieben. Aber alsdann redncirt 
sich die Anzahl der Ueberschiebungen; es verschwinden alle diejeni- 
gen, für welche k eine ungerade Zahl ist, weil diese Formen durcli 






I 
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Vertaaschung der beiden jetzt gleichbedeutenden Symbole das Vor- 
zeichen ändern. Aus einer Form 

ergeben sich also folgende üeberschiebungen der Form über sich 
selbst: 

{aby a,«-2 j^»-2^ ^aby a,"-* 6^'—*, (aft)»«,"-« 6,"-^ . . • 

Es sind dies die Covarianten bez. Invarianten zweiten 
Grades in den Coefficienten, welche die Form f zuliisst. 
Denn eine Covariante, welche in den Coefficienten von f nur vom 
zweiten Grade ist, kann nur zwei Arten von Symbolen, etwa a, h, 
enthalten, und also keine anderen symbolischen Determinantenfacto- 
ren, als eine Potenz von {ah). 

Unter diesen Covarianten hat die erste ein besonderes Interesse, 
Sie ist nach (2) gleich 

2 r ay gy _ / ay yi 

unterscheidet sich also nur durch einen numerischen Factor von der 
Determinante der zweiten Differentialquotienten von f: 

c^f ay 

dx^ dx^ dx^ 

ay ay 

dx^dx^ dx^ 

welche nach ihrem Entdecker die Hesse'sche Form genannt wird. 

Indem man von einem gegebenen Functionensystem ausgeht, kann 
man zunächst die Formen des Systems über sich selbst und über ein- 
ander schieben. Man gewinnt hierdurch ein einfaches System von 
Invarianten und Covarianten, und indem man die letzteren dem Sy- 
steme der gegebenen Formen hinzufügt und auch sie bei den üeber- 
schiebungen benutzt, erhält man weitere Bildungen, welche immer 
in gleicher Weise zur Erzeugung neuer Gebilde verwerthet werden 
können. 

Man sieht, dass auf diese Art eine Beihe von Bildungen entsteht, 
die ein gemeinsames Bildungsgesetz haben; ein Gesetz, welches sowohl 
durch die symbolische Formel (1) ausgedrückt werden kann, als durch 
die von der symbolischen Bezeichnung ganz unabhängige Formel (2). 

Diese Bildungen erhalten eine hohe Wichtigkeit dadurch, dass, 
wie man nachweisen kann, alle Invarianten und Covarianten 
einer Function oder eines simultanen Systems sich aus 
üeberschiebungen zusammensetzen lassen. Die Operation 
• des üeberschiebens liefert also sämmtliche Invarianten und Covarian- 
ten ebenso, wie die symbolischen Bildungen, welche in § 12. geschil- 
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dert wurden, aber sie liefert dieselben in einer einfacheren und über- 
sichtlicheren Gruppirung. 

Ich werde jetzt eine Reihe von Sätzen geben, welche den Zu- 
sammenhang des Ueberschiebungsprocesses mit den allgemeinen öym- 
bolischen Bildungen zum Gegenstande haben. 



§ 81. ZnrückfOhrang aller CoTarianten and InTarlanten auf 

Ueberschiebnngen. 

1. Jede Covariante oder Invariante TT einer Form 
oder eines simultanen Systems, welche in Bezug 
auf die Coefficienten einer Grundform n**' Ordnung 
f\om m**° Grade ist, entsteht durch Ueberschiebun- 
gen von f mit Covarianten, welche in Bezug auf 
die Coefficienten von f nur vom (m — 1)**" Grade 
sind.* 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme ich an, es sei ii^end eine 
Covariante oder Invariante TT in symbolischer Darstellung gegeben. 
Irgend eine der symbolischen Coefficientenreihen , die von f in der-» 
selben herrühren, sei a^, a^. Schreiben wir überall statt a^, a^ zwei 
neue Veränderliche, y^ und — ^i, und lassen die Potenz von {xy) aus, 
welche dabei etwa von einer Potenz eines symbolischen Factors cr^ iu 
TT herrührt, so entsteht eine Function &, welche zwei Beihen von Ver- 
änderlichen enthält, die ursprünglichen x^, x^, und die jetzt eingeführ- 
ten t/i, 1^2 } welche ferner die Coefficienten von /"nur noch zur (m— 1)**" 
Dimension enthält. 

Aber es wurde in den §§ 7. 8. gezeigt, dass eine solche Form ^ 
sich aus der identischen Covariante (xy) und aus den Polaren gewisser 
Functionen mit nur einer Reihe von Veränderlichen zusammensetzt. 
Denn nach Formel (7) des § 8. hat man, wenn /ü und v die Ord- 
nungen von ^ in Bezug auf die x und die y bezeichnen: 

(1) d' = ^D^» + «!**»•' {xy) J^-^ D^-^ Sld^ 

+ a/^''{xyyzl^-^I>-^£l^» + ... . 

Stellen wir nun die Formen 
durch die Symbole 



* Die in diesem und dem folgenden Paragraphen gegebenen Sätze und Me- 
thoden gab zuerst Herr Gordan in Borchardt's Journal Bd. 69 und im 2. Bande 
der Mathematischen Annalen. Die letztere Abhandlung insbesondere ist auch in 
den folgenden beiden Abschnitten vielfach benutzt. 



i 
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dar^ so ist nach dem vorigen Paragraphen 



und der Ausdruck für d- wird also: 

Will man nun von dieser Darstellung der Function d" zu der 
Function TT zurückgehen, so hat man nur wieder y^ und y^ durch 
— a^ und a^ zu ersetzen, und mit ax"^^ zu multipliciren. Man erhalt 
sodann für die gegebene Function TT den Ausdruck: 

welcher in der That eine Summe von TJeberschiebungen ist, wie der 
Satz es verlangt. 

Die Bildung von TT ist also auf die TJeberschiebungen von f mit 
den Covarianten 

zurfickgef&hrt, welche für die Coefßcienten von f nur vom (m— 1)*®° 
Grade sind. Zur Charakterisirung der dabei auftretenden TJeberschie- 
bungen dient die folgende Bemerkung: 

2. Die Ordnung der höchsten TJeberschiebung, 
welche zur Bildung von TT hier nothig ist (v), ist 
die Zahl, welche angiebt, wie oft das herausgeho- 
bene Symbol (a) in symbolischen Determinanten- 
factoren auftritt. 

Eine Ableitung einer Form TT aus Formen, welche die Coefßcien- 
ten von f in einer um die Einheit niedrigeren Dimension enthalten, 
ist auf 80 viel verscliiedene Arten möglich, als verschiedene Symbole 
von /" in TT auftreten. 

Der vorstehende Gedankengang wird übrigens in keiner Weise 
geändert, wenn man nicht ein Symbol a einer der Grundfiinctionen, 
sondern ein Symbol irgend einer Covariante 6 = 6^/^ heraushebt, 
welche in der symbolischen Darstellung von TT etwa vorkommt. Man 
hat dann die Formel 

und kann daher auch den Satz aussprechen: 
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3. Jede Covariante TT, welche in ihrer symboli- 
schen Darstellung etwa ein Symbol einer Covariante 
enthält, entsteht durch üeberschiebungen von 6 
mit anderen Covarianten. 

Stellen wir uns nun vor, eine gegebene Covariante oder Invariante 
n werde zunächst vermittelst der Formel (1) aus einer Reihe von Co- 
varianten abgeleitet, welche die Coefficienten von f in einer um 1 
niedrigeren Dimension enthalten; auf diese wendet man dasselbe Ver- 
fahren an und fahrt so fort, bis keine Coefficienten vor f mehr vor- 
kommen. Man hat so den Satz: 

4. Jede Function TT entsteht durch wiederholtes 
üeberschieben von / über Covarianten, welche die 
Coefficienten von f nicht mehr, sondern nur noch 
die der übrigen Functionen des gegebenen Systems 
enthalten. 

Diese Covarianten, welche die Coefficienten der einen Form f 
nicht mehr enthalten, seien P, Qj R.,. . Die gegebene Function TT 
ist' also zurückgeführt auf wiederholte üeberschiebungen von f mit P, 
(>, U ... . Es ist also TT in eine Reihe von Covarianten zerlegt, deren 
jede ausser den Symbolen von f ein Symbol je einer der Formen P, 
Qy U... enthält. Betrachten wir eine, etwa die erste, dieser Co- 
varianten. S^e entsteht nach dem dritten Satze dieses Paragraphen 
durch Ueberschiebung von P über eine Form, welche nun nur noch 
die Symbole von f enthält, also eine Covariante von f allein. Man 
darf demnach sagen: 

5. Jede Covariante oder Invariante eines simul- 
tanen Systems entsteht durch Üeberschiebungen 
von Covarianten einer Form des Systems mit Co- 
varianten, welche nur die Coefficienten der übri- 
gen enthalten. 

Man erhält hieraus sofort einen Ueberblick über die Art and 
Weise, in welcher die Bildung der Covarianten und Invarian- 
ten eines simultanen Systems geschieht. Man^ bildet zuerst die 
Covarianten und Invarianten aller einzelnen Formen ; schiebt dann die 
Covarianten der ersten Form über die der zweiten, sodann die resul- 
tirenden Covarianten über die Covarianten der dritten, die so erhal- 
tenen Resultate über die Covarianten der vierten u. s. w. Nur ist 
dabei zu beachten, dass als Covarianten dabei nicht nur die einfachen 
und unzerfallbaren Covarianten einer Form, sondern auch ihre Potenzen 
uud deren Producte sowohl unter einander, als mit ihrer Grundform 
und deren Potenzen verstanden werden. 

Gelangte man zu diesen Sätzen, indem man einer gegebenen Co- 
variante oder Invariante TT die Symbole einer bei ihrer Bildung be- 
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nutzten Grundfunction entzog, so kann man nun überhaupt fragen, 
was übrig bleibt, wenn man einer Function TT eine Anzahl von Sym- 
bolen entzieht, mögen dieselben von einer oder von verschiedenen 
Grundfunctionen oder endlich von Covarianten derselben herrühren. 
Die Formel (1) führte nach Entziehung eines Symbols auf die For- 
men 9, ^, X ... . Die symbolischen Darstellungen dieser Formen haben 
offenbar alles das gemein, welches bei dem üebergange von TT zu -ö* 
und bei der Anwendung der Operationen D und Sl nicht verändert 
wurde. Dieses Gemeinsame ist nichts anderes, als das Product der- 
jenigen in TT auftretenden symbolischen Determinanten, welche das 
entzogene Symbol a nicht enthalten. 

In ähnlicher Weise werden wir, wenn wir den Formen q), ilf, % ... 
ein weiteres Symbol h entziehen, auf eine Reihe von Formen geführt, 
welche nur noch diejenigen in TT auftretenden symbolischen Determi- 
nanten als gemeinsaiuen Factor enthalten, in denen auch das Sjrmbol 
b nicht vorkommt. 

Fahren wir so fort, so erhalten wir folgenden Satz: 

6. Eine Covariante oder Invariante TT, welche ein 
gewisses Product P symbolischer Determinanten- 
factoren enthält, kann immer durch Ueberschiebung 
mit Covarianten erzeugt werden, welche das Pro- 
duct P und ausser den in ihm vorkommenden keine 
weiteren Symbole enthalten; TT ist also in eine An- 
zahl von Theilen zerlegbar, deren jeder die Coef- 
ficienten wenigstens einer dieser Covarianten in 
homogener Weise enthält. 

Wir wollen nun annehmen, es sei eine Invariante oder Covariante 
n gegeben, welche die Coefficienten der simultanen Formen 

enthält, und denken wir uns der Einfachheit wegen dieselbe als ein 
symbolisches Product; wäi'e sie es nicht, so könnten wir sie doch in 
solche Theile zerlegen und diese einzeln behandeln. Entziehen wir 
dem symbolischen Producte allmälig alle von /*, q), ^... herrührenden 
Symbole, so erkennen wir, dass TT durch successive Ueberschiebungen 
(Üeser Formen f, 9, ^ ... über Formen erhalten wird, welche nur von 
F,^, ^^... abhängen, also über simultane Covarianten von Fj O, 'F — 
Diese seien P, Qj U... . Man kann also TT als Aggregat von Formen 
darstellen, welche nur die Symbole von /", 9, ^... und je einer der 
Formen P, Q, R... enthalten. Demnach entstehen diese Theile von 
n durch Ueberschiebungen je einer der Formen P, Q, R ,.. über For- 
men, welche nur von /*, 9), ^... abhängen, d. h. über simultane Co- 
varianten von fj (pj ^... . Und man kann also den Satz aussprechen: 
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7. Jede simultajie Covariante von 

entsteht als Aggregat von Ueberschiebungen simul- 
taner Covarianten von f, 9?, ^... über simultane Co- 
varianten von Fj 0f W.,., 

Dieser Satz wird später als die Grundlage der Untersuchung si- 
multaner Formen benutzt werden. 



§ 82. Covarianten und Invarianten einer binftren Form. 

Man ist durch das Vorhergehende in den Stand gesetzt, auch für 
die Bildung der Covarianten und Invarianten einer Form f ein ge- 
wisses Schema sich zu entwerfen. Man bildet zunächst aus /", indem 
man es über sich selbst schiebt^ die Formen zweiten Grades in den 
Coefficienten, welche schon oben (pag. 101.) angegeben wurden und 
zu denen nur noch die nullte Ueberschiebung von f über sich selbst, 
nämlich sein Quadrat, hinzuzufügen ist. Sodann schiebt man f über 
alle diese Formen mal, 1 mal, 2 mal u. s. w., was dann die Gesammt- 
heit aller Invarianten und Covarianten ergiebt, welche vom dritten 
Grade in den Coefficienten sind, und in gleicher Weise geht man zu 
Bildungen vierten etc. Grades über. 

Die Bildungen, welche man erhält, sind freilich noch unendlich 
an Zahl; es sind noch verschwindende und zerfallende unter ihnen, 
sowie solche, welche sich durch andere ausdrücken lassen. Von die- 
sen Gesichtspunkten wird später ausführlicher zu reden sein. Hier 
mögen nur zwei Momente hervorgehoben werden. Einmal, dass hier 
^als die natürliche Anordnung aller Bildungen die nach ihrem Grade 
in den Coefficienten erscheint, nicht die nach ihrer Ordnung in denx 
Zweitens, dass die Invarianten eine eigenthümliche Stellung einneh- 
men, insofern sie Ueberschiebungen nicht zulassen. Eine Invariante 
bildet daher immer den Schluss einer Reihe von Bildungen; sie giebt 
zu weiteren Bildungen von höherem Grade in den Coefficienten nicht 
mehr Veranlassung. 

Um die Anordnung aller auf dem Wege des Ueberschiebens er- 
haltenen Bildungen in vollständig bestimmte Reihenfolge zu bringen 
und auf diese Art ein deutliches Bild des ganzen Systems zu gew^- 
nen, wollen wir Folgendes festsetzen: 

1. Die Formen werden zunächst nach ihrem Grade in den Coef- 
ficienten geordnet, wie oben gesagt wurde. 

2. Innerhalb der Formen von gleichem Grade m kommen zuerst 
alle diejenigen, welche aus den Formen (w— 1)*®** Grades durch die 
nullte Ueberschiebung (Multiplication) mit f entstanden sind, dann 
diejenigen , welche durch die erste Ueberschiebung entstehen u. s. w. 
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3. Innerhalb einer dieser kleineren Gruppen folgen die Bildungen 
einander, wie die Formen (m— !)*•** Grades, aus denen sie entstan- 
den sind. 

Bezeichnet man also die Formen (m— 1)**° Grades in den Coef- 
ficienten, auf welche dieser Process bei einer Form f von der n**** 
Ordnung fuhrt, etwa durch: 

so ist die Reihenfolge der Formen m^^ Ordnung: 

(a9>)«a^"-2|p,«-2, (a^)«a,"~2^^-S {aiYa^^'^^X^y^.., 

u. s. w. 

Das ganze auf diese Weise aus f entwickelte Formensystem soll 
das System Ä genannt werden. 

Wenn aber oben bewiesen wurde, dass man alle Formen über- 
haupt aus den Formen dieses Systems zusammensetzen kann, so wird 
auch offenbar keine Form übergangen, wenn man an Stelle jeder 
Form dieses Systems eine Combination derselben mit denjenigen For- 
men setzt, welche in dem System ihr vorangehen. Dies fährt zu fol- 
gender wichtigen Betrachtung. 

Eine Ueberschiebung von f über eine gegebene Form TT führt 
im Allgemeinen, wenn TT durch andere Symbole gegeben ist, auf eine 
Summe symbolischer Producte, wobei es ganz gleichgiltig ist, ob 
diese anderen Symbole solche von f selbst oder von irgend welchen 
Covarianten sind. In der That folgt dies schon daraus, dass von TT 
zunächst eine Polare gebildet werden muss, wobei dann immer der 
Differenziationsprocess eine Anzahl von Gliedern hervorruft, wenn nicht 
etwa die Ordnung der Polare in den y die möglichst höchste ist, 
nämlich gleich der Ordnung von TT in den x. 

Jedes Glied der hierbei aus TT gebildeten Polare ist eine Form 
d, wie sie in § 30. gebraucht wurde; welches Glied man aber auch 
wähle, immer geht es in TT selbst über (bis auf einen nicht ver- 
schwindenden numerischen Factor), wenn man die y wieder durch die 
X ersetzt. Wendet man also auf ein Glied der i/*«° Polare von TT die 
Formel (1) § 30. an, so ist immer D^d- wieder TT, bis auf einen nicht 
verschwindenden Factor. 

Geht man dann zu der Formel (2) jenes Paragraphen über, so steht 
links eine Form, welche entsteht, wenn man in einem Gliede der Polare 
Vi} Vt d^rch flg, —a^ ersetzt und mit der betreffenden Potenz von a^ 
multiplicirt; rechts steht die entsprechende Ueberschiebung, und so- 
dann niedere üeberschiebungen über Formen von gleichem Grade wie 
TT, also Formen, welche in der oben festgestellten Reihenfolge der 
Formen der an erster Stelle stehenden Ueberschiebung vorangehen. 
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Man- kann also statt dieser Ueberschiebung den links befindlichen 
Ausdruck setzen. Ein solcher Ausdruck soll als Theil einer Ueber- 
schiebung bezeichnet werden; eine Bezeichnung, welche später in 
grösserer Ausdehnung eingeführt und erläutert werden wird. Die obigen 
Betrachtungen lassen sich dann in folgenden Satz zusammenfassen: 

Das System A hört nicht auf, alle Formen zu ent- 
halten, oder viejmehr alle nur denkbaren Covarian- 
ten und Invarianten mittelst numerischer Factoren 
linear aus seinen Formen zusammensetzen zu las- 
sen, wenn man die v*° Ueberschiebung iSÄ von f mit 
einer Form TT durch einen ihrer Theile, ü^,, ersetzt. 
Aber andererseits kann man zu weiteren Ueberschiebungen jetzt 
sieh dieser Form fl^ bedienen, statt der aus TT zu bildenden Ueber- 
schiebung Sl. Denn da SIq sich von Sl nur durch frühere Formen 
des Systems A unterscheidet, so kann auch die Ueberschiebung von 
SIq mit f von der Ueberschiebung von Sl mit /' nur um frühere For- 
men des Systems A verschieden sein. 

Man erhält also alle Invarianten und Covarianten von/* 
(worunter ich die Formen verstehe, aus denen alle möglichen sich 
mittelst numerischer Factoren linear zusammensetzen lassen), wenn 
man bei der Aufstellung der Tafel -4 die Operation des v*~ 
.Ueberschiebens von f mit TT überall ersetzt durch die Ope- 
ration, dass aus der !/*•" Polare von TT irgend ein Glied ge- 
nommen wird, in diesem y^, y^ durch a^, — a^ ersetzt wer- 
den und mit a*""^ multiplicirt wird.* 



* Beispiel: Es soll f=a^^ über die Covariante zweiten Grades 

zweimal geschoben werden. Man bildet die Polaro: 

^ («6)^ a,— ' 6,—» (a,6,+ 6,a^. 

Da die Symbole a, b vertauschbar sind, so kann man hierfür setzen: 

(ah)'' aJ-H/-H^. 

Bildet man nun wieder die Polare hiervon, also die zweite Polare der Co- 
variante, so hat man: 



(a6rt(n-2)a"-»&"-^« 6„-f(n-3)a/-'6/~'Vl. 



Man erhält die gesuchte Bildung, wenn man hierin y,, y^ durch Cj, — C| ersetzt 
und mit cj^^^ multiplicirt, also: 

—1 («6)' 1 (H-2) a/- =' 6/-=' (ac) (hc) c/"» + (n-3) a/"» h*-* (bc)\'--\ , 

eine Form, welche aus den beiden Formen 

(a6)^ac)(6c)a;-»6/-»c/-» 
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Man erkennt hieraus^ wie wandelbar das Formensystem Ä ist^ 
und wie mannigfache Veränderungen in demselben vorgenommen wer- 
den können, ohne dass weder die Vollständigkeit Abbruch , noch 
eigentlich die Reihenfolge der Formen eine Veränderung erleidet. 

Die Vortheile, welche die Ersetzung des üeberschiebens durch 
die eben geschilderte Operation hat, sind mannigfaltig. Zunächst 
sieht man, dass es bei der neuen Form der Operation möglich ist, 
die ganze Tafel aus Formen zusammenzusetzen, welche in den Sym- 
bolen von f einfache symbolische Producte, nicht aber Summen von 
solchen sind. In der That hat man, um von den Formen (w— l)**'** 
Grades zu denen des m^^ Grades überzugehen, nur in jeder Form 
(m—1)**" Grades beziehungsweise in 1, 2... der linearen symbolischen 
Factoren a;^, x^ durch a^, — a^ zu ersetzen und mit a«""~*, ax"""^... 
zu multipliciren. 

Stellt es sich hierbei heraus, dass man auf irgend ein symboli- 
sches Product kommt, welches entweder identisch Null oder aus frü- 
heren Formen der Tafel linear zusammensetzbar ist, so. kann man das- 
selbe ganz übergehen; denn Alles, was aus ihm entstehen könnte, 
wäre immer aus Formen zusammensetzbarj welche der jedesmal behan- 
delten Bildung in dem ursprünglichen oder dem modificirten Systeme 
Ä vorangehen. 

Man kann sich von diesem Standpunkte aus eine Vorstellung 
bilden über die Lösung des wichtigsten Problems, welches diese Theorie 
zu lösen hat, nämlich der Aufstellung eines vollständigen Sy- 
stems von Invarianten und Covarianten einer Form; d. h. 
eines Systems solcher Covarianten und Invarianten, als deren ganze 



zusammengesetzt ist. Die letzte Form fallt fort, wenn n-<4, und die Untersuchung 
der Bildung mag für diesen Fall damit abgeschlossen sein. Ist dagegen n^4, so 
kann man der ersten mit Anwendung der Identität § 15. IL auch die Gestillt geben : 

i (abf a^'-H^'-* cj'-^ {{acf bj + (bcfa,^- (abf cji , 
oder, da die ersten beiden Theile identisch sind: 

(abf (bcf a/ - » 6;—« c/ - * - i (ah)' aj" -'h^-'.f, 
^ (laas die gesuchte Ueberschiebung auch die Form annimmt: 

Diese Bildung besteht aus dem Producte der früheren Formen 

/•, (a6)«a,"-*b,— *, 
und aus dem Theile 

{abf{bcfa:-H:-*c:-\ 

welcher ans dem Gliede 

(flbfa;^-H^-*b^^ 

der zweiten Polare entsteht, index» man «^i, y% durch c^, — Ci ersetzt und mit 
c,*"* multiplicirt. 
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rationale Function mit numerischen Coef&cienten eine jede Inyariante 
oder Covariante von f sich darstellt. Es giebt^ wie sich zeigen wird, 
immer ein endliches System^ welches dieser Bedingung genügt; dasselbe 
ist nicht völlig fest, insofern Formen gleichen Grades und gleicher Ord- 
nung dabei yerschiedenartig combinirt werden , und höhere Formen 
durch EUnzuf&gung von Potenzen und Producten niederer modificirt wer- 
den können. Doch genügt es offenbar in jedem Falle, wenn man ein 
vollständiges System aufgestellt hat. Solche Systeme sind ganz ver- 
schiedenen Charakters für Formen verschiedener Ordnungen, und die 
Bildung derselben erfordert jedesmal besondere Betrachtungen. Aber 
um den Beweis zu liefern, dass ein solches System, wenn es gegeben 
vorliegt, wirklich alle Bildungen umfasst, welche zu berücksichtigen 
sind, bedürfen wir jedesmal nur der oben entwickelten allgemeinen 
Sätze. Sei 

das fragliche System von Co Varianten und Invarianten, wobei die A 
Covarianten, die £ Invarianten bedeuten sollen. Jedenfalls enthalten 
diese Formen die Form f selbst, und da dieses die einzige Form 
ersten Grades in den Coefficienten ist, welche man überhaupt bilden 
kann, so enthält das System der Ai und Bi in der That alle Formen 
ersten Grades. Nehmen wir nun an, dass für alle Formen bis zum 
(w— 1)*^ Grade inclusive die Formen Aiy Bi das vollständige System 
in der That bilden, und beweisen wir, dass dieses dann auch noch 
für die Formen m^° Grades- in den Coefficienten gilt, so ist die Voll- 
ständigkeit des Systems der J.,, Bi allgemein nachgewiesen. 

Man hat also nur zu zeigen, dass die Ueberschiebungen von f 
über Producte (m — l)*«** Grades von der Form • 

(denn so nur entstehen nach dem Obigen Formen m**" Grades) wie- 
der ausschliesslich auf Formen führen, welche durch Aggregate von 
Producten der Ai und Bt ausdrückbar sind. Dabei kann man aber 
wieder die Operation des Ueberschiebens durch die oben entwickelte 
Modification ersetzen, nach welcher man nur in il<n symbolischen 
linearen Factoren von TT die x durch a^, — a^ ersetzt und mit ax"~* 
multipUcirt. Indem man die hierzu auszuwählenden symbolischen Fac- 
toren auf einige der in TT auftretenden Covarianten zusammendrängt, 
sieht man, dass es sich nur noch um eine beschränkte Anzahl von 
Bildungen handelt, welche zu untersuchen sind und welche als aus 
Producten der A^ B zusammensetzbar nachgewiesen werden müssen; 
eine endliche Anzahl, welche durch geschickte Anordnung möglichst 
zu verkleinem ist. 

Auf diese Weise wird der betreffende Beweis unten bei den For- 
men dritter und vierter Ordnung geführt werden. 
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1 83. Die binftren Formen zweiter Ordnung. * 

Die Yorstehend entwickelten Gesichtspunkte genügen ^ um yoII- 
ständig die Formen zweiten, dritten und yierten Grawes zu behan- 
deln , welche durch ihren Zusammenhang mit der Auflösung der Gleich- 
ungen zweiten y dritten und vierten Grades ein besonderes Interesse 
haben. Indem ich zu der Behandlung dieser Formen jetzt übergehe, 
wird sich zugleich die Auflösung dieser Gleichung ihrer wahren Natur 
nach herausstellen; zugleich aber werden die für die Begrenzung der 
entstehenden endlichen Anzahl Yon Covarianten und Invarianten zu 
führenden Beweise die oben entwickelten Principien erläutern. 

Was die quadratischen Formen betrifft, welche durch die sym- 
bolischen Ausdrücke 

definirt sind, so ist schon wiederholt von der Invariante 

die Rede gewesen, welche durch die zweite Ueberschiebung von f 
über sich selbst entsteht. Der pag. 41. gegebene Satz, dass jedes einen 
Factor (afe)^"*-* enthaltende symbolische Product auch so dargestellt 
werden kann, dass es {aVf^ enthält, lehrt nun sofort, dass jede Co- 
variante oder Invariante TT von f, welche überhaupt symbolische De- 
terminantenfactoren ergiebt, immer D als Factor enthält. Jede solche 
Form TT zerfallt also in das Product von D mit einer in den Coef- 
ficienten niederen Form, und man sieht also, dass jede Form TT aus 
einer Potenz von D bestehen muss, multiplicirt mit einer Form, welche 
keine symbolischen Determinantenfactoren mehr enthält, also eine Po- 
tenz von f ist. 

Und so hat man den Satz: 

Eine quadratische Form besitzt keine Cova- 
riante und nur eine Invariante, nämlich D. 

Diese Invariante ist selbstverständlich zugleich die Discriminante, 
was auch mit ihrem Grade in den GoefGcienten übereinstimmt und 
ausserdem in § 29. bereits gefunden wurde. 

Die allgemeinste Form der Auflösung einer quadratischen Gleich- 
ung f=0, d. h. die Aufsuchung ihrer linearen Factoren in symmetri- 

♦ Die hier folgenden Auflösungen der Gleichungen zweiten , dritten und vier- 
ten Grades gab Herr Cayley im Wesentlichen schon im fifih memoir upon Quan- 
tic8, PMh Trans, vol. 148, Die Untersuchung des Formenzuaammenhangs , ins- 
l)eßondere die Anwendung des Processes i bei den cubischen und biquadratisdien 
Fonnen, entstand aus TJebertragung einer von Herrn Aronhold im 55. Bande des 
Borchardt'schen Journals bezüglich der temären cubischen Formen gegebenen Me- 
thode. 
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scher Gestalt^ knüpft an die symbolische Darstellung yon D unmittel- 
bar an. Quadrireu wir die Identität 

^ aa:hy — hxdy = (o&) {xy) ^ 

und lassen wir a und h dann Symbole von f bedeuten, so erhalten wir: 

(1) D . {xyf = üx^ . 6j,* — 2 üx ay ,bxhy + a^* . 6,*. 

Rechts ist der erste Term mit dem dritten identisch; a,* oder 6x* 
ist die Form f selbst, a^* oder &y* dieselbe Form mit willkürlichen, 
etwa constant zu denkenden Argumenten y geschrieben, was durch 
/Jj bezeichnet werden mag; endlich ist 

das Quadrat des in den x linearen Ausdrucks fp^axOy. Man erhält 
daher aus (1): 

9* + -ö (^y)* 

/o 
Die rechte Seite ist hier ohne Weiteres in Factoren zerfallbar, und 
man hat also: 

{ 9 + (^y) ^- f } • jv- (a^y) ^- f j 

Die Auflösung der Gleichung /'=0 besteht darin, dass man einen 
ihrer linearen Factoren gleich Null setzt, also entweder 



9 + (^y)2/— 2^ = oder 

und das Verhaltuiss der :r daraus bestimmt. 

Ist 

f= a^ x^^ + 2a^x^x^ + a^ xj, 
so ist 

^ = (^'ü Vi + «1 ya) ^1 + («1 .Vi + «« y^ ^2 > 

Die Auflösung der Gleichung /*= findet man also aus der linea- 
ren Gleichung: 

K^i + ^iVt) ^1 + («iVi + «2^2) ^2 + ip^iVt - Vi^i) y<-%^* = 0, 

aus welcher folgt: 

f^i ^ __ ^hVi + ^^y2 + yx V_ ^x^- ^0.^2 . 

^« «0^1 + «1 y2 + y« J^«!^— Oo«2 
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Die Grossen y haben nur scheinbar Einfiuss auf den Werth dieses 
Ausdrucks und dienen nur dazu, gewissermassen alle Formen gleich- 
zeitig darzustellen^ welche die Auflosung anzunehmen vermag; jede 
besondere Form derselben erhält man, indem man den y specielle 
Werthe beilegt. Aber unter diesen Formen ist keine, welche vor der 
andern besondere Vorzüge hat. 

Die geometrische Betrachtung, durch welche diese Auflösung der 

quadratischen Gleichungen interpretirt werden kann, ist folgende. Die 

Yier Elemente 

(xy) = (der Punkt y), 

,9 = 0, 

von denen die beiden letzten die Factoren von f geben, bilden ein 
harmonisches System. Indem man also ein beliebiges Element y an- 
nimmt und zu ihm und denen, für welche f verschwindet, das vierte 
harmonische sucht, erhält man das Element 9 = 0. Legt man diese 
beiden zu Grunde, indem man etwa 

(a;y) = 5, 9 = 1? 

setzt, so gehören die Elemente, für welche /* verschwindet, einer In- 
volution an, welche ^ = und 17 = zu Doppelelementen hat (§25.). 
Diesem Umstand entspricht es, dass die Gleichung <p = in die reine 
quadratische 

übergeht, und indem man 






daraus findet, erhält man das besondere Elementenpaar der Involution, 
für welche das Verschwinden von f eintritt. 

Bei positivem Werthe der Discriminante sind die Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung mit reellen Coefficienten conjugirt imaginär, 
bei negativem reell. 

Die binären Formen zweiter Ordnung enthalten nur einen spe- 
ciellen Fall, den nämlich, in welchem die Discriminante verschwindet 
und f ein volles Quadrat wird. Für die Auflösung tritt dann an Stelle 
von /*= die lineare Gleichung 9 = 0, deren linke Seite mit f in 
diesem Falle durch die Gleichung 

/•=^ 

verbimden ist. 

Clabich, TheoHe der binären algebr. Formen. 8 
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§ 84. CoTarianten nnd IiiTariaiiteii der cnbisclieii Formen. 

Eine cubische Form f besitzt naoh § 30. zunächst eine Fonn 
zweiten Grades in den Coefficienten^ welche zugleich yon der zweiten 
Ordnung ist^ die Form 

(1) A = (a6)«a,6x. 

Bedenkt man, dass aus jeder einer Form (n— 1)^ Ordnung zu- 
gehörigen CoTariante oder Invariante offenbar eine einer Form n*" 
Ordnung zugehörige Coyariante entsteht^ indem man jedem Symbol 
entsprechend einen linearen Factor hinzufügt, so erkennt man, dass 
A sich aus der Invariante D der quadratischen Formen unmittelbar 
ableitet, indem man nur die Factoren a«, hg derselben hinzusetzt.* 

Bezeichnen wir symbolisch die quadratische Form A durch A«' 
oder AV; so hat die dieser zugehörige Invariante, welche zugleich 
Invariante von / ist, zunächst in den Symbolen A die Form 

(2) B=(AA7.** 

Es ist nach § 29. die Discriminante von f. 

Wollen wir in dieselbe die Symbole von f einfuhren, so können 
wir zunächst A' herausschaffen, indem wir davon ausgehen, dass 12 
aus AV entsteht, indem man x^ durch A^, x^ durch — A^ ersetzt. 
Nimmt man nämlich für A',^ seinen Ausdruck in den Symbolen von/*: 

AV = (a&)«a.6„ 

so findet man 

(3) lJ = (a&)«(aA)(fcA). 

Will man auch die Symbole A beseitigen, so kann man sich die 

letzte Form von R entstanden denken, indem man in A^A^ für 

x^j x^ die Symbole a^, —a|, für y^, y^ die Symbole 6j, — 6^ setzt 

nnd dann mit {ah)^ multiplicirt. Schreibt man nun mit Anwendung 

neuer Symbole: 

A,* = ((;d)*Cxrf,., 

so ist, indem man nach den x differenzirt, mit den y entsprechend 
multiplicirt und die halbe Summe der Producte nimmt: 

A». A^ = \{cdf {c,dy + dsC^)y 



80 hat man 

<h ö| Xf 

WM^^k la.M ^^ VA* ZM.^ mm.^ ZMt. ■• W^^ ZM .^ 

A = 2 



= 2 



= 2 (ooOt - a,«) o;,« + 2 (o«as — a, o,) x, aj, + 2 (a, Oj - o,«) a:,«. 



a, flt - «I a^i 
o, as X,« 



** iJ = 2 14 (OoO, - a,«) (a, a, - Ot«) - (ooO, - o, 0«)«}. 
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WAS übrigens, da die beiden Theile der rechten Seite durch die un- 
wesentliche VertauBchung yocl c mit d in einander übergehen^ und 
also in Wirklichkeit gleich sind, durch 

(4) Ajc Ay = {c df Cx dy 

ersetzt werden kann. Man hat also, wenn man nun die oben an- 
gedeuteten Operationen ausführt, endlich jB in den ursprünglichen 
Symbolen ausgedrückt mittelst der Formel: 

(5) R = {a by (c df {a c) (6 d). 

Für die Berechnung von JJ hat die Formel (2) den Vorzug, dass 
man IR aus den schon berechneten Coefficienten von A einfach zu- 
sammensetzt; aber auch für die theoretische Betrachtung ist der Aus-' 
druck (2), welcher sich aus Symbolen einfacher zusammensetzt, wich- 
tiger als (3) und (5). Nicht auf die Endausdrücke durch die Coef- 
ficienten der ursprünglichen Form kommt es wesentlich an, sondern 
auf die einfachen und charakteristischen Zusammenhänge der verschie- 
denen Bildungen unter einander. 

Da A nur eine Invariante liefert, so können neue Formen zu- 
nächst nur durch Ueberschiebung von A und f hervorgehen. Es giebt 
solcher Ueberschiebungen zwei. Die erste ist die neue Form 

(6) Q = {ct^)cJ6.s^ 

Man drückt sie durch Symbole von f allein aus, indem man wie- 
der von der Formel (4), jetzt in der Gestalt A,Ay = (a&)^a,&g, aus- 
geht. Setzt man in dieser 3/^ = — Cj, j/2 = ^i ^^^ multiplicirt mit ((?A), 
so geht A^rAy in Q über; man hat also 

(7) Q = {aby{ch)cja,. 

Die zweite Ueberschiebung von f mit A verschwindet identisch 
and giebt dadurch eine charakteristische Eigenschaft von A an. Man 
hat nämlich nach (1) 

nun ändert aber das Product (ab) {ac) (jbc) nur sein Zeichen, wenn 
man c mit a oder b vertauscht; es ist daher auch: 

(cAY Cx = i {ab) {ac) {bc) \{ab) c, - {cb) a, - {ac) Ä,}. 
Da nun nach § 15. I. der eingeklammerte Ausdruck identisch ver- 
schwindet, so hat man den zu beweisenden Satz: 

Die zweite Ueberschiebung von A mit f ver- 
schwindet identisch. 



* Audge führt: 

8* 
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Da ferner jeder symbolische Ausdruck, welcher den symbolischen 
Factor (cA)^ enthält, durch Ueberschiekung der linearen Covariante 
(c A)^ Cjr mit anderen Formen entsteht, so verschwindet auch ein solcher 
Ausdnick immer, und es gilt der Satz: 

Jeder den symbolischen Factor (cA)^ enthaltende 
Ausdruck verschwindet identisch. 
Es wird sich zeigen, dass mit A, ü, Q der Kreis von Bildungen 
überhaupt abgeschlossen ist. 

§ 85. Die CoTariante Q. 

Eine wichtige Eigenschaft der Form Q tritt hervor, wenn man 
ihre erste Polare bildet. Es ist das Symbol Q, durch die Formel 
definirt: 

daher hat man 

= (c A) \3c,^Ay + 2 Cr {cy Ax — c, Aj,) }. 

Da nun c^ A, — c.r Ay= (cA) (a;y) [§15. (VII)], so enthält der 
zweite Theil rechts (cA)* als symbolischen Factor und verschwindet 
demnach identisch. Es ist also die erste Polare von Q in der ein- 
fachen symbolischen Form darstellbar: 

(1) Q^^Qy = {cA)c,^ä,. 

Aus dieser Formel fliessen die Ausdrücke der Ueberschiebungen 
von Q mit f. Die erste ist 

{aQ)a/QJ = (cA){aA)cJaJy oder nach § 15. (IT): 
==^Csa^\{cAyaJ + {aAycJ-{acyAJ\ 

oder endlich, da die ersten beiden Theile rechts identisch ver- 
schwinden : 

(2) {aQ)aJQJ = -:^AK 

Femer ist, indem man in (1) x mit y vertauscht, und c^, — a, 
für y^y j/g setzt, die zweite Ueberschiebung: 

(ae)'a,e*=(cA)(ac)«a,A,. 

• Aber nach § 34. (4) wird (ac)*ajt(cA) aus A'^rAy erhalten, 
wenn man y^ durch Ag, y^ durch — A^ ersetzt. Daher ist: 

(3) (a (?)« a, Q, = (A' A) A, A', = 0, 

identisch gleich Null, weil es durch die nichtssagende Yertauschung 
von A mit A' das Zeichen ändert. 

Endlich wird die dritte Ueberschiebung: 

(4) («©)« = (cA) {acy (a A) = R. [§ 34. (3) ] 
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Diese Gleichung; zusammen mit (3) giebt den Satz: 

Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{aQY hat; besitzt den wirklichen Factor R, 

Denn nach § 31. Satz 6. entsteht jeder solcher Ausdruck durch 
Ueberschiebung anderer Formen über solche, welche den symbolischen 
Factor (a Q)* und kein anderes Symbol enthalten, also über (aQ)^ a, Q« 
und (a QY'^ von diesen aber verschwindet die erste, die zweite giebt 22. 

Ich bemerke, dass die Formel (2) als Folge eines allgemeinen 
Princips erscheint, wenn man den Satz beweist: 

Die Functionaldeterminante (erste Ueberschie- 
bung) einer Function mit der Functionaldeter- 
minante zweier anderen ist, wenn alle Formen von 
höherer als der ersten Ordnung sind, immer eine 
Summe von Producten niederer Formen. 

Seien, um dies zu beweisen, drei Formen von höherer als der 
ersten Ordnung gegeben: 

Die erste Ueberschiebung der beiden ersten ist 

Daher die erste Polare von Q 

Q,-+-' Q,= _i_?^ I (m - 1) <p,— V, *x-' 

und also die erste Ueberschiebung von Q mit Xt welches die gesuchte 
Form ist: 

*=(Qa5)Q,"+— »a[^-' 

= ^ + ^L 2 1 (»" - ^^ ('■Z) f'"'" '"'"' ^'~' 

+ (n-1) (^z) 9."-» ^fr,— »z^-' I . 

Nun ist nach § 15. (II) 

(.*<p) in) 9^u=i \ii><p)' xJ + i^xf Vx» - ivxY *x»| 5 

daher, wenn man dies einfahrt: 

wo <t>, V, X die folgenden zweiten Ueberschiebungen bedeuten: 

(6) 'vt== (x<py x^ -^ v«— ' 
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Dies ist die im Satze erwähnte Darstellung. In unserem Falle 
ist /* für 9, A f ür ^, also ^ für Q, endlich wieder f für % zu setzen, 
und w = 3, w = 2, p = 3. Es ergiebt sich femer = 0, X = 0, 
V^-A, und damit die Formel (2). 

Eine zweite Eigenschaft der Form Q besteht darin, dass ihr 
Quadrat sich durch A, /*, B ausdrücken lässt. Da 

i2=(aA)a,2A„ 

so ist 

Ö^ = (aA)(6A')a.^&x^A.A',. 

Setzen wir hier zunächst für (&A') a^ den Ausdruck [§ 15. (I)J: 

(aA')6x-(a6)A^, 

so zerfällt Q^ schon in das Aggregat zweier Producte: 

ö* = (a A) (a AO A, A'^: a^.f-{ah) (a A) a^ hj A, . A . 
Es ist ferner nach § 15. (II): 
(a A) (a A') A, A', = ^ j (a A)» AV + {aAJ A,^ - {AAJaJ \ , 

wo das von den ersten beiden Gliedern rechts herrührende wieder 
identisch yerschwindet, und daher 

(a A) (a A') A, A', a, = - i ü . f. 

Endlich, wenn man in 

{ah) {aA)axhJ Ax 

a mit b vertauscht und die halbe Summe beider Ausdrücke setzt, 
hat man: 

(at) (aA) a:r Ix^ A^^ = i {ah) a-r hx A, |(a A) K — (& A) a,} 

= i(a6)«a,6,.A/ = :^A«. 

Die Formel für Q^ wird also 
(7) Ö2 = -iJA» + ü/^j 

eine Formel, auf welcher, wie man sehen wird, die Auflosung der 
cubischen Gleichungen beruht, und welche das Quadrat der einzigen 
Form ungeraden Charakters (§ 16.) durch die Formen geraden 
Charakters ausdrückt. 

Auch diese Eigenschaft von Q kann auf eine allgemeine 
Eigenschaft des Quadrats einer Functionaldeterminante 
zurückgeführt werden. Behalten wir die oben gebrauchten Be- 
zeichnungen bei, so ist das Quadrat der Functionaldeterminante Q von 
ff und ipi 

Q« = (9^) 9?^-—*^,«-« . (tjp^') 9/«-! ^,'»-1 . 

Ersetzt man (9' ^') f, durch seinen Werth nach § 15, (1): 
{(p' ^') ^, = {fp' tli) i/o: + (^ ^') 9', , SO zerfällt Q^ in die Summe 
zweier Producte: 
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wo 

A = {<pt) {9'^) 9>*"— ^ 9^x"-' !f^x"- ' 
B = {(pt) (**) 9*""-^ ^x"-' !^^'"-'. 

Man transformirt ferner Ä dorch die Identität § 15. (II); nach 

welcher : 

und erhält, indem zwei Glieder als gleichbedeutend sich zusammen- 
ziehen [vgl. (6)]: 

J[=X.9)-|My, wo 

(8) M = (9>9>')*9>*"'-^9>*''"-'. 

Dagegen yertaoscht man in £ ^ mit ^' und ersetzt dann B durch 
die halbe Summe des ursprünglichen Ausdrucks und des neuen; es 
ist dann: 

JB== i i^t") V',"-» V'*"-' 9*"—' t(9>^) *'* -(9^') Vx I 

= - 4 (*^')* *x— ' <'*"-' • 9> = - i N 9>, 
wenn 

(9) N = (^V'?!f'*"-'*x''-' 
gesetzt wird. 

Man hat also endlich 

(10) Q« = ~|(M#f«-2X9^ + N9)-;, 

eine Formel , durch welche das Quadrat der Functionaldeterminante 
auf die zweiten Ueberschiebungen M, X, N zurückgeführt wird. 

Ganz ebenso erhält man für das Product zweier Functionaldeter- 
minanten die Formel 

(11) QQ' = -i{M*d-P^Z-i9^ + N9?xl, 
wo 

^'^^ Q' = (z^)Xx''-'^*«-S 

und wo M, Py £, N die folgenden zweiten Ueberschiebungen be- 
deuten: 

M=-(9'Z)>x— 'z*"-* 

,1Qx P= (9*)» <Px— **,*-» 

I M. Ble ingammengegeiite Function % f+l Q. 

Aus der Form f können wir^ da die Covariante Q ebenfalls von 
der dritten Ordnung ist, eine Schaar von Formen dritter Ordnung, 
^ f + ^ Q büden. Die gemeinschaftlichen Eigenschaften dieser Schaar, 
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welche mit der Auflosung der cubischen Gleichungen in genauem 
Zusammenhange stehen ^ sollen jetzt untersucht werden. Es handelt 
sich darum ^ A, Q^ R für diese zusammengesetzte Function zu bilden^ 
Ausdrücke, welche durch 

AxX, Qxi, jBxZ 

bezeichnet werden sollen. Es wird sich zeigen, dass diese Formen 
sich aus den uns bereits bekannten zusammensetzen. 

Bezeichnen wir durch a^, a^, a^, a^ die Coefficienten von /*, durch 
cfy, a^, «2, «3, die von Q. Die Formen Ani, Qxl, RkI entstehen aus 
A, Qf Bf indem man darin die Grössen a, durch die Grossen 
xai + Xai ersetzt. Daher ist A^i von der zweiten, (^^i von der drit- 
ten, R^x von der vierten Ordnung in x, A. Setzt man 

AxA = X* A + x ^l Ai +*A2 Aj 

R^^== x^ R + x^ X R^ + xn^ R^ + X l^ R^ + l^ R^, 

wo die ersten Coefficienten (fßr x = 1 , A = 0) offenbar wieder die 
ursprünglichen Bildungen sind, so werden insbesondere die zweiten 
Coefficienten durch die Formeln (vgl. § 3.) 

Ai = Z a, 



(>i = Za, 






dtti 

gegeben. Bezeichnen wir nun durch d (p die Anwendung der Opera- 
tion Z a,r — auf irgend eine Form (p, so dass die obigen Ausdrücke 

c Ol 

dA, dQ, öR sind, und dass allgemein 

^ ^«0 ^«1 ^^«2 ^da^ 

Es sollen zuerst die Ausdrücke dA, dQ, di2 untersucht werden. 
Bemerken wir zu diesem Zwecke Folgendes. Wenn wir auf einen 
in symbolischer Form gegebenen Ausdruck die Operation d anwen- 
den, so müssen wir den Ausdruck uns in seine wirkliche Form 
gebracht denken und dann die Operation ausführen. Die Differen- 
tiation nach den a aber können wir uns zusammengesetzt denken 
aus der Differentiation nach den verschiedenen Reihen von a, die aus 
den verschiedenen Symbolreihen entspringen. Das Gesammtresultat 
ist die Summe der Ausdrücke, welche die Anwendung der Operation 
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aaf die einzelnen Reihen liefert. Da nun jede Reihe linear auftritt, 
so haben wir, um die einzelnen Ausdrucke zu erhalten, nur eine 
solche Reihe durch die a, d. h. die entsprechenden Symbole durch 
die Symbole von Q zu ersetzen. £& gilt also folgende Regel: 

Das Resultat der Anwend'ung der Operation d 
auf einen symbolisch gegebenen Ausdruck 9 ist die 
Summe der Ausdrücke, welche man erhält, wenn 
man immer für eines der ursprünglichen Symbole 
ein Symbol vou Q setzt. 

Symmetrisch auftretende Symbole liefern dabei genau dasselbe, 
die Summe der von ihnen herrührenden Terme kann daher sofort 
darch ein Vielfaches eines derselben ersetzt werden. 

Der Ausdruck df ist Q selbst. Dagegen findet man nach der 
obigen Regel 

(1) dA^2{aQya^Q,^0 

[siehe § 35. (3)]. Die Coefficienten von A also geben, der Operation d 
unterworfen, stets Null; daher kann man auch die Symbole von A, 
wo sie in eitler der Operation d unterworfeneu Form auftreten, un- 
beräcksichtigt lassen. So ist denn ohne Weiteres 

(2) iHJ = i!(AA') = 0. 
Femer wird 

=(<2A)ex*Ax. 

Dies ist die erste Ueberschiebung von Q mit A. Setzt man also 
in den Formeln (5), (6) des vorigen Paragraphen 

9> = /', * = A, z = A, »n = 3, n = 2, 

80 ist nach den beiden vorigen Paragraphen 

2=,©, = 12, V = 0, X = 0, 
daher: 

(3) dQ^^iBf. 

Die Functionen f und Q treten also vermöge der Operation d in 
die Wechselbeziehung, dass d/* auf (2, dQ wieder auf /* führt 

Nachdem wir nun die Wirkung der Operation d auf alle Formen 
b^tinmit haben, finden wir die Formen der zusammengesetzten 
Function x /*+ X Q durch ein einfaches Verfahren. Sei 9 irgend eine 
Covariante oder Invariante, ^ sein Grad in den Coefficienten von /*, 
endlich dtp eine bekannte Form, wie wir es nach dem Vorhergehenden 
ftlr jede ganze Function von f, A, Q, R annehmen dürfen. Schrei- 
ben wir: 
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(4) g>x Z = 9? . x'* + 9>i • «'*" * ^ + 92 • *** " ^ >L* • • • > 

so sind die ersten beiden Coeffieienten . rechts , q) und ^^ = d<jp, be- 
kannt, die fibri^en findet man durch ein recurrentes Verfahren. 

Unterwerfen wir nämlich die identische Gleichung (4) der Opera- 
tion d, 80 erhalten wir: 

(5) dq)^i = dq).xf' + d(pj^ . ^#-» X + d<p^. x^-» A*... . 

Aber fp^l ist eine Function der Grössen xai + ltti] daher hat man 

Da nun durch die Operation ö die Formen /", ^ in ^, — -^ / 
übergehen, so hat mau 

dfli = «,-, Ä «,- = — Y ^« > 
und die obige Formel geht also in folgende über: 

oder es wird: 

(6) ^^,,^«____^__. 

An Stelle der Formel (5) kann man daher jetzt folgende setzen: 

= *y . x'* + d>i . x^-' A + dg)aX"-2 A« +. .:, 

welche sich in das nachstehende System von Formeln auflost, indem 
man die Coeffieienten gleich hoher Potenzen von x und A auf beiden 
Seiten vergleicht: 

i5g)3 = d92H 2 — 9i 

4g)^ = d93-1 g ^2 



Aus diesen Formeln kann man <p^y 9's*-- successive berechnen. 
Wenden wir die Formeln (7) auf die Berechnung von Axji 8Ji. 
Das System geht hier, da fi = 2, über in 



zweiter, dritter und vierter Ordnung. § 36, 123 

A, = 

so dass man A^ = 0, A^^ -.% A, und daher die Formel hat: 

(8) A«^ = e.A, 

WO 

(9) e = x2 + ~A^ 

Da die GoefGcienten Yon A^l sich von denen von A nur um den 
Factor unterscheiden, so tritt bei Rui, weldhes eine Function zwei- 
ten Grades in jenen Coefficienten ist, das Quadrat von 6 vor, und 
man Iiat also: 

(10) i?xx=eMi. 

'Es bleibt fibrig Q^x zu bestimmen. Man kann dies wieder durch 
die Formeln (7) erreichen; aber es ist kürzer, sich folgender Methode 
zu bedienen. Da Q die Coefficienten von A enthält, so muss auch 
^xi. dcii l>®i ^xX auftretenden Factor 6 haben, es muss daher 

«a = (x«+|A»)(x<2 + A<?,) 
sein, und da nach (3) 

SO bat man 



oder 






Die oben erwähnte Wechselbeziehung zwischen Q und f tritt hier 
nocb deutlicher hervor, indem es sich zeigt, dass Q, {\lr Q als Grund- 
form gebildet, wieder / giebt; denn setzt man x=:0, A = l, so wird 

Man kann in der Formel für Q^i auch den zweiten Factor rechts 
in einen Zusammenhang mit der Form 6 bringen, indem man der 
Formel die Gestalt giebt: 



(11) ««^=i<^-(«l|-/^> 
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(12) 



Indem wir alle hier gefundenen Formeln vereinigen, 



R 



tritt die Wichtigkeit der binären Form zweiter Ordnung (x , A) her- 
vor, von welcher hier alles abhängt. Wir werden dieser Form bei 
der Auflösung der cubischen Gleichungen wieder begegnen. Bemerken 
wir nur, dass die Discrjminante von gleich R, der Discriminante der 
cubischen Form ist, sowie ferner, dass die Gleichung § 35. (7) , die 
Relation zwischen ^, / , A, ü, nun auch unter der Form dargestellt 
werden kann 

(13) A« = -20((;>,O. 

Zur algebraischen Definition der hier betrachteten zusammen- 
gesetzten Functionen xf+kQ füge ich noch den Satz hinzu: 

Die Form xf+XQ umfasst alle diejenigen For- 
men, und nur diese, für welche A bis auf einen con- 
stanten Factor eine gegebene quadratische Form ist. 

Dass alle Formen xf+XQ bis auf einen constanten Factor die- 
selbe Govariante A haben, zeigt die Formel (8). Dass umgekehrt nur 
Formen xf+XQ eine solche Govariante A ergeben, lehrt folgende 
Betrachtung. Sei 

^ = a^j ir^» + 3 «1 Xj^x^ + 3 «^ ^^ x^^ + a^x^\ 

Da die zweite Ueberschiebung von A sowohl mit / (§ 34.) als 
mit Q verschwindet, wie aus der Anwendung der Operation d auf die 
Gleichung (cA)*Cx = hervorgeht, so hat man die Relationen: 

«lÄ — ^ajPi + «sPo = 

«al>2-2aj|)i + a2Po = 
«il>2 - 2 a5.pi + «31)0 = 0. 

Jede Form dritter Ordnung (jp aber, welche bis auf eine Constante 
dasselbe A liefern soll, muss, wenn m^, m^, mg, fn^ ihre Coefficienten 
sind, die Gleichungen befriedigen: 

^1 P2 — 2 tn^p^ + m.^Q = 0. 
Aus diesen Gleichungen im Vergleiche mit den vorigen folgt: 



«0 
«0 



«1 «2 
«1 «2 

m, nh 



= 0, 



a« a, 



«1 

^1 '*2 •*$ 



«. 



a« 



= 0. 
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Nimmt man also^ was, wenn die Coefficienten von A nicht sämmt- 
hell yersch winden, immer erlaubt ist, zwei der Gleichungen 

m^=xa^ + ka^y 
an, so folgen die beiden anderen, und es ist also 

was zu beweisen war. Der Fall, wo A identisch verschwindet, ent- 
zieht sich selbstverständlich der Fassung des obigen Satzes. 



i 87. Beweis, dass das Formensystem mit den Formen f^^jQ^B 

abiT^schlossen ist. 

Aus den im Vorigen entwickelten Formeln zeigt sich, dass alle 
üeberschiebungen von f, Ay Q über sich selbst und über einander 
darch fy A, Q, R ausdrückbar sind; denn sie alle sind Glieder von 
^%X} QvX} I^l' Hierauf gestützt, werde ich jetzt beweisen, dass ausser 
R überhaupt keine Invariante, ausser A, Q keine neuen Covarianten 
Toü f existiren ; dass also jede nur denkbare Covariante oder Invariante 
TT von f eine ganze Function von f, A, Qy It ist. 

Dieser Satz ist richtig für die Formen TT, welche in den Coef- 
ficienten von f vom ersten Grade sind. Denn diese enthalten in sym- 
bohscher Darstellung nur ein Symbol, können also von a^^ nicht ver- 
schieden sein, so dass / die einzige Form ersten Grades ist. 

Nehmen wir also an, der Satz sei für alle Formen TT bis zum 
(m— !)*•» Grade einschliesslich bewiesen und zeigen wir, dass er dann 
auch fQr den w*®° Grad gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 

Sei also die allgemeinste Form TT, welche in den Coefficienten 
von /"vom (w — 1)**° Grade ist, aus Termen von der Form 

(1) /« Aß Qy R^ 

zusammengesetzt, wo 

(2) a-f-2/S + 3y + 4d = w-l. 

Die Formen m**" Grades entstehen, indem wir / ein-, zwei- oder 
dreimal über die Formen (m— !)*•" Grades schieben. Da hierbei R 
unverändert bleibt, so geben diejenigen Producte (1), für welche i >0, 
wieder Formen niederen Grades, für welche der Satz schon besteht 
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Es genügt also d = zu setzen. Auch kann man y = oder y=l 
machen, da $* durch /, iJ, A ausdröckbar ist. 

Schieben wir / einmal über das Product (1), so erhalten wir ganze 
Functionen von f multiplicirt mit ersten Ueberschiebungen von f über 
fy A, Q, also nichts Neues. 

Schieben wir f zweimal über (1), indem wir den Process der üeber- 
schiebung immer, wie in §30., durch eine DifPerentiations- Operation 
ersetzen, so erhalten wir theils Glieder, in denen Producte der f, A, Q 
mit zweiten Ueberschiebungen von f über f, A, Q multiplicirt sind, 
theils Terme der Form 

(3) {(pa) ita) g),«-^ ta:^-^ ax, 

in denen (p, ^ irgend welche der Formen f, A, Q bedeuten. Die 
Terme erster Art führen auf niedere, also bekannte, Formen, die 
Terme letzter Art aber würden auf Neues fähren können, wenn das 
Product (1) nur aus den Factoren g>, if bestanden hätte, sind also 
in diesem Fall zu untersuchen; in allen anderen Fällen würde (3) 
von niedererm Grade als (1) sein, mithin als durch /*, A, Q, R aus- 
drückbai; angesehen werden. 

Wenden wir aber auf (3) die Formel 

(4) (tpa) {tl^a) (p^tx = i \{(paY ^J + {i^af <jp,« - ispilif aj\ 
an, so geht (3) in das Product von 

mit Formen niederen Grades über, zerlegt sich also in lauter Theile, 
welche als bekannt angesehen werden. 

Schieben wir f dreimal über (1), so erhalten wir zum Theil Terme, 
welche aus Factoren f, A, Q und aus dritten Ueberschiebungen von 
f mit ff A, Qj also aus Bekanntem, bestehen; theils Terme, die ausser 
f, A, Q noch Ausdrücke der Form . 

(5) (9a)2(^a)9x"-^^,'*-' 

(6) (qpa) ita) (%«) tp/"' i^^P-' Zx'"' f 

enthalten, wo wieder 9?, ^, X irgend welche der Formen f, A, Q sind. 
In dem Falle, wo 9?.^ das ganze Product (w— 1)*®° Grades bildete, ist (5) 
zu untersuchen; in dem Falle, wo (p-t-X ^^ Product (w — 1)*^ Gra- 
des war, wird die Betrachtung von (6) nöthig. Aber (6) reducirt sich 
sofort mit Hilfe der Gleichung (4) auf ein Aggregat von Prodacten 
niederer Formen, kann also nichts Neues geben. 

Der Ausdruck (5) bleibt übrig. Er verschwindet, wenn g) = A, 
wegen des symbolischen Factors {aAy (§ 34.); wenn q3 = f, geht er in 
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also in Bekanntes über; wenn endlich (p=^ Q^ so ist der Ausdruck nach 
§35. das Product von R mit einer niederen, also bekannten Form. 

Hiermit ist der geforderte Beweis vollständig geliefert, und wir 
können den Satz aussprechen: 

Die Form dritter Ordnung ergiebt keine Cova- 
rianten ausser A, Q, and keine Invarianten ausser M, 



§ 38. AnflOsang der cnbigchen Gleiohnngcn. 

Schreiben wir die Gleichung § 35. (7) in der Form 

SO haben wir links den Cubus einer Form zweiten Grades, rechts das 
Product zweier cubischen Formen. Im Allgemeinen haben nun die 
letzteren keinen Factor gemein, wie jedes Zahlenbeispiel lehrt. Daher 
muss jeder der cubischen Ausdrücke rechts an und für sich ein voll- 
ständiger Cubus sein, d. h. man muss zwei lineare Functionen S, ri 
so bestimmen können, dass 

(2) . ^ '^ _1^ 

Die Functionen g, rj sind hierdurch bis auf dritte Wurzeln der 
Einheit völlig bestimmt. Wenn eine cubische Form gegeben ist. von 
welcher man weiss, dass sie der Cubus einer linearen Function ist: 

80 findet man die Coefficienten der linearen Function, indem man 
beiderseits die Coefficienten einander 'gleich setzt: 

V = «0 

a^^ a^ = «j 

Man erhält a^ durch die Cubikwnrzel aus cKq, dann a^ rational 
durch diese und a^ ausgedrückt; die übrigen Gleichungen müssen dann 
von selbst erfüllt sein. 

Hat man die beiden linearen Functionen |, rj aus (2) bestimmt, 
so folgt, indem man alles durch diese ausdrückt: 
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^^^ Q = i' + v' 

Bei der Darstellung von A ist eine Cubikwurzel zu ziehen , und 
daher könnte eine dritte Wurzel der Einheit rechts als Factor hinzu- 
gefügt werden; indessen kann man sie ersparen^ indem man die bei 
der Bestimmung von 17 auftretende Cubikwurzel gehörig bestimmt 
denkt; die bei £ auftretende ist dann immer noch beliebig^ aber auf 
diese Darstellungen ohne Einfluss. 

Die Gleichungen (3) geben sofort die Lösung der cubischen Gleich- 
ung /"= 0, sobald nur R von Null verschieden ist. Denn diese Gleich- 
ung kann dann ersetzt werden durch die Gleichung 

wo c eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit bedeutet: 

£ = — i . f * = • 

* 2 ' 2 

Die drei Wurzeln der cubischen Gleichung / = findet man ans 
den drei linearen Gleichungen 

I- 12 = 

|-«*ij = 0; 
und f ist darch die folgende Identität in seine drei Factoren zerlegt: 

l' 2 ^ ^ 2 J 

Man sieht, dass die Auflösung der cubischen Gleichung sich we- 
sentlich auf die Aufsuchung der linearen Factoren der quadratischen 
Form A stützt oder auf die Zerlegung von A^ in seine cubischen 
Factoren, d. h. auf die Auflösung der Gleichung 



/- 
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welche keine andere ist als 

Die Form giebt also, gleich Null gesetzt, die quadratische Re- 
solvente der cubischen Gleichung. 

Sind die Coefficienten von /'reell und R negativ, so sind |, rj 
reell, also von den drei linearen Factoren von /"einer reell, die an- 
deren , wegen £ und £*, conjugirt und imaginär. Wenn dagegen R 
positiv ist, so werden | und i] selbst conjugirt imaginär, etwa 

und die linearen Factoren von fj/^-^ werden also die Factoren von 

also (abgesehen von dem Factor ^^— 1) gleich g, pj/S + q, pj/^—q, 
mithin reell. Bei reellen Coefficienten hat also die cubische 
Gleichung drei reelle Wurzeln bei positivem, nur eine bei 
negativem R. — 

Die Gleichungen (8) liefern zugleich die Losung des ganzen Sy- 
stems von cubischen Gleichungen, welches in der Form 

enthalten ist. Denn aus (3) hat man 



(4) (x/-+A<?)/I|=S»(x+a/-|)-,^(x-a/-|); 

SO dass die Wurzeln dieser allgemeineren Gleichung aus den drei 
linearen Gleichungen gefunden werden: 

Ist R von Null verschieden, so sind auch die Factoren von A, 
also 2, rj verschieden; mithin auch die Factoren von f. 

Ist dagegen 12 = 0, so hat man 5 = ^j ^^^ Ä wird ein volles 
Quadrat, während nach (3) Q dem Cubus desselben linearen Ausdrucks 

proportional wird, so dass -^ diesen Ausdruck selbst, bis auf einen 

Constanten Factor, darstellt. 

Setzen wir in diesem Falle: 

C leb» oh, Theorie der blnftren algebr. Formen. 9 
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SO dass A für a;j = gj, X2 = ii doppelt verschwindet. Nun liefert das 
identische Verschwinden der zweiten Ueberschiebung von f mit A: 

Po («2^1 + «S^ä) - ^Pl («1^1 + «2^2) +P3 (ffo^+«l^l) =0 

die beiden Belationen: 

PoGi-^p^ai+p^a^^O 

Po<^9-^Pl^+P3^i=^7 

oder, indem mwi för die p ihre Werthe aus (5) 
einsetzt : 

Folglich hat in diesem Falle die Gleichung f=0 einen Doppel- 
factor, was mit der Natur von 12 als Discriminante übereinstimmt; 
und zwar ist dieser Doppelfactor 

Dieser Factor, den man durch die Gleichung ^=0 direct findet, 

ist zugleich Doppelfactor von f und A, dreifacher Factor von Q, 

Den ungleichen Factor von /"findet man, indem man /"durch A 
dividirt, also die ungleiche Wurzel der cubischen Gleichung /'=0 aus 
der linearen Gleichung 

A 

Man bemerkt, dass die Wurzeln von f hier durch blose Division, 
ohne Wurzelziehen, gefunden werden. 

Diese Betrachtung erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn A 
identisch, d. h. mit allen seinen Coefficienten verschwindet. Dann ist: 

%a^^a^ =0 

^0^3 ~ ^1^2 = ^^ 
a^n^—a^ =0. 

Diese Gleichungen kann man durch die folgenden ersetzen: 
Es giebt also zwei solche Grössen 1^, |o, dass 

«1 = ii% 
«2=616/ 
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Man hat dann 

die gegebene Form ist also in diesem Falle ein vollständiger Cubus, 
und das Verschwinden der Coefficienten von Aq ist die Bedingung, 
anter welcher dies eintritt. Denn da in diesem Falle die symbolischen 
Coefficienten von f zugleich als wirkliche Grössen angesehen werden 
können , so ist in dem vorliegenden Falle auch immer 



§ 89. GeometriBclie Interpretation der cubigclien Formen. 

Durch die Gleichung 

xf+XQ = 

bestimmen sich drei Elemente, welche ich ein Tripel nennen will. 
Den verschiedenen Werthen von x, X entspricht eine einfach unend- 
liche Reihe von Tripeln, dergestalt, dass jedes Element überhaupt 
nur einem Tripel angehören kann; denn soll xf+lQ für ein ge- 

wisses Element verschwinden, so bestimmt sich der Werth von y, 

also das betreffende Tripel, völlig aus der Gleichung xf+ IQ=0, 
welches für die jenem Elemente zugehörige x bestehen muss. 

Sucht man diejenigen Tripel, bei denen zwei ihrer Elemente zu- 

sammenfallen, so muss man y aus der Gleichung bestimmen: 

Nehmen wir an, es verschwinde iJ nicht; dann tritt dieser Fall 
nur ein, sobald verschwindet, d. h. bei 

Stellen wir die Tripelschaar nach § 38. (4) in S und ij dar: 

(x + A/I|)r-(x-A/I|)^ = 0. 

so zeigt sich, dass in diesen Füllen die Gleichung des Tripels in |^=0 
oder ^=0 tibergeht, d.h. dass alle drei Elemente des Tripels zu- 
sammenfallen. Man hat also den Satz: 

In der Tripelschaar kommen nur zwei Tripel 
vor, bei welchen Elemente zusammenfallen; es fal- 
len dann jedesmal alle drei zusammen, und zwar 
geschieht dieses bei den Yerschwindungselementen 

von A. 

9* 



132 Vierter Abechnitt. Theorie der Formen 

Die Verschwindungselemente von A sind durch 5 = 0, 17 = 
gegeben, die eines Tripels durch 




x + A 



/-? 



Diese fünf Elemente bilden ein eigenthümliches System, welches 
ich als cyclisch-projectivisch bezeichnen will.* unter diesem 
Namen verstehe ich ein System, welches, indem man gewisse zwei 
Elemente festhält, die übrigen aber cyclisch permutirt, stets Sy- 
steme erzeugt, welche dem ursprünglichen projectivisch sind. Halten 
wir die Elemente | = und iy = fest, so bilden die Elementepaare^ 
welche durch cyclische Vertauschung der Tripelelemente aus einander 

hervorgehen, 

1. ^ — arj =0 i — a€ri =0 

2. l-aeri =0 g-a«^iy = 

3. i'-ae^fi = l-ari =0 

in der That mit den beiden festen Elementen zusammen immer das- 
selbe Doppelverhältniss e. Die drei Punktreihen 

1. g = l-ari =0 l-aari =0 g-a£*i? = iy = 

2. g = l-asii^O g-af*i^==0 l-ar] =0 iy = 

3. g = g-af2i? = l-an =0 g-a«i?=0 iy = 



♦ Allgemein verstehe ich unter cyclißch-projecti vi sehen Elementen n Elemente 
Exy E2.,.En, welche zu zwei anderen, Ä, By so liegen, dass die Reihen 

A^ JBi, Et. . . J5%, B 
A. , jE^ , E^ . • . £1 , B 
Ä , Es , E4 . . . Efy B 

projectivisch sind. Es müssen dann die Doppel Verhältnisse 

A, E^y E^y B 

Ay Ety Eiy B 

sämmtlich einander gleich werden. Bezeichnet man den gemeinsamen Werth die- 
ser Doppelverhältnisse durch a, durch p^y Pf-Pn die Abstandsverhältnisse der 
Elemente E^y Et.,,En von Ay By so hat man die Gleichungen 

Pt = api 
Pt = api 

Pi=OiPn, 

daher, wenn man alle Gleichungen multiplicirt und durch Pt Pt' -»Pn diyidirt: 

a» = l. 
Es muss daher a eine imaginäre n^« Wurzel aus 1 sein, und man hat dami 

Pi 'Pt- •• -Pn = 1 :a. . . «»*"*. 
Die Gruppe der cyclisch -projectivischen Elemente entspricht also genau dea 
n Werthen, welche die n*« Wurzel einer Zahl zulässt. 
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sind also einander projectivisch, und die Elemente einander zugeord- 
net, wie sie hier unter einander stehen. Ich drücke dies durch den 
Satz aus: 

Die Elemente eines Tripels bilden mit den Ver- 

schwindungselementen von A ein cyclisch-projec- 

tivisches System. 

Betrachten wir nun ein zweites Tripel, für welches an Stelle der 
oben durch a bezeichneten Grosse der Ausdruck 



x' - A' j/- 




R 
2 



x' + A'/-! 
tritt. Die Elemente 

welche zwei verschiedenen Tripeln angehören, haben mit den Ver- 
schwindungspunkten von A zusammen ein Doppelverhältniss — . Die- 
ses Doppelverhältniss ändert sich nur um eine dritte Wur- 
zel der Einheit, wenn man zu anderen Elementen dersel- 
beu Tripel übergeht; und zwar kann man sich bei beliebi- 
ger Anordnung des ersten Tripels die Elemente des zwei- 
ten so geordnet denken, dass das Doppelverhältniss un- 
geändert bleibt, wenn man die Elemente beider Tripel 
um gleichviel Stellen cyclisch versetzt. 

Man kann demnach sich die Tripelschaar in drei projecti- 
vische Reihen aufgelöst denken, welche durch die Gleichungen 

^•-ari =0 
l^ — earj =0 

reprasentirt werden und bei welchen entsprechende Elemente durch 
denselben Werth von a repräsentirt sind (vergl. § 25.). Diese projec- 
tivischen Beihen haben paarweise Doppelelemente gemein, und alle 
diese fallen in die Verschwindungselemente von A. 

Je zwei Tripel sind 'durch die charakteristische Gonstante -g ver- 
bunden, welche immer dieselbe bleibt, welche Elemente der Tripel 
man auch mit 5 = 0, iy = zur Herstellung des Doppelverhältnisses 
verbinde. Ein besonders bemerkenswerther Werth dieser Gonstante 
ist — 1 , wo dann das Doppelverhältniss selbst — 1 , — £ oder — €^ ist, 
so dass in solchem Falle zwei Elemente der Tripel mit den Verschwin- 
dongspunkten von A theils harmonisch, theils äquianharmonisch lie- 
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gen (§21.). Ich will diesen Fall kurz dadurch bezeichnen , dass ich 
sagC; die Tripel liegen harmonisch. Um dies auszudrücken^ setzt man 

-;r = — 1 > also 



"'-^'/-f "-^/-l 



+ — -^=0^ 



x'+A'^-| x + A^-| 



oder 



xx'+ -^ A, A' = 0, 



Ist also das ursprüngliche Tripel 
so ist das zugehörige harmonische: 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als Qmx- Daher 
wird die Beziehung zwischen den beiden Tripeln eine wechselsei- 
tige und man kann den Satz aussprechen: 

Die Paare xf+l Q = Oj Qk^ = liegen harmonisch 
und sind die einzigen Systeme harmonischer Tripel 

Wenn Ä = 0, so fallen die Verschwindungselemente von A zusam- 
men ; mit ihnen vereinigen sich auch sämmtliche Elemente des Tri])els 
Q = 0] die Reihe xf+kQ=xO besteht nicht mehr aus einer Schaar 
von Tripeln, sondern aus einem festen Doppelelement und einer ein- 
fachen Punktreihe. Ist endlich A mit allen seinen Coefficienten iden- 
tisch Null, so entsteht überhaupt keine Reihe mehr; Q verschwindet 
identisdi, und /'=0 giebt ein dreifaches Element. 



I 40. Formen vierter Ordnung. 

Die Form vierter Ordnung werde symbolisch durch 

dargestellt. Sie giebt durch Ueberschiebung Ober sich selbst zu den 
beiden Formen 
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Veranlassung y von denen die erstere, Hj wieder von der vierten 
Ordnung, die zweite, i, eine Invariante ist.* 

Um die Ueberschiebungen von /* über H zu untersuchen, bilden 
wir zunächst die Polaren von H. Die erste ist 

oder da die beiden Theile der rechten Seite sich nur durch Ver- 
iaoschung von a mit h unterscheiden und demnach identisch sind: 

Die zweite Polare wird: 

HJH,^ = \{ahy\aJby^+2a^a,jh,h,\ 

= {ahy aj 6y*— | (ahf a, by (a, by — 6, Oj,). 

Nun ist nach § 15. (VII): 

fl* by — 6x s = (^* ^) (^y) 5 

also 

{ab/^ ajc by (ru by — t, «») = (« bf a, by , (xy). 

Vertauscht man aber in {abf Oxby die Symbole a und fc, und 
setzt für den ursprünglichen Ausdruck die Hälfte seiner Summe mit 
dem neugebildeten, so wird 

{a b)^ Qs by.{xy) = ^ {a by (a, by — 6^ Oy) (xy) 
und der symbolische Ausdruck für die zweite Polare von H ist also: 



(2) H,* fl,» = (a b)* aj i,« - ^ (xy)', 



eine Formel, welche auch aus den allgemeinen Formeln am Ende des 
§ 8. folgt, wenn man darin /'durch {abfax^by^ ersetzt. 

Die dritte and vierte Polare entsteht aus der ersten und aus H 
selbst, indem man die y mit den x vertauscht. 

Ersetzen wir nun in den Polaren y^, y^ durch — Cg, Cj, und raul- 
tijiliciren jedesmal mit der betreffenden Potenz von c^, so erhalten 
wir die folgenden Ueberschiebungen von H mit f: 



* Ist 

so hat man 

aoa;i* + 2a, a?! a^ + at2^' a, a?!* + 2 o, aJi ä» + Oa a^» 
axXy^-\''^atX^Xf¥<hOD^ a,a?j» + 2«8a;i a?i + a4Ät« 

= 2 I (oo o, - a,«) a;/ + 2 (o© a, - a, o,) x^^ x, + (o© a4 + 2 a, «s - 3 o,*) a;,* a:,» 

+ 2(a, a4-a,at)«ia?,' + (a,a4-a8*)a;,*| 

i = 2 (oo a4~ 4 a| 03 + 3 o,*). 



H=:2 
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(3) T= (c H) c.r^ HJ ={ahf (c h) aj h, cj = T/ 

(5 j (c if )3 Cr fix = (« &)* (c af {c l) K c^ 

Von diesen Bildungen geben nur die Formeln (3) und (6) neue 
Formen, eine Form 6**»' Ordnung, Functionaldeterminante von /"und 
Hy und eine Invariante J; beide dritten Grades in den Coefficienten.* 

Die dritte Ueberschiebung von c mit 2f verschwindet 
identisch, wie man aus (5) sofort sieht; denn die rechte Seite von 
(5) ändert ihr Zeichen durch die unwesentliche Vertauschung von 
h mit c. 

Dagegen drückt sich die zweite Ueberschiebung (4) 
durch die andern Formen aus. Lässt man nämlich in die 
Formel (HI) § 15. a, b, c Symbole einer biquadratischen Form f be- 
deuten, und zieht gleichbedeutende Terme zusammen, so erhält man: 

(7) {a by {a cy bj cj = ^ aj {b cy = ii f. 

Die Formel (4) geht daher. sofort in die folgende über: 

(8) {cir)^cJHs'=^^f, 

eine Formel, von welcher weiterhin Gebrauch zu machen sein wird. 

Man kann aus den obigen Formeln folgende Sätze ableiten, deren 
wir uns später bedienen werden: 

1. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(ab)* hat, besteht theils aus Ueberschiebungen von 
fimit Formen niedern Grades, theils aus Gliedern, 
welche den wirklichen Factor i besitzen. 

2. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(ah)'^ hat, besitzt immer den wirklichen Factor t. 

3. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(aH)* hat, zerfällt in Theile, die entweder den wirk- 
lichen Factor i, oder den wirklichen Factor J haben. 



* Ausgeführt: 
T= (oo* as - 3 Oo Ol Ot -f 2 a,») a;,« -f (flo* ^4 + 2 «o «i «a - 9 «« «t* + 6 o,« o,) Xi* Xt 
+ 5 (Oo ai a4 - 3 o« o, as -f 2 ai* a,) a;,* x,*-f 10 (ai* 04 — 00 03«) a;,»«t' 
+ 5 (-000904 -f-3o, 0,04 - 20i Oa») «|*a;,* -f (9040«' — 04*00 - 2 0| 0304—608*01)0:^ Xt* 
-f (3 Ot Os 04 — Ol 04* — 2 Os') «,*. 
OoOi o« 

= 6 |0o Ot O4 + 2 O, O, Os — O,* — Oo Oj*— Ol» O4I. 



J = 6 



Oj Of Os 

O2 0a«4 
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4. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(aHy hat, besitzt den wirklichen Factor j. 

Diese Sätze folgen sofort mit Hülfe des Satzes 6. § 30. Denn 
von nichtverschwindenden Formen enthalten kein anderes Symbol 
und den symbolischen Factor 

(aby nur H und i, 
(ab)^ nur i, 

(aH)^ nur ~ und j, 

{aHY nur j. 

Die hier entwickelten Formen f, H, T, i, j sind die einzigen, 
welche in der Theorie der biquadratischen Formen auftreten, wie 
weiter unten bewiesen werden soll. 



f 41. Die zQ^amaieiigesetste Functiou %f+lH, 

In ähnlicher Weise wie bei den Formen dritter Ordnung die 
cubische Goyariante Q zur Bildung der zusammengesetzten Function 
xf+XQ fohlte, ist es hier die biquadratische Covariante H, welche 
mit f zusanmien eine zusammengesetzte Form xf+XH begründet, 
deren Covarianten und Invarianten 

jetzt untersucht werden sollen. 

Bezeichnen wir durch Uq bis a^ die Coefficienten von f, durch Uq 
bis «4 die von H. Durch dtp bezeichnen wir hier die auf eine Co- 
variante oder Invariante anzuwendende Operation 

Es sollen zunächst, ganz analog der in § 36. angewandten Me- 
thode, die Ausdrücke dH, di, dj gebildet werden. Nach den a. a. 0. 
entwickelten Regeln erhält man: 

^l^ dH^2{cHycJHJ=^f [§ 40. (8).] 

dJ = 2(cJ3^* = 2j. [§40.(6).] 

Ferner ist, indem man die Formel für öH benutzt: 

dj = d (cH)* = (if ' Hy + -i {cay 
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Den Werth von {H' Hy = iH erhält man^ wenn man in der 

Formel 

Hs'' = {abya,'bJ 

fftr Xi, x^ die Symbole H^} ~^i »ö^zt. Daher wird 

in = (J2" Hy = {aby {aHy {bH)\ 
Aber diese Bildung entsteht wieder aus § 40. (8): 

wenn man x^f x^ durch b^, ^bi ersetzt. Es ist abo 

und somit endlich 
(2) *j = |. 



Die Form H steht, wie früher Q, mit der Grundform in 
einer Art von Reciprocitätsverhältniss, indem d/" auf H, d JET wieder 
auf f führt. Man kann nun die in § 36. zur Berechnung von q>^i 
angegebene Formel hier ohne Weiteres anwenden^ nur dass an Stelle 

TD 

des dort auftretenden Factors — -^ , welcher d Q von / unterschied, 

hier der Factor -^ auftritt, um welchen nach (1) öHyou /* verschieden 

o 

ist. Wenn also (p eine Covariante oder Invariante (i^^ Grades in den 

Goefficienten bedeutet, so ist 

und zugleich: 

dk "^3 ex 
= d g) . xtf + d^i . x'*-^ + d^a . x'*-2 1^ + ... . 

Führt man also die Differentialquotienten von <p^i ein, so erhalt 
man, wie a. a. 0., durch Vergleichung der CoefBcienten die Formeln, 
welche zur successiven Berechnung von 9^, 9, . . . dienen: 

2qp2 = dg)i — -g tp 

A A I** 

49)4 = 09)3 — yqpj 
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Wenden wir diese Formeln auf J7 an^ wo fi = 2. Das obige For- 
melsystem giebt: 



und da 



2i 
2 JBTg = d JBTj — ö -ff, 



SO hat man 

(3) fi, = i(2i /•-.'£■). 

Der Aaadruck von H^i wird also: 

H,x = Hx* + Hlxl + H^X* 

Dieser Ausdruck stellt sich übersichtlicher dar, wenn man die 
cnbisehe Form Q (x, X) durch die Gleichung 



(4) 



Q = x»-|^xA«-^-A» 



einfahrt; mit Hülfe derselben verwandelt die Darstellung von Hxi sich 
in folgende: 

(5) a.=tjiri?_4?j. 

Nachdem diese Formel einmal gewonnen ist, braucht man f&r 
die anderen Bildungen nun nicht mehr denselben Weg einzuschlageu, 
sondern kann sie direct aus der Formel (5) entwickeln. Was zu- 
nächst Tni angeht, so ist seiner Entstehung nach 

d{xf+XH) dHni 



TnX==^ 



cx^ dx^ 

d(xf+lH) dH,x 



dx^ 



ex. 



l 



3.16 



Xt-^ + A 



dXa 



dx^ 



cl dx^ dx dx^ 

dl aa^g"*" ex dXi 



3.16 



X — 



dQ 




df df 


Bl 


• 


d x^ dx^ 

dH dH 


dx 




dXi dx^ 



= QT. 



Die Form T^ f&r die zusammengesetzte Function gebildet, ist 
also der für die einfache Function gebildeten bis auf den Factor 
Q gleich: 
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(6) 



TxX^Qr. 



Zur Ableitung der Formeln für i^x und j^ji kann man sich eines 
allgemeineren Verfahrens bedienen, welches auf folgender Betrachtung 
beruht 

Sei (p irgend eine Covariante oder Invariante, ifxl und {d<p)gi das- 
jenige, was aus (p und dq> entsteht, wenn man diese Formen für die 
zusammengesetzte Function xf-{'lH hildet Es ist dann, um {dip)xl 
zu bilden, nöthig, die DifFerentialquotienten von (p^i nach den Coef- 
ficienten der zusammengesetzten Function mit den entsprechenden 
Coefficienten von H^i zu multipliciren und die Summe aller solcher 
Producte zu bilden^ Aber die Coefficienten von HxX sind die Aus- 
drücke 






daher hat man 



(7) {s^u=i y^^f-^(^'"-'4'^) 

^ [ r X c X rX ex ] 

Man erhält also den Ausdruck von 8 tp für die zusammen- 
gesetzte Function, wenn man die Functionaldeterminante 
von Q und <p durch 3 dividirt. 

Setzen wir q>=H, so wird nach (1) * 9= -=-/". Daher ist aus (7): 



i,l{xf+i.H) = 



cx ex 



Führt man hier fürÄeX seinen Werth ein, und drückt die ersten 
Differentialquotienten von Q durch die zweiten aus, so hat man: 



M(x/'.fA£r) = i 





:dk 


H 


cx* 


'dxdk 




dxdk 


.d*Q. 

' dk* 


dx* cxcl 


X 


H 






dxdk dk* 


• 


k 


-f 


> 





=i 



also indem man den Factor x/*+A JET beiderseits auslässt: 
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m »«i=-i 



r'Q 


c'Q 


dx* 


ex ik 


d^Q 


?*Ö 


cxcX 


fik* 



Betrachten wir nun Q als binäre Form dritter Ordnung in x, A^ 
und bezeichnen durch A^ die ihr zugehörige Form A^ so kann man 
dieser Gleichung auch die Form geben: 

(9) ^,eZ = -3Aß. 

£ndlich haben wir, um jxX zu bilden, nur die Formel (7) wieder 
ajQzuwenden, indem wir q> = if also dq) = 2j setzen. Es ist daraus: 

^'^^ *\dx Ik ck dx) ' 
oder nach (9): 

und ^wenn wir nun auch Qq^ ähnlich wie oben A^ einführen: 

(lO) ixx = -3(?a. 

Aus der Gleichung (7) § 35. 

folgt noch, dass eine gewisse Verbindung von i und j besonders ein- 
fache Eigenschaften besitzt; es ist die, welche B^ wird. Man hat 
nämlich aus (10) 

(11) AÄ=-ijix» + 2ixA+-^A«j, 

daher 

(12) i?fl = W(»'»-6f). 

Dieser Ausdruck, welcher bis auf einen Zahlenfactor mit dem in 
§29- gefundenen übereinstimmt, kann als die Discriminante von /* 
betrachtet werden. 



* Ausgerechnet: 
** Ausgerechnet: 
daher inBbesondere für x = 0, Ä = l: 



3 36 



3h=^^-^ (vgl. §29.). 
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Setzt man die Werthe von Q^ (10), Aß (9), B^i (12) durcli 
JmI, ÜX ausgedrückt in die Relation zwischen ^ß, R^, Aß, Q, so 
ergiebt sich 

(13) i\i-6/a = Q2(i3-6j^. 

Die Verbindung i^ — 6ß theilt also mit T die Eigenscbaft, sich 
bis auf einen Factor zu reproduciren, wenn man sie für die zusam- 
mengesetzte Function bildet. 

Die Formeln 

(14) ^r*=-^^ß 

i»«l-6/,x=Q«(i»-6j*) 

J o 

umfassen die ganze Theorie der zusammengesetzten Function xf+XE. 



I 42. Die Form T. 

Wie bei den cubischen Formen das Quadrat von Q, so drückt 
sich hier das Quadrat von T durch die übrigen Formen aus, also 
wieder das Quadrat der einzigen Form ungeraden Charakters (§ 16.) 
durch die Formen geraden Charakters. 

Man bedient sich, um diese Formel herzustellen, der Formel 
§ 35. (10), durch welche das Quadrat der Functionaldeterminante zweier 
Formen auf die zweiten Ueberschiebungen derselben über sich selbst 
und über einander zurückgeführt ist. Nach jener Formel hat man für 
unsem Fall: 

J» = - i J ff» . (a 6)» aj bJ-2Hf. {Ha)*HJas' + f* . (HHfH^HJ^. 
Von den drei hier auftretenden Bildungen ist die erste H selbst; 

* 

die zweite ist nach § 40. (8) gleich -p/l Die letzte endlich ist die 

Form H für H selbst gebildet; sie entsteht aus Huly wenn man 
X = 0, A = 1 setzt. Da nun 

^ ox 6 

*^A"" 3"" 3 ' 
80 hat man 
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■ • 

und indem man dies in die Formel für T^ einführt ^ findet man: 

Der eingeklammerte Theil rechts geht aas der Formel ilür Q: 

hervor, indem man x = H, A = — /* setzt. Man kann also das Quadrat 
Ton T durch die Function Q ausdrücken mittelst der Formel: 

Ich knüpfe hieran die Bestimmung der üeberschiebungen von T 
mit f und H. Man braucht übrigens nur erstere zu berechnen, und 
erhält dann die letztern durch die Operation d, indem man beachtet, 
dass dT=Oy dass also die Coefficienten von T dieser Operation 
nicht unterworfen zu werden brauchen. 

Die erste Ueberschiebung von T über f und H lässt sich auf 
mannigfache Weise ermitteln. Um den Zusammenhang des Resultats 
mü anderen Bildungen zu übersehen, geht man am Besten von der 
Gleichung (1) aus, welche T^ durch f und H ausdrückt: 

Indem man f oder H einmal über diese Gleichung schiebt, hat man: 

T.{aT) a,» 1,^ = -^ ^^ ^f^~^ {aH)aJHJ 

also indem man den Factor T beiderseits aaslässt: 

(ax) rt, -I, - t ,^ - 2 +12 

Die Darstellung der übrigen Üeberschiebungen von f und H mit 
T knüpft man am Besten an die Entwickelung der Covariante mit 
zwei Reihen von Veränderlichen 
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an. Nach der Tafel des § 8. hat man für diese die nach Potenzen 
von {xy) fortschreitende Reihe: 

Die Formen qp, tl), %, ^, o entstehen ans der links befindlichen 
Form, indem man dieselbe 0, 1, 2, 3, 4 mal der Operation Ä (§ 6.) 
unterwirft, und dann die y gleich den x setzt. Durch Anwendung 
der Operation Sl ergeben sich die Bildungen 

{aHfiaJHy^-ay^Hs^)', {aHf {a^Hy + ayH:,)\ 0. 
Man erhalt also^ indem man die y den x gleichsetzt: 
qp = 0, rlf^2Ty x = 0| -^ = 0, = 0, 
und es entsteht somit aus (3) die bemerkenswerthe Gleichung: 

(4) aj' Hy^ - a/ H^^ = 4 {xy) . TJ T/. 

Differenzirt man diese Gleichung nach den y und multiplicirt mit 
den X, so ergeben sich daraus weiter die Gleichungen: 

(5) Hy^H, aJ^-HJ^ay^a. ^3{xy)T^^Ty^ 

(6) Hy' HJ aj - HJ^ a,« a,^ = 2 {xy) TJ» Ty. 

Setzt man nun in (6) y^^h^^ Vi^'-^it so erhält man nochmals 

die erste Gleichung (2); ebenso aber erhalt man aus (5) und (4) die 

Gleichungen : 

{biybJTJ^O 

^^^ (6 Tf b^ TJ = - '-^J^, 

und indem man diese Gleichungen der Operation d unterwirft: 

{HTyHJTJ=^0 

Endlich hat man, da T={aH)aJ HJ ist, für die vierte Ueber- 
schiebung von f mit T einen Ausdruck, welcher aus den folgenden 
Theilen besteht: 

{aE)(bH) {abfHJ 
{aH){bHf{ab) aj 
(an)(bHy{abya^H^. 

Alle diese Theile verschwinden ; der erste, weil er durch Ver- 
tauschung von a mit b das Zeichen ändert; der zweite als die zweite 
Ueberschiebung von f über die verschwindende Covariante 
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der dritte als dritte Ueberschiebang von H über {nbyajbx^, also 
über sich selbst. Sonach hat man,: 

^ {aTy T,* = 0, und also auch 

An diese Ueberschiebungen knüpfen sich folgende Sätze: 

1. Jede Form, welche den symbolisichen Factor 
{aT)^ hat, zerfällt in Glieder, welche theils i, theils 
j zum wirklichen Factor haben. 

2. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{HTy hat, zerfällt in Glieder, welche theils j, theils 
i^ zum wirklichen Factor haben. 

3. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{aTy oder {HTy hat, verschwindet identisch. 

Der Beweis dieser Sätze folgt aus dem Satze 6. des § 30.; denn 
die einzigen Formen, welche den symbolischen Factor {aT)^ haben 
und kein anderes Symbol enthalten, sind: 

Formen, die entweder verschwinden, oder theils den Factor t, theils 
den Factor j enthalten. Ebenso sind 

{HTYHJTx\ {HTyH^TJ^, (HTyT^^ 

die einzigen Formen, welche den symbolischen Factor {HTy und 
kein anderes Symbol enthalten; diese Formen aber verschwinden ent- 
weder oder sie enthalten theils j, theils i^ als Factor. 



|4S. Beweis 9 dass ansser f, H, T, i,j keine Invarianten nnd Covarianten 

von f existiren. 

Die im Vorhergehenden entwickelten Resultate genügen, um den 
Beweis zu liefern, dass i, j die einzigen Invarianten, f, H, T die ein- 
zigen Covarianten von / sind. Dieser Satz wird wie der entsprechende 
über die cubischen Formen (§ 37.) bewiesen. Er ist richtig für die 
Formen ersten Grades Wir nehmen ihn bis zu den Formen (w — !)*•** 
Grades einschliesslich als bewiesen an, und zeigen, dass er dann auch 
für die Formen m^*° Grades richtig ist. Wir benutzen dabei das im 
Vorhergehenden gewonnene Resultat, dass die Ueberschiebungen von 
f and H über sich selbst , über einander und über T auf keine neuen 
Bildungen führen. 

Man hat also zu zeigen, dass die Formen m^' Ordnung sich aus 
Producten von /*, JS, T, i, j zusammensetzen, wenn die Formen 

Clebioh, Theorie der bin&ren'algebr. Formen. 10 
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(m — 1)*®' Ordnung diese Eigenschaft haben. Erstere entstehen aus 
diesen durch üeberschieben von f. Man hat also die vier üeber- 
schiebungen von f über die Formen 

(1) f^RßTy 

(a-f- 2/3 + 3>' = m— 1) zu untersuchen; doch kann man^ da T^ durch 
f, II j i, j ausdrückbar ist, y immer gleich Null oder 1 annehmen. 

Die erste üeberschiebung von f über das Product (1) fuhrt nur auf 
Producte der /*, H, T, multiplicirt mit den ersten Ueberschiebungen 
von f über die einzelnen Formen /*, H, T, also auf nichts Neues. 

Die zweite Üeberschiebung führt auf Terme, die ausser f, H, T 
noch zweite Ueberschiebungen von f über f oder H oder T enthalten 
und also bekannt sind, und auf Terme der Form 

(2) (qpa) (*a) 9*"""* *x^^^ aj, 

multiplicirt mit Producten der /*, H, T, wobei qp, ^ irgend welche 
der Formen f, H, T bedeuten. Der Ausdruck (2) ist zu untersuchen, 
sobald er selbst vom Grade m ist; sobald also (1) nur aus den Factoren 
fp , tff bestand. Aber nach der Formel 

(3) (spa) ita) ipsif» = ^ {(9»a)'*x'+(*a)>*'-(9*)'ö*'l 

löst sich (2) in zerfallende Terme auf, also in Producte von Aus- 
drücken, welche bekannt sind. 

Die dritte Üeberschiebung führt auf Terme, die ausser f, JBT, T 
noch folgende drei Arten von Bildungen enthalten können: 

1. dritte Ueberschiebungen von f über /*, JBT, T; 

2. Ausdrücke der Form (9a)*(^a)g?j|/*~^ V'x'*"' «x; 

3. Ausdrücke der Form {<pä) (^a) (^a) ^x"""* ^x''""* X*'*"^ ®*> 

wo wieder qp, ^, % irgend welche der Formen f, H, T sind. Die 
Ausdrücke 1. sind bekannt, die Ausdrücke 3. reduciren sich mit Hülfe 
der Gleichung (3). Die Ausdrücke 2. könnten Neues geben, sobald 
das Product (w— 1)*** Grades nur q> . p wäre, und müssen also unter- 
sucht werden. Nach §§ 40. und 42. tritt aber in diesen Ausdrücken 
Folgendes ein: 

Ist 9> = /*, so besteht der Ausdruck aus einer Üeberschiebung von 
H mit ^, also aus einer bekannten Co Variante, und aus Theilen mit 
dem Factor i, die somit in ihren anderen Factoren von niederem 
Grade, also bekannt sind. Ist aber q> = II oder <p=zT, so enthält der 
Ausdruck theils den Factor i, theils den Factor j, und besteht also 
gleichfalls aus Producten niederer Formen. 

Die dritten Ueberschiebungen können also nichts Neues geben. 

Endlich führen die vierten Ueberschiebungen , aosser auf Ptoducte 
von /*, JET, T, auf Ausdrücke folgender Art: 
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I. Viert« UeberschiebuDjir von f mit f, H, T; 
i. ÄnadrQcke der Form (y(i)^(i('fl) qj^"-^ (f»,/"'; 
H. Ausdracke der Form (9)a)^(i('o)*9',"-' ^^-'; 

4. Ausdrucke der Form (9'a)*((!f(i) {xfl)9)i""'i('j'— ' X,'~'; 

5. Ausdrücke der Form (y«)(*o) (;(«) (#«)?>«""' !('«'"' J>'~'**''~S 

Bo wieder ^, 4;, %, & irgtnd wetcbe der Formen f, H, T sind. Die 
piirmen unter 1. sind beliannt; die auderen k&nnten tn^Iicherweise 
Ncaes geben, sobald das ganze Product nur ans den Fuctoren f.i^, 
lifz. qc . ^ . 2 oder ip .il> .%.& beattlnde. Nun aber redncirt man die 
Ausdrücke 5. sofort mittelst der Qleichung (3), die AasdrQcke 4. mit- 
telst derselben, wenn mau darin nur ^j % an Stelle von 0i, i> seist. 
Es bleiben also noch die ÄuBdrUcke 2., 3. zu betrachten. 

Die Ausdrücke 2. enthalten immer, wegen der in §§ 40. ^. bewie- 
senen Sätze, theils i, theils j als Factor Von den Ausdrücken 3. 
i;ilt dasselbe, ausser wenn if> = f\ dann können sie zum Theil 
dorch Ueberschiebungen von H über iff, also Ober /*, H oder T, 
ectstandün sein. Da auch diese nur auf Bekanntes fOhren, 80 ist der 
Beweis des Satzes hiermit geliefert. 

Man erhält also in der That keine anderen Inrarianten 
als t, j, keine anderen Covarianten als f, H, T. — 

Ich werde diesen Satz bei den Ueberschiebungen Ton T über sidi 
st^lbst, welche noch nicht gebildet wurden, benutzen. 

Bezeichnen wir, um die zweite Ueberschiebung von T Aber sich 
selbst zu bilden, durch qoy* die Form 

(4) 9>/ = a,*/f/-a/if/=~4(3:y)r,» V [§ 42. (4)]. 
Setzt mau darin y^^tp^, 1/1 = — 9'i> so kommt: 

(5) i, = (y .p-)« = _ 4 (9. Tf r," y, . 

Aber zugleich hat man aus (4): 

UQ(1 daher, wenn man y^ = T^, y^ = ~Tl setzt und mit TJ^ mul- 

tiplicirt: 

{<p T'f T/^ tp,= B T/ TJ' {TT' f. 

Die zweite Ueberschiebung von T Über sich selbst hat 
also den Ausdruck: 
16) {TTfT^*TJ' = -^\i^, 

oder, wenn man, um i zu bilden, in i^f+iff—i^i (§ 41.) S filr x, 
— /"für l setzt: 
(7) (T ry T.' !.■' = - ^{iR' -23 Hf+ ^ r) ■ 

10' 



i 
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Die vierte üeberschiebung von T über sich selbst muss 
nothwendig verschwinden. Dieselbe ist nämlich eine Form vierter 
Ordnung und sechsten Grades^ muss also nach dem Vorigen die Ge- 
stalt haben: 

yfo p, q Zahlencoefficienten sind. Da aber diese Form sieh aas den 
Coefficienten von T zusammensetzt, so muss sie die Eigenschaft haben, 
zu verschwinden, wenn man sie der Operation d unterwirft. Daher 
muss man haben: 

■ 

daher p = 0, 3 = 0, was zu beweisen. Man hat sonach die Gleichung 
(8) {TTy T,^ TP = 0. 

Endlich ist noch *die sechste Üeberschiebung von T über 
sich selbst zu bilden. Da 

so hat man: 

(TT')« = («10 (« T^f {HTf, 

Dies kann als die vierte üeberschiebung von H über die Form 

- (a Tf a^c TJ = {(iH -jf) (6) 

angesehen werden. Da nun 

SO ist 

(9) (rn*=i(|-j"») = l%; 

die sechste Üeberschiebung von T ^ber sich selbst unterscheidet sieh 
von der Discriminante nur um eii;en numerischen Factor. Eine Con- 
trole liefert wieder der Umstand, dass der Ausdruck durch Anwendung 
der Operation d verschwinden muss. 

§ 44. Die Auflösung der cubisclien Gleiohnng Sl=0, 

Die Auflösung der biquadratischen Gleichungen f=0 und 
xf+kH=0 knüpft sich an die Auflösung der cubischen Gleichung 

Q(x,A) = 0. 

Die Wurzeln dieser Gleichung seien 

-^m, - = m, _ = «, 
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80 dasa 

Q = (x - w A) (x - mX) (x - m" A) 

gf^etzt werden kano. Setzt man in diesem Ausdrucke H, —f fVbc 
Xj X, so erhält man nach § 42. (1) ^2T^, und es ist also: 

(I) T* = - i (^+ ^f) iS+ mf) {H+ mj). 

Was die Bestimmung der Grossen m, m\ m" angeht, so kann 
man, da in Q der erste Coefficient 1, der zweite ist, sich der 
Cardano'schen Formel bedienen. Ich werde zeigen, wie dieselbe 
Auflosung auch aus derjenigen hervorgeht, welche für die allgemeine 
Form der cubischen Gleichung in § 38. gegeben ist. 

Man hat 

• • 

«Ä = -i[ix'+jx'A+¥«^'+(y-£)^'] 

^Ä=5V(»'-6J*)- 

Nach der in § 38. gef^ebenen Methode bildet man nau die linearen 
AosdrQcke 




Q+fV-^ "-^ 7=^ -» 



-.f-i+*/-i- 



36 



2 r 6 ■ "^ 2 », 



;/-u*/l 



.^y '^ -.n:^^- 



»•« 



36* 



fTVl"' 



WO nur der Einfachheit wegen der Index Q überall ausgelassen ist. 
Bestimmt man nun den Sinn der Cubikwurzeln 



so, dass 

Vi* B i 
"^•^ = j^ 36+8^6' 

so kaun man in den Formeln für | iind i} 
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setzen/ und erhält also: 

l=7cA-kB^ 
rj = xB^lA\ 

Die linearen Factoren von Q(x, X) sind nun 

i-Vf 6-«^) S-«-^»?, 

wu £ eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit. Aisu hat man , weiiu 
J — £^ ly = gesetzt wird : 

x{A-'€iB) = X{IP^eiA^) 
oder 

Die drei Wurzeln der cubisclieu Gleichung Q — sind also: 

^ m =-( A+ B) 

(3) m' =-{£Ä + t^B) 

m" = -{e*A + e B), 

wie die Gardano'sche Formel es angiebt. 

Die Qleichung (1) lehrt nun, dass das Product 

{H+mf) {H+m'f) (H + m"f) 

• 

das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der sechsten Ordnung 

ist Aber keiner der drei biquadratischen Factoren hat im Allgemeinen 

[und die Formel § 42. (1) gilt immer] mit den anderen einen 

linearen Factor gemein, da sonst auch f und H denselben gemein 

haben müssten« Daher muss jeder der biquadratischen Factoren an und 

flir sich das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der zweiten 

Ordnung sein, und man kann also drei quadratische Formen fp, if, % 

finden, so dass 

H+mf = — 29« 

(4) H+m'f=:-2il^ 

ir+w'Y=-2x^. 

(5) T=2 9*Z. 

Um in jedem besonderen Falle die Coefficienten der Functionen 
(f zu bestimmen, kann man ähnlich verfahren, wie in § 38. bei der 
Bestimmung der Coefficienten von | und iy. Ist-K" eine Form vierter 
Ordnung, von welcher wir wissen, dass sie das Quadrat einer qua- 
dratischen Form (p ist, und hat man 

K= % V + 4 aj x^^ x^ + 6 «2 x^x^ + A a^ x^ x^ + a^x'^^ 
tp ==aQX^ + 2a^x^x^ + a^x^^ 
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so finden die Gleichungen statt: 



«0 = «ü* 
«l = «0 «1 



«i = 1 («0 «« + 2 «,*) 



ttj = aj flfj 

»4 = «»^ 



man kann also eiwa aas der ersten a^ durch Wurzelziehen berechnen^ 
und findet dann aus der zweiten a^, aus der dritten a^ rational durch 
(tg und die Coefficienten von K ausgedrückt. 

Wir dürfen also die Formen 

H+mf 



(6) * = /- 



2 

H+m'f 
2 



als bekannte quadratische Formen ansehen. Die Vorzeichen sind bei 
zweien derselben beliebig, bei der dritten dann durch die Gleichung 
(5) bestimmt Es giebt also nur vier Arten, die Functionen ^, i^t X 
ihrem Vorzeichen nach zu bestimmen, und es giebt keine zwei dieser 
Bestimmungsarten, welche durch Aenderung der Vorzeichen aller 
drei Functionen in einander übergehen, da die Gleichung (5) das Vor- 
zeichen des Products aller qp unveränderlich giebt; vielmehr sind je 
zwei Systeme der 97, ^j X «lurch die Vorzeichen zweier Functionen 
von einander verschieden. 



§ 45. Die quadratisclien Factoren von T, 

Durch die Gleichungen (4), (5) des vorigen Paragraphen ist die 
Form T als eine sehr specielle Form sechster Ordnung charakterisirt. 
Denn die Form T hat die Eigenschaft, durch Losung einer 
cabischen Gleichung (Q = 0) in drei quadratische Factoren 
aufgelöst zu werden. Die Gleichung T=0 ist also eine durch 
Wurzelziehen losbare Gleichung sechsten Grades. 

Zwischen den quadratischen Functionen 97, ^, x bestehen aber 
noch in Folge der Gleichungen §§ 42. 44. sehr bemerkenswerthe Rela- 
tionen. Bilden wir die Functionaldeterminante irgend zweier, z. B. der 
ersten beiden Gleichungen § 44. (4), dividirt durch 16, d. h. die erste 
Ueberschiebung der Formen rechts und links in diesen Gleichungen, 
80 erhalten wir: 
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^ 



-^ — j-m- — 

PH ^ ?f 
cx^ dx, 



+ m ' 



ex. 



dx^ 



2 



dx. 



dx. 



= iq> .^.{q>t)q>a:i'jcf 



= (m'-m)3V 



dH df 



dx^ 

dH 

dx, 



2 



dx^ 

IL 

dx^ 



= (w - m') T. 



Setzen wir hier für T seinen Werth aus § 44. (5), so kann man 
den Factor 2(p.il; auf beiden Seiten auslassen, und erhält also d i e 
Functionaldeterminante zweier der Formen 9), ^, % durch 
die dritte ausgedrückt. So hat man die drei Gleichungen: 

(1) 2 (x9>) Xx(px = {m" - m) . * 

2 (tp tl;) 9)x^,= (m — m') . %- 

m 

Bilden wir jetzt die erste Ueberschiebung dieser Gleichungen mit 
ff, tl^f X selbst. Rechts entsteht Null, wenn die beiden Functionen 
bei der Ueberschiebung dieselben sind; sind beide Functionen ver- 
scbiedeu, so kann man die entstehende Form durch die Gleichungen (1) 
wieder auf 9, ^, % selbst zurückführen. Links benutzen wir die 
Gleichung § 35. (5), welche für die erste Ueberschiebung einer Form 
X über die erste Ueberschiebung von q) und ^ gebildet ist, und welche 
hier in die folgende Gleichung übergeht [Q = (jp ^) tp^ ^,] : 

(Qz)QxZx = -i{9(*Z)*-*(9Z)*l- 
Bezeichnen wir durch Aik die 6 Invarianten von (p, i^y X- 

A^=^{fp^y A,,^{nf 

so erhalten wir nunmehr aus (1) folgende Gleichungen: 

^A^t-AiX 

(m — w') (m — m") . . ^ 

-^ -^ ^Z = AoZ-^2o9 






ui9 



2 



2 



9= Ai9-Ao* 
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- '"•'-T"""'' *°^*-A.» 

(m"- m) im"- m') . . 

=4ii9— 4i,^. 

Da nun im AUgemdnen nicht zwei der Formen q>, t, X ^^^^^ 
Factor gemein haben^ den sonst auch f und H gemein haben müsste^ 
so folgt hieraus: 

A^ = — ^ (m — m') (m — m") Ä^^ = 

(2) ^ii = -i(m'-m")(w'-w) Ä^=0 

4^ = _|(m"-m)(m"-m') ^1 = 0. 

Endlich erhält man noch^ indem man eine der Formen (p, if, % 
zweimal über die entsprechende Gleichung (1) schiebt, den Werth 
der aus allen drei Formen ^, i^, X zusammengesetzten Invariante: 

jr==-(ip^)(^z)a9) 

— 2 ^ — 2 — 2 ^ 

= |(m - w') (w' - m") (w" - m). 

Ferner findet sich aus ' § 44. (3) mit Berücksichtigung der 
Gleichung 1 + € + f * = : 

m'-m"=(a-l)a(^--B) 
lyi'^m =(l-£2)(^-2?£), 

und daher hat man die Werthe: 

A^ = -\ (^«+ AB-V B^ 

(3) ^n = -4e«(^« + f^£ + £«JB«) 

jä:=l*(i-«)(^»-i?»), 

oder mit Benutzung der Werthe von A, B: 



(4) K=i,{l-B)j/-^. 



Die vorigen Betrachtungen stützen sich wesentlich darauf^ dass 
die cubische Gleichung' im allgemeinen Falle keine gleichen Wurzeln 
hat, dass also R im Allgemeinen nicht verschwindet. Es ist leicht 
zu zeigen,^ dass die andere Voraussetzung, dass nämlich H und f 
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen , hiermit zusammenfällt. 
Fragen wir, welche Bedingung eintreten muss, damit H und f einen 
gemeinsamen Factor besitzen. Alsdann müssen auch 9>, ^, Z ^^^' 
selben Factor haben; sobald er verschwindet, muss also auch (pj=0, 



154 Vierter Abschnitt. Theorie der Formen 

^x^ = sein, die Resultante von ^ und tj; muss verschwinden. Die 
Resultante zweier Formen (jo, ip von der zweiten Ordnung ist aber 
nach p. 8\) gleich 

oder hier 

Da nun im vorliegenden Falle A^^ identisch verschwindet, so 
miisste Ä^^^ oder A^^ verschwinden, d. h. es müssten zwei der m 
gleich werden und daher J^ = 0. Die Resultante von /*=0, 11=0 ist 
also eine Potenz von ü; und zwar, da sie die Coefficienten beider 
Formen biquadratisch, also im Ganzen die Coefficienten von f zur 
zwölften Ordnung enthalten muss, ist sie ü^ 



§ 46. AnflösDüsr der blqnadratischen Gleichnnpen. 

Unter der Voraussetzung, dass R von Null verschieden sei, fahren 
nun die Gleichungen § 44. (6) zur Lösung der Gleichung vierter Ordnung 

(1) xf + lH=0. 

In Folge dieser Gleichung hat man 

f: H= A : - X, 

und daher, wenn q eine unbestimmte Grosse bezeichnet, aus §44. (6): 



(2) ^ t = 9 /x — m'A 

In diesen Gleichungen stehen links quadratische Functionen der 
Xi, x^'y diese Gleichungen geben daher, indem sie nach Xj^, ^i^t> ^t 
aufgelöst werden, die Verhältnisse dieser Grössen und daher auch ein 

Verhältniss -> für welches die Gleichung (1) besteht. Auch sieht 

man sofort, dass es vier Bestimmun^sarten dieses Verhältnisses giebi 

Denn die Vorzeichen von ]/x^mk, f/«— w'A, j/x — tn'X gestatten 
im Ganzen acht Combinationen. Von diesen führen aber immer solche 

zwei auf denselben Werth — , bei welchen alle Wurzeln entgegen- 

x^ 

gesetzte Vorzeichen haben, ein Unterschied, der sich durch Aenderong 

der ganz willkürlichen Grösse q sofort aufheben lässt. 

Bezeichnen wir den Werth des Verhältnisses — , für welchen 
xf+XH verschwindet, durch — , und bezeichnen vnr femer durch 
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^u^^if^27 ßoyßiyß^^ royYu 7« ^i« Coefficienten 9, *. Zi so werden die 
drei Gleichungen (2) folgende: 



l3) 






Setzen wir die hieraus berechneten Werthe von y^*, y^y^, y/ in 
die linke Seile der Identität: 

(4) x/yj* - Sx^a^^y^y, + Xj^y/ = (i:y)« 

ein, so erhalten wir rechts das Quadrat eines linearen Factors von 
xf+kH. Indem wir aber aus (3), (4) die Grössen yi*, 2y,yj,, y/ elimi- 
uireu, erhalten wir die Gleichung 



= 



a 







Oller geordnet: 
(5) (^ 



•A'^ ^^ J[/| Jv^ 



( - 



«0 «1 






yi 






/'ü /*! ßi 

Yo Yx Y^ 



= y X —mX 



+ y x — mk 



a. 



tti 



a 



•A'^ ^^tiy I «VQ «/tl 



J/jJ «2^1 ^i 



n Vi 
a. 



ßt 

Yi 



+ /x — m" A 



a. 



«1 

/^ü /*! ß^ 



^0 ri Y% 

Die drei Determinanten rechts entstehen aus der Determinante 
links, indem man immer eine Reihe von Coefficienten durch a;/, 
-/, j*,, a?*, ersetzt. Die Determinante links ist, wenn man die Sym- 
bole von q>j '^i % einfahrt: 



9.* 


^ift 


v.* 


*i* 


^l^i 


i>/ 


z.» 


ZiZi 


z»" 



ein Ausdruck, welcher offenbar mit jedem der Ausdrücke 

verschwindet, und also von dem Producte dieser Grössen nur nume- 
risch verschieden sein kann; in der That lehrt die Bestimmung und 
Vergleichung irgend eines Gliedes, dass jene Determinante gleich 

ist. 

Ersetzt man je eine Coefficientenreihe durch x^y—x^x^jX^j oder 
je eine Art von Symbolen durch x^y—x^, so erhalt man die Werthe 
der drei anderen Determinanten: 
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fll —fit 



(*Z)**Z* = ö — '9> 



(X9)l*9>x = — 2 — •* 

Man sieht also, dass in der That die Bestimmung des linearen 
Factors {xy) durch die Gleichung (5) immer möglich ist, wenn nur 
K, d. h. R von Null verschieden; und dass dann (indem wir von 
einem gleichgültigen Factor abstrahireh) 



(6) (xyy = (m' — m") q>]/x-9nk + (m" -m)^y%'-mk 

gesetzt werden kann, ein Ausdruck, dessen rechte Seite nothwendig 
das Quadrat einer linearen Fimction ist. 

Für die Auflösung der Gleichung xf+ XH=0 ist es hinreichend, 
das Quadrat dieses linearen Factors der Gleichung zu kennen, in- 
dem die Verhältnisse von y^*, y^v^, y^* ^^^ ^®^ BMch ~ dami 
bekannt sind. 

Man braucht also nur, indem man die linke Seite von (6) durch 

^11 ^1 "1" ^ ^12 ^l ^2 "i" ^22 ^2 

bezeichnet, aus (6) die Gleichungen 

y2'=«ii. yiy2=-«i2> y2*=«2« 

abzuleiten; der Quotient 

I![l — — ?ii = — ?M 

y2 «12 «12 

ist dann eine Wurzel von /■=0. 

Aber es ist von Interesse, die Auflosung der biquadratischen 
Gleichung xf+kH = auf eine Identität zurückzuführen, welche die 
linke Seite der Gleichung in ihre vier linearen Factoren zerlegt zeigt 
Diese Identität ist nach dem Vorigen von der Form 

(7) M{xf+kH) 

= V{m^m') ff j/x—mX + (m'—m) ^ j/x — m'k + {m—m) % j/x — w" ^ 

• ^(w'— w") ff j/x — mk — (m"— m) f j/x — m'k + {m—m') % j/x — fifl 
*V(m —m") q>j/x^mk + {m"—m) t l/x — fn' k ^ {m—m') %}/ x — m" ^ 

• V{m' — m" j ipj/x—mk — (w" — m) ^ ^x — w' A — (m — m') ;C ^ x — w" ^ 
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wobei noch für (Pf ^f % die Werthe aus §44. (6) einzusetzen sind. 
Es handelt sich nur noch um die Bestimmung der Constante M. Die- 
selbe erfolgt sehr leicht ^ wenn man in der obigen Gleichung ein 
Werthsystem x^, x^ einführt, für welches eine der Formen 9, ^, Xf 
etwa 9, verschwindet. Für dieselbe reducirt sich die obige GleicHung auf 

(8) JM'(x/'+Ajtf) = (w"-w)2^«(x-m'A)-(w~w')2;C^(x-~w''A); 
zugleich wird nach § 44. (6) 

daher, wenn man dies in (8) einführt und durch f diyidirt: 

lf(x-iiiA)=-i(w-w')(;m-w") |(m— m") (x-w'A)+(in'-w)(x-m"A)} 

= 4 (m^m') {m-m") (w'-m") (x-mA), 
oder 

(9) Jf=:i(w-mV(in--m'')(m'--m'')=--2JC=-|«(l--«)X/-^. 

Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass, sobald B, nicht ver- 
schwindet, die vier Losungen der biquadratischen Gleichung 

aas den vier Gleichungen 



(10) (t»'— w") ^> j/x—mk + (fn"—m) ^ j/x—mk 

+ (w-w')zj/x-m"A=0 

gefunden werden, deren linke Theile Quadrate linearer Ausdrücke in 
den X sind. 

X 

In diesem Falle sind, ausgenommen wenn — einen der Werthe 

«, m', m" annimmt, die vier Wurzeln der Gleichung immer verschie- 
den. Denn sollten zwei gleich werden, etwa die in (10) durch die 
Zeichenfolgen 

+ + + 

+ 

reprasentirten, so müssten zugleich die Gleichungen bestehen: 

9) = 
(w"- m) i; yx-m'k + (m- w') % }/x—fn"X = , 

oder die Resultante dieser beiden Formen zweiten Grades müsste ver- 
schwinden. Nun ist die simultane Invariante dieser beiden Formen 
atis A^j^ und A^ zusammengesetzt und daher identisch Null ; die Resul- 
tante reducirt sich daher auf das Product der Invariante von tp mit 
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der Invariante der zweiten quadratischen Form. Erstere verschwindet 
nicht, da sonst zwei m einander gleich sein müssten, also 12 = 0. 
Die zweite ist die zweite Ueberschiebung der zweiten quadratischen 
Form über sich selbst; aber die Form 

zweimal über sich selbst geschoben, giebt 

also hier 

(m" - mf (x - m' k) A^^ + (w - m^ (x-m"k)A^ 

= ^^ ^— g — ^-^ |(w — m) («— w A) + (m— w) (x — fwMj] 



_ (w-m') (m^^-w) {m-my 

= ö ^X — WA). 



2 

Auch dieser Ausdruck also kann nicht verschwinden, da weder 

X 

zwei m einander gleich sind , noch — = m sein sollte. 



§ 47. Die qnadratisehen Factoren von /*. 

Auf die cubische Resolvente 

• • * 

wird man noch auf eine andere Art geführt , nämlich indem man 
direct die Aufgabe zu lösen versucht, eine biquadratische Form/" 
in zwei quadratische Factoren aufzulösen. 
Setzt man nämlich 

/"= (a^x^^ + 2a^x^x^ + a^x/) {ß^, x^ + 2 /J^ a?! a;^ + ß^x^^, 

so erhalt man durch Yergleichuug der beiderseitigen Coefficienten : 

«ü = «ü /'o 

2ai = ao/'i + /'o«i 
(1) 6a, = aoft + /So«2 + 4«,/3, 

2a3 = a, /Jj, + /5ia2 
a^ = a^ß^. 

Führt man nun eine Grosse m ein. so dass die mittlere dieser 
Gleichungen in die beiden: 

«0 /'ä + /'ü «2 = 2 «2 — 2 w 

«i /*! = «a + "2 

zerlegt wird, so findet man m aus der Bemerkung, dass die Deter- 
minante 
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«ü A) + ßi) ^0 

«0 ßi + ßo «1 
«0 ßi + ßo «2 



'^l ßu + ßl «0 

"t ßt + ßl «a 



^i ßo + ßt «u 
«s ß\ + Ai «1 

«2 /^2 + /'i «2 










a. 



^0 
ß, 
/3, 



A. «0 

^1 



a, 



/*i «i 









identisch verschwindet. Setzt man hier fQr die Elemente derselben 
ihre Werthe aus (1) und diridirt überall durch 2, so erhält man die 
Gleichung fQr m: 



0= 



«0 


«1 


o, — »» 


Ol 


1 ♦" 


«s 


«4- 


-m o, 


«4 






was wieder unsere cubische Resolvente ist. 

Die Zerlegung von f aber finden wir sodann ohne Weiteres aus 
den Gleichungen § 44. (4): 

H+m f=-2<p* 
(2) -ff + m' /■= - 2 Vf» 

H-\-m"f=-2i\ 

aas welchen sich die drei Zerlegungen ergeben: 

2 .... 2 



/"= 



// 



(3) 



fn — iw 

2 
»»" — »» 

2 






n 



w — w 



: (*»- 9»*; = 



m — w 
2 

2 



(Z-T^)(X+V') 



m — w 



"/(*— 9)(*+9>)- 



Indem man diese DarstelluDg zu Grunde legt, kai^ man die Auf- 
losung der Gleichung vierten Grades /*=0 so ausdrücken, dass die 
Tier linearen Factoren Ton f die gemeinsamen linearen 
Factoren der folgenden vier Tripel von Gleichungen sind: 

1. * — 9 = 0, ^ — 2 = 0, x-* = o 

9>-Z = 0, 
9 + Z = 0, 



(4) 



2. 
3. 
4. 



* — 9 = 0, 

* + 9 = 0, 






Man benutzt diese Gleichungen bequem zur Discussion der Rea- 
lität der Wurzeln bei einer Gleichung mit reellen Coefficienten. 

Hat in diesem Falle die cubische Resolvente eine reelle Wurzel m 
und zwei conjugirt imaginäre m', m" (was nach § 38. für negatire 
Werthe von 22^, also nach § 41. (12) für negative Werthe von i»— 6j« 
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eintritt), so sind ^ und % ihrer Entstehung nach conjugirt imaginär, 
also, ivegen der Gleichung 

(5) T=2q>tl 

q> reell. Demnach kann man 



setzen, und die Gleichungen (4) verwandeln sich in: 

1. M --qp = 0, i; = 

2. t;/^-9 = 0, tt = 

3. t?/^ + 9 = 0, M = 

4. M -|-g? = 0, t?=0. 

Da nun ^ und % keinen Factor gemein haben, so können u, v 
nicht zugleich verschwinden. Daher ist die gemeinsame Losung der 
Systeme 2. oder 3. nothwendig imaginär; die von 1. oder 4. sind reell. 

Bei negativem Werthe von i^ — Gj^ hat die biqaadra- 
tische Gleichung also zwei reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln. 

Ist dagegen i^ — 6j^ positiv, so hat die cubische Resolvente drei 
reelle Wurzeln m, w', m". Daher sind q)^, V^, x^ reell, und es 
werden nun zwei Fälle möglich. Entweder sind (p, if, X selbst reell, 
und in diesem Falle also auch alle gemeinsamen Losungen der Systeme 
4. und damit die Wurzeln dei^ biquadratischen Gleichung. Oder zwei 

der Ausdrücke 9>, ^, ;( erhalten den Factor^— 1, so dass etwa 



In diesem Falle verwandeln die Systeme (4) sich in folgende: 

2. ^Y-l-9 = 0, V + xVzl^^'' x+t' = o 

3. ^Y-^ + (|p = 0, 9-xY;2l = ^' z' + ^' = 

4. ^Y-l+9 = 0, g, + ;tY-l = 0, x'-^' = 0. 

Daher sind in diesem Falle sämmtliche gemeinsame Losungeu der 
Systeme 4. imaginär, und also auch alle Wurzeln von f=0 imaginär. 

Ist also i^ — 6j^ positiv, so hat die Gleichung f = ent- 
weder vier reelle, oder vier imaginäre Wurzeln. . 

Die Unterscheidung der beiden letzten Fälle ergiebt sich sofort, 
wenn man eine cubische Gleichung aufstellt, deren Wurzeln g)', i^, 
X* sind. Diese Gleichung ist wegen der Gleichungen (2): 



J 
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In dem Falle, mit welcliem wir es hier zu thun haben, hat diese 
(ileichung stets reelle Wurzeln; und zwar drei positive, wenn /"=() 
lauter reelle, zwei negative und eine positive, wenn f=0 lauter 
imaginäre Wurzeln hat. Im ersten Falle muss also ^ H negativ, 

• 

lU-^-^p positiv sein, im zweiten Falle müssen beide Ausdrücke 

gleiches Zeichen haben. Und so haben wir folgenden Satz: 

Wenn f^ — 6j'^>0, so haben die Werthe der For- 

men H und H^—rrP bei beliebigen reellen Werthen 

* der X entweder stets verschiedene Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung /*=() lauter reelle Wurzeln, 
oder dieselben haben stets gleiche Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung /=0 lauter imaginäre 
Wurzeln. 

§ 48. Ansnahmefillle. 

Gehen wir nun zur Betrachtung des Falles über, in welchem 
iJ = 0, und. zwar möge m"=^m werden. Es ist also w' eine Doppel- 
wurzel, m eine einfache Wurzel von Q = 0; m und m' seien noch 
verschieden. Wegen der Gleichung iJ = 0, d. h.i* — 67*^ = 0, wird 



also 



^=("+i^)'(^-T^)' 



(1) m' = -4-, m = 24. 

Nach §44. (6) ist in diesem Falle x=!('> zugleich aber A^^=A^-=0 
[§ 45. (2)] y also der gemeinschaftliche Ausdruck von ^ und % ent- 
weder das Quadrat eines linearen Ausdrucks |, oder identisch Null. 
Beide Falle sind getrennt zu behandeln. 

Ist ^ = ;|r=:g2 yQjj jjuii verschieden, so hat man nach § 44. (4) 

es ist also eine Verbindung von H und f die vierte Potenz eines 
linearen Ausdrucks. Aber ferner ist ^j=:0, was hier in 

(9>l)* = 

fibergeht. Es verschwindet also 9, wenn man^r^^S,, a;^ = — 5i setzt; 
f muss daher den Factor S besitzen, und man hat daher 

9 = 5^1 

wo fj ein von 5 verschiedener linearer Ausdruck ist. Die zweite Ueber- 
schiebung nämlich Ton tp über sich selbst ist jetzt 

Clebscb, Theorie der biliären algobr. Formeo. 11 
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(<p|) ((pj,) = i { (61) (,,,) - (U)* I = - 4 (SiJ'S 

und daher 

(|,,)* = -2^ = (m-m')S 

also von Null verschieden. 

Die Gleichungen § 44. (4), (6) verwandeln sieh sonach in die 

folgenden : 

T=2^n. 

Aus diesen Gleichungen erhält man: 

Durch das Verschwinden von J^ — -^ {i^ -- &ß) erhalt 
also f eine Doppelwurzel (g = 0); li ist also die Discrimi- 
nante^ was auch in § 29. gefunden wurde. Der Dojjpelfactor 
von /"ist auch ein solcher von i/, und ein fünffacher von T. 

Die Losung der biquadratischen Gleichung x /*+ ^ ^= erfolgt 
in diesem Falle dadurch, dass man zunächst aus der Gleichung 

\ 

deren linker Theil ein Biquadrat ist, die Doppelwurzel 5 = be- 
stimmt. Ist 

-ff - T /"= ^ V + 4 6i a;,» «i, + . . . = (li ar, + Ist dpj<, 
SO ist 

also 

6. "K ' 

und die Doppelwurzel ist daher — ^ . Die übrigbleibende quadra- 
tische Gleichung ist dann 

--■|/— = ^-l('««-2Ai)5»-(x,- + Ai)i,*l. 
Bestimmt man also — aus der Gleichung 
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6«_ JH-jf 

80 geben die linearen Gleidiungen 



«±/<^-'=» 



2j 
die beiden ungleichen Wurzeln von xf+lHt=0. — 

Ist zweitens t = X identisch Null, so sind H und f nur noch 
durch einen Factor verschieden, und zwar ißt aus §44. (4), (5): 

« 

H^^f, .T=0. 



X 



Das ganze System xf+lH=0 ist also, abgesehen von dem Falle 
= — ^ in ivelchem der Ausdruck identisch verschwindet, auf/'=0 
reducirt. Zugleich liefert die erste Gleichung § 44. (4) 

Demnach wird f das Quadrat eines quadratischen Ausdrucks; 
/"=() hat zwei verschiedene Doppelwurzeln. Und zwar ist die Be- 
dingung, dass H von f nur durch einen Factor verschieden sei, 
dafür in der That ausreichend , da die Gleichungen § 44. (4) dann 
immer dieses Resultat geben, und da dann auch immer R von selbst 
verschwindet, dessen Quadrat, wie oben gezeigt, die Resultante von 
/'und H ist. Mai; kann also den Satz aussprechen: 

Wenn H von f nur um einen constanten Factor 
verschieden ist, dann, und nur dann ist f das 
Quadrat eines Ausdrucks zweiter Ordnung. 

Die Bedingungen dafür, dass /* zwei Doppelwurzeln besitze, 
werden also dadurch ausgedrückt, dass man die Coefficienten von H 
denen von /'proportional setzt. Es involvirt dies zwei Beziehungen 
zwischen den Coefißcienten ; aber, wie in den meisten ähnlichen Fällen', 
wird dies nicht etwa durch das Verschwinden zweier Invarianten, 
sondern durch Beziehungen zwischen den Coefficienten von Covarianten 
ausgedruckt, und zwar durch eine zu grosse Anzahl von Gleichungen, 
welche neben einander bestehen können, aber von denen keine über- 
flüssig ist. Auf solche Erscheinungen wurde au^p. 91 bereits hin- 
gewiesen; hier liegt ein weiteres Beispiel vor. — 

Wir kommen endlich zu dem Falle, wo alle drei Wurzeln m, m\ 
fn" der cubischen Gleichung Q = einander gleich werden. Da der 

11* 
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zweite Coefficient der Gleichung, die Summe der Wurzeln also, ver- 
schwindet, so ist notliwendig in diesem Falle 

m=m'=m"s=0, 

und die Gleichung Q = muss sich auf x' = reduciren; man Hat 
daher auch 

Aus den Gleichungen § 45. (2) sehen wir, dass A^^ A^^j A^ ver- 
schwinden. Die quadratische Form (30=:^ = ;^ ist also entweder das 
Quadrat eines linearen Ausdrucks, oder identisch Null. Hieruach 
haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, die wir nach den Gleichungen 
§ 44. (4) auch so ausdrücken können : Entweder ist H das Biquadrat 
eines linearen Ausdrucks: 

oder es ist H identisch Null. 

Die Gleichungen i = 0, j = folgen umgekehrt wieder aus der 
Bedingung, dass H ein Biquadrat sei, und um so mehr, wenn es 
identisch verschwindet. Denn ertlich ist, wenn H= 5^, die Inyariante 
/, für H gebildet, gleich (5S)*, also identisch Null; dieselbe ist aber 
der Coefficient von A* in i^i [§ 41. (8)], welcher bis auf einen Zahlen- 
factor gleich P ist. Es verschwindet sonach f; und in Folge der 
Gleichung JB = oder i^ — 6ß=^0 auch j. 

Es verschwindet aber nach § 40. (8) mit i auch die zweite Ueber- 
schiebung von f mit -ff, welche, wenn 2f = 5*, den Ausdruck an- 
nimmt : 

Setzen wir also den ersten Fall voraus, in welchem § nicht iden- 
tisch verschwindet, so muss identisch 

sein, also auch (cg)* = 05 es muss f den Factor 5 zu irgend einer 
Potenz enthalten. Setzen wir 

wo M eine Form dritter Ordnung ist. Schieben wir dies zweimal 
über S, so bleibt der Factor g immer ungeandert; es muss also die 
zweite Ueberschiebung von u mit 5 verschwinden, d. h. u muss wie- 
der den Factor g enthalten, 

wo ^ von der zweiten Ordnung ist. Endlich, wenn wir 6 wiederum 
zweimal über dieses Prodnct schieben und das Resultat gleich Null 
setzen, bleibt, dass die zweite Ueberschiebung von v mit i, welche 



zweiter, dritter und vierter Ordnung. — $ 48. 



165 



eine Constante ist, verschwindet. Man hat also v = i.rjy und endlich 

Diese Form hat in der That eine Covariante Hf welche ein 
Biquadrat ist. Denn denken wir uns ( und ij als neue Veränderliche 
eiügefiihrt^ so ist die Form H gleich der in Bezug auf die neuen 
Veränderlichen gebildeten Form^ multiplicirt mit dem Quadrate der 
Substitutionsdeterminante, also 





'c*f 


^Y 


^=Vf(l# 


dl* 






cUn 


crf 


= - i (in) 


M*. 





Wenn also H ein Biquadrat ist, ohne identisch 
zu verschwinden, so hat man i = 0, j = 0, und / hat 
einen dreifachen Factor; so wie umgekehrt im letz- 
teren Falle immer H ein Biquadrat, und i = 0, 
j=0 ist. 

Ist endlich H identisch gleich Null, so verschwinden alle seine 
Coefficienten ; es ist also (vgl. § 40.) : 

«0 «8 — «l «2 == 

«0 ^4 + 2 a^ aj — 3 a^* = 

Oj «4 — ttj* = 0. 

Ist hier a^j = 0, so verschwindet auch a^, o,, a, und / wird .c/. 
Ist a^^ von Null verschieden, so ist 






a 



Or 



also 



v "'~V' 



f=%(x, + ^x,)\ 



Wenn H=Oy so ist also f immer das Biquadrat eines 
linearen Ausdrucks. Dass umgekehrt in diesem Falle ^ und alle 
anderen Bildungen verschwinden, lehrt die symbolische Darstellung, 
welche für diesen Fall in die wirkliche übergeht, und bei welcher 
daher alle symbolischen Determinanten verschwinden. 

Hiermit ist der Ejreis der möglichen besonderen Falle einer 
^quadratischen Form erschöpft. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zurück. 
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§ 49. Kanonische Darstellnng der blqnadratisehen Form« 

Unter einer kanonischen Darstellung einer binaren Form ver- 
stehen wir eine Darstellung derselben durch EinfBhrung neuer Ver- 
änderlichen, bei welcher die Zahl der nicht numerischen Coefficienten 
auf ein Minimum reducirt wird. Da die* Anzahl der Constanten einer 
linearen Transformation nur 4 beträgt, so ist es klar, dass die ka- 
nonische Darstellung höchstens 4 nichtuumerische Coefficienten weniger 
enthalten kann, als die allgemeine Darstellung der Form. Die kano- 
nische Darstellung ist daher auch hauptsächlich bei niederen Formen 
von Interesse, wo diese Verminderung schon eine erwähnenswerthe 
ist. So ist die Darstellung der cubischen Formen durch den Ausdruck 
1^ — 1^^ als eine kanonische zu bezeichnen. Eine solche kanonische 
Darstellung soll nun für die Formen vierter Ordnung geliefert 
werden. 

Als neue Veränderliche der kanonischen Darstellung empfiehlt es 
sich hier, die linearen Factoren einer der quadratischen Formen 7, 
^', X einzuführen^ so dass eine kanonische Darstellung dieser Art auf 
drei verschiedene Arten möglich ist. 

Wenn wir etwa die Factoren von 9, durch |, ti bezeichnet^ als neue 
Veränderliche einfuhren, so nehmen die Formen ^, % Gestalten an, 
welche dadurch charakterisirt werden, dass die simultanen Invarianten 
A^i und A^^2 verschwinden. Eine solche Invariante hat, wenn a^, a^, Of 
die Coefficienten der einen, u^j a^y a^ die der anderen in ihr auftretendeu 
Form bedeuten, den Ausdruck a^ «, — 20^«^ -f a^a^ (vgl. p. 4.). Bilden 
wir daher A^^^ und A^ fQr die neuen Veränderlichen, in denen bei tp 
nur das mittlere Glied existirt^ so reducirt der Ausdruck des Ver- 
schwindens von A^^ und A^^ sich darauf, dass in der neuen Form die 
mittleren Coefficienten von ^ und % verschwinden. Die Formen t, 
X drücken s;ch also durch die Quadrate von | und rj aus. Benutzen 
wir nun die Gleichungen §44. (4), um H, f durch |, ri auszudrücken, 
so folgt, dass auch diese Formen nur gerade Potenzen von £ und 27 
enthalten können. 

In der kanonischen Form, deren Möglichkeit hierdurch bewiesen 
ist, können also nur noch die Biquadrate und das Froduct der Qua- 
drate von I und ij vorkommen. Indem wir | und ij um passend ge- 
wählte Factoren ändern, können wir noch die Coefficienten von S* 
und rf' (die, wenn keine Doppel wurzel von /*=0 existiren soll, nie- 
mals verschwinden können) gleich 1 machen; indessen ist es zweck- 
mässiger, sie nur gleich zu machen, und also die folgende kanonische 
Darstellung von f anzunehmen: 

(1) /'=J>(6' + 'J*) + 6ärq^ 



zweiter, dritter und vierter Ordnung. — § 49. 167 

Man kann nun sich die Aufgabe stellen, direct diese kanonische 
Darstellung für eine gegebene Form f zu finden. Es muss dieses 
nach dem Vorigen mit der Aufsuchung der Formen g>, t, % genau 
zusammenhangen; dass es andererseits mit der Auflosung der biqua- 
dratischen Gleichung f=0 zusammenhangt ^ sieht man schon daraus, 
dass, wenn die kanonische Darstellung einmal gelungen ist, zur Auf- 
losung der Gleichung /*= nur noch Quadratwurzeln erfordert 
werden. In der That, ist f in der Form (1) gegeben, so hat man 
sofort aus f=0: 



oder auch, indem man addirt oder abzieht und mit £ oder 17 dividirt: 



(2) 2g yp = n (y ^6q + 2 p + / -6g-2i> ) 

Diese Gleichungen geben in verschiedener Form dieselbe Lösung 
der biqaadratischen Gleichung f=0\ man erhält daraus die übrigen, 
indem man die Vorzeicheii der Quadratwurzeln ändert. 

Gehen wir von der kanonischen Form aus, so ist es sehr leicht, 
alle Covarianten und Invarianten in Bezug auf die neuen Veränder- 
lichen I, 1; zu bilden; wir wollen sie durch beigesetzte obere Striche 
bezeichnen ; sie unterscheiden sich von den ursprünglichen Bildungen 
nur durch entsprechende Potenzen der Transformationsdeterminante (£17). 

Zunächst hat man 

(3) H-^{ln) S ^iin) .2 2qiri qV+pr,' 

Man sieht hier, dass die kanonische Form von H derjenigen von 
/" ganz analog ist. Denken wir uns p, q und den Werth von {l^rjY 
gefunden, so kann man aus (1) und (3) die Ausdrücke {i^ + rj^f, 
(1*— 7i*y und 21^17* bestimmen, und erhält dann die folgenden Glei- 
chungen, welche mit den oben § 44. (4) gegebenen Bestimmungen 
von 9', ^, x^ wesentlich identisch sind: 

H-2q(Xi)*f =(W(p*-92»).2€«i2» 

(4) H+{q + j)) (1,)« /•= (I1,)» (3 j)3 +i)«) {%* + 1,*)« 

■ff + (ff -P) {iv)'f= iiv? (3l)2 -P') (I* - vy, 

und aus welchen man |^ und if sofort ausdrücken kann. Die erhaltenen 
Ausdrücke für i^, rj^ sind bestimmt, abgesehen von einer möglichen 
Vertauschung und von einer gleichzeitigen Zeichenänderung beider, 
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was auf die Darstellung (l) keinen Einfluss liat und daher gleich- 
gültig bleibt. 

Von den Grössen q, p ist eine, wie schon oben bemerkt, will- 
kürlich. Das Verhältniss - aber, sowie {^rfi^ findet man, indem man 

die Werthe der Invarianten i und j in der kanonischen Darstellung 
bildet. Benutzt man die in § 40. gegebenen Ausrechnungen von i 
und jy so erhält man: 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

Die eine dieser Gleichungen liefert den Werth von (Jj?)*, die 

andere eine cubische Gleichung zur Bestimmung von ^. Dass nur 

das Quadrat dieser Grösse bestimmt wird, erklärt sich dadurch, 
dass die Gleichung (1) ungeändert bleibt,, wenn q in —q verwan- 
delt wird , sobald nur gleichzeitig 17 /— 1 an Stelle von ij ge- 
setzt wird. 

Die cubische Gleichung (6) lässt sich durch eine einfache Sub- 
stitution in die cubische Gleichung Q = überfuhren. Setzt man 
nämlich 

m p^ _ 3im — 6j 

^^ g2""3im + 2j^ 

so geht die Gleichung (6) in 

über. Die Gleichung (7) verbindet daher die drei Werthe von ^ mit 
den Wurzeln w, m', m" von Q = 0. 

Benutzt man die Gleichung (7), so verwandelt (5) sich in 

(8) (l'?)*.? = -5- 

Durch die Gleichungen (7), (8) und (4) ist die kanonische Dar- 
stellung von f vollständig geliefert. 
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I 50. Die absolnte InTariante und das DoppelrerUltniBS. 



i» 



Die m der Gleichung § 49. (6) auftretende Grösse -^ hat die 

Eigenschaft^ sich bei linearer Transformation gar nicht zu ändern^ 
und sie ist die einzige In Varianten Verbindung, welche diese Eigen- 
schaft haben kann. Sie ist daher eine absolute Invariante im 
hünne des § 21. , und theilt diese Eigenschaft mit dem Doppel verhält» 
iiiss, welches aus den vier der biquadratischen Form zugeordneten 
Elementen gebildet werden kann. Ich werde jetzt die algebraische 
Beziehung entwickeln , welche zwischen diesen beiden Grossen besteht. 
Setzt man in den Formeln (2) des vorigen Paragraphen fdr den 
Augenblick der Kürze wegen 



^ j/-6g + 2p ,/-fig-2f) 

2/j) ' '^ 2j/p ' ■ 

so sind die vier linearen Factoren von f durch die Gleichungen dar- 
gestellt: 

6 - («.+ /J) 1, = 

! + (« + /?) i? = 
|-(a-/3)i2 = 

Eines der Doppelverhältnisse, welche aus den entsprechenden 
fier Elementen einer Punktreihe oder eines StrahlbÜ9cheIs gebildet 
werden können, hat dann nach § 25. den Werth: 

{a±ß) + {a-ß) 

{a + ß)-(a-ß) a* 



-(a + ß ) + {a-ß) ß^' 

-(« + /3) -(«-/») 
und es ist, wenn wir diesen Werth durch bezeichnen, 

3q+p- 
Das Verhältniss — steht also mit dem Doppelverhältniss ö in 
einem linearen Zusammenhange. Drückt man — durch aus: 

g_ i+ <y 

p 3(l-<y)' 

und führt dies in die Gleichung § 49. (6) ein, so erhält man die 
Beziehung zwischen der absoluten Invariante und dem 

Doppelverhältnisse: 
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(1) ^=24 n-.+.^)3 



Dieses ist für ö eine Gleichung sechsten Grades; ein Umstand, 
welcher der Thatsache entspricht, dass aus vier Elementen sich sechs 
Doppelverhültnisse bilden lassen. Die sechs Wurzeln dieser Gleichung 
müssen daher so mit einander verbunden sein^ dass, wenn irgend 
eine derselben ist, die übrigen die Werthe annehmen: 

1 . l ö~l 



l-<y, 



Man findet dies in der That bestätigt; denn die Gleichung (1) 
ändert sich nicht, wenn mau an Stelle von ^ eine dieser fünf Grössen 
einführt. 

Die Auflösung der Gleichung (1) erfolgt dadurch, dass man 
dieselbe auf die cubische Gleichung Q = und auf quadratische 
Gleichungen zurückführt. Indem man nämlich den oben erhaltenen 

Werth von — in die Gleichung § 49. (7) einführt, kann man dieser 

die Form geben: 
(2) m = -2i.,J-'» + '^* 



i '2-0.\-20' 

Die rechte Seite ändert sich nicht, wenn man durch — ersetzt: 

' ^ 

mau hat also, indem man für m die Wurzeln der cubischen Gleichuug 

Q = () einführt, drei quadratische Gleichungen in vor sich, welche 

drei Werthepaare dieses Doppelverhältnisses ergeben ; und zwar stehen 

immer zwei Werthe eines Paares in der Beziehung zu einander, dass 

wenn der eine ist, — der andere wird. 



Umgekehrt erhält man, wenn man in (2) durch 1— <y oder 

durch ersetzt, die drei Wurzeln der cubischen Resolvepte durch 



ein Doppelverhältniss ausgedrückt: 

- 2j l-tf + <T« 

W = ;- 

% 

(3) m'= + U 

V 

i 1 + <y . 2 — tf 

Die Gleichung (1) erlaubt die Beantwortung der Frage, unter 
welchen Umstanden einer der ausgezeichneten Werthe des Doppel- 
yerhältnisses eintrete^ welche in § 21. erwähnt sind. 



2- 
1 


ff.l-2<y 


1 + 

1 


ö.l-2ff 
-ff + tf* 
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Der Werth a=l, bei welchem zwei Factoren Ton f Ensammea- 
fallen mflssen, ftthrt BelbstTerstündlich auf daa Vendiwiiiden Her 
Discrimiiiaiite. In der That, setzt man a = l, so erMlt man aus (1) 

SoUea die vier der Gleichung f= entsprechenden Elemente da- 
gegen harmoniscli liegen, so hat man a = — 1, 2 oder ^. In allen 
diesen Fällen verschwindut in (I) der Nenner. Die Bedingung der 
barmoniachen Lage tat also 

j = 0. 

Soll endlich das DoppelverhältnisR Üqniun harmonisch werden, so 
muss « eine imaginäre dritte Wurzel aus ( 1 ) , alao ff* — tf + 1=0 sein ; 
der Zähler in (1) inuss verschwinden. Die Bedingung der aqui- 
anharmonischen Lage ist also 
.=0. 

Diese beiden Fälle geben nicht zn so grossen Modificationen in 
der Anf löflung von */■+ Jif = Veranlassung, wie das Verschwinden 
der Discriminante. Doch ist die dabei auftretende Vereinfachung 
immerhin erheblich. Die Gleichung ß = verwandelt sich bei der 
harmoniechen Lage in 

1«^ — ^ *« = 0, 
iKi daas 

bei der äquianharniooischen dagegen in 
SO dasg 

"-fi- »'»'/f. »'"-'/^i- 

Im ersten Falle wird also die cubische Gleichung redncibel, im 
zweiten geht sie in eine reine Ober. Im ersten Falle ist 



y-f 






■' B+r/^ 



' «-'■/4 



2 
2 ' 
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es ist also H selbst ein Quadrat; und das Quadrat eines linearen 
Factors von xf+kH ist: 



2<p]/K+fj/x-kj/^±xj/\+iy^. 



Im zweiten Falle hat man 



../."^ß 



i> = 






f 3 
2 


H + , 


2 

"ff'z 



und das Quadrat eines linearen Factors von xf+lH ist: 

Indem wir das Vorhergehende auf die zusammengesetzte Form 
xf+kH anwenden, gelangen wir zu folgenden Resultaten. 

Unter den Formen xf+kH giebt es 6, bei denen ein 
DoppelverhUltniss von gegebener Grosse eintritt. Die- 
selben bestimmen sich durch die Gleichung 

(4) i^i = c./,i, 
wo nach (1) 

(1 + ff)« (2 - ff)* (1 - 2ff)«' 

wenn <T das gegebene Doppelverhältniss ist. Nach §41. (9)^ (10) kann 
man der Gleichung (4) auch die Form geben: 

(5) 3A«Ä + c.^Ä=0, 

oder wenn man die Relation zwischen den Covarianten cubischer For- 
men berücksichtigt [§ 35. (7)] : 

Diese Gleichung sechsten Grades zerlegt sich, also sofort in die beiden 
cubischen Factoren: 



(6) (ia = ±^}/~^ 
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Die sechs Losungen der Gleichung (4) zerfallen also 
in zwei Gruppen zu drei. Insbesondere aber sind folgende Fälle 
hervorzuheben : 

1. Für c = 6, wo das Doppelverhältniss 1 wird, geht (ß) in Q = 
über. Die sechs Losungen von (4) fallen in drei Doppellösungen zu- 
eamnien; und zwar sind dies keine anderen, als 

oder 

9)2 = 0, ^* = 0, 1^ = 0. 

In der Gleichung xf+kH = können also im Allgemei- 
nen nicht zwei Losungen zusammenfallen^ ohne dass auch 
die beiden anderen zusammenfallen. 

2. Für c = Qo erhalten wir Qq = 0] wird also das gegebene 
Doppelverhältniss —1, so fallen abermals die sechs Losungen in drei 
Doppellosungen zusammen. Die Gleichung xf+ XH—0 giebtin 
drei Fällen ein harmonisches System. 

3. Für € = giebt (5) Aß = 0. Wird also das gegebene Doppel- 
verhältniss äquianharmonisch , so giebt (5) zwei dreifache Lösungen. 
Die Gleichung xf+kH=0 giebt also nur in zwei Fällen 
ein äquianharmonisches System. 

Es ist bemerkenswerth , dass die Lösungen aller unter (4) oder 
(6) enthaltenen Fälle wieder im Wesentlichen nur die Lösungen der 
Gleichung Q = erfordern, -indem sie durch die Beti-achtungen des 
§ 38. unter einander verbunden sind. — 

Die Gleichungen (3) geben noch bemerkenswerthe I Resultate, wenn 
man die Wurzeln der Gleichung /'=0 einführt. Es seien a, ß, y, d 

die drei Werthe, welche -^ fOr f=0 annimmt. Setzt man alsdann "^ 

(7) u = (a-ß){y-8), v = ia-y){S-ß), w = {a- S)(ß-y), 

SO hat man 

(8) u + v + w = 0, 

und wenn 

(9) o- ^TM ^-- 

gesetzt wird, so verwandeln sich mit Hilfe von (8) die Gleichungen 
(3) in folgende: 



• Vgl Hermite in Crello's Journal Bd. 62. 
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(10) 



m 


= 


1 

l 
i 


U^' + V 

u—v. 


u- 


U7* 

■w 


m' 




J 

t 


' U^' + V 

' V—W . 


V- 


«7* 

-« 


m' 


— 


9 

J 

i 


u^ + v 
W—u. 




-v' 


-Q 






(u^ + t^ + w^Y 



während (1) in 

(11) — _ 

^ j^ ^' {u — vy{v—w)^(W'-u)* 

übergeht« 

Theilt man nun die letzte Gleichung in die beiden: 

..ON i = 3x^{u^ + v^ + w^ 

^^ j = 3 x»(fi-t;) (v-w) (w-ti), 

80 überzeugt man sich leicht, indem man in der Gleichung 

t = 2 (Uq a^ — 4 a^ a, + 3 a,*) 

die Coefficienten durch a^ und die symmetrischen Functionen der a, 
ß, yf ä ersetzt, dass eine Gleichung von der Form der ersten Gleich- 
ung (12) entsteht, und dass daher in dieser x nur um eine numerische 
Constante von a^ verschieden ist. Setzt man, um diese zu finden, 

^ = a, yr=d=:Of so erhält man /"= Oo^a*(^i ~ *^i)*; ^^ a^= ^ , 
a, = 0, 04 = 0, daher 

6 ' -^ 36 ' 

aber zugleich « = 0, r = — «*, w^a^^ also 

daher s(=^. Die Gleichungen (12) geben nun: 



a« 



(13) 



t=^(u» + r* + ii^) 



o» 



i= Y2 ^'*""*') (r~tr)(ir- ti). 



Sodann aber erhält man aus (10) die folgenden einfachen Be- 
ziehungen zwischen den Wurzeln der cubischen Resolvente und denen 
der Gleichung /^=0 selbst: 

tu =-7? (ic—ri 


(14) m'=^^{H-ic) 



«."«^(t-n). 
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§ 51. Geometrisehe Interpretation. 

Die Gleichung f=0 bestimmt vier Elemente ^ welche ein Quadru- 
pel heiflsen mögen. Auch H=0 bestimmt ein Quadrupel, und die 
Gleichung xf+ kH=0 bestimmt eine einfach unendliche Schaar von 

Quadrupeln, wenn man dem Quotienten y allmälig alle möglichen 

Werthe beilegt. Jedes Element des geometrischen Gebildes (Punkt- 
reihe oder Strahlbüschel) gehört nur einem Quadrupel an, sobald B 
nicht Terschwindet, was wir zunächst voraussetzen wollen. Denn sind 
Tp x^ gegeben und haben f, H keinen gemeinsamen Factor, so ist 

j durch die Gleichung 

xf+lH=() 

iminer eindeutig bestimmt. 

Die Verschwindungselemente yon T stehen zu den Elementen 
dieser Quadrupelschaar in einer festen und eigenthümlichen Beziehung. 
In § 49. haben wir gesehen, dass, wenn wir die Elemente eines der 
quadratischen Factoren von T als Grundelemente einführten, sowohl 
die andern Factoren von T als xf+XH selbst nur gerade Potenzen 
der Veränderlichen enthielten. Die beiden anderen quadratischen 
Factoren von T haben also dann die Form 

(1) i'-Q'n' 

and in zwei eben solche Factoren zerlegt sich xf+kH. Aber nach 
§ 25. (7) stellt diese Gleichung ein Elementepaar einer Involution dar, 
welche 5 = und ij = zu Doppelementen haben. Daher können wir 
folgende Sätze aussprechen: 

Die drei quadratischen Factoren von T reprii- 
sentiren drei Elementepaare, von denen je zwei zu 
einander harmonisch sind. 

In Bezug auf die Elemente eines jeden dieser 
Factoren zerlegt sich jedes Quadrupel der Schaar 
x/*+ kll=0 in zwei E lernen te paare, welche zu jenen 
beiden harmonisch sind, so dass den drei quadra- 
tischen Factoren von T die drei Zerlegungen der 
vier Elemente von xf+lH—O entsprechen. 

Betrachtet man also die Elemente eines der drei 
quadratischen Factoren von T als Doppelelemente 
einer Involution, so gehören derselben als Ele- 
mentepaare sowohl zweimal zwei Elemente jedes 
Quadrupels xf+XH, als die der beiden anderen qua- 
dratischen Factoren von T an. 



176 Viort<»r Abschnitt. Thoorie der l**ormeii 

Durch die Eigenschaft, mit zwei Elementepaaren eines Quadru- 
pels harmonisch zu sein, ist ein quadratischer Factor von T voll- 
kommen definirt. In der That giebt es immer nur ein Elementepaar, 
welches zu zwei gegebenen Elementepaaren harmonisch ist. Sind 
nämlich die gegebenen Elementepaare durch die Gleichungen 

^ ^ ßo^i' + 2ß,x,x, + ß,x,' = 

bestimmt, so muss^ein drittes, zu beiden harmonisches Paar 

(3) ?o^i^ + ^yi^i^2 + y2^2^ = ^ 

den beiden Bedingungen genügen: 

^^ . ßoy2-^ßiyi+ß2yo=o, 

welche aussagen (vgl. § 49.), dass, wenn man die Verschwindungs- 
elemente von (3) als Grundeleraente einfuhrt, die Gleichungen (2) nur 
noch die Quadrate der neuen Veränderlichen enthalten. Durch die 
Gleichungen (4) aber sind die Verhältnisse der y eindeutig bestimmt. 
In Bezug auf jede Gombination von vier Elementen hat man also 
aus dem Vorigen den Satz: 

Theilt man auf die drei möglichen Arten vier 
Elemente in zwei Paare, und sucht jedesmal das zu 
beiden Paaren harmonische Paar, so sind die ent- 
stehenden drei Paare auch unter einander har- 
monisch. 

Bemerken wir femer, dass zur Charakterisirung von T die £igen- 
Schaft völlig ausreicht, dass je zwei seiner quadratischen Factoren ein 
harmonisches System geben. Für T= folgt aus § 49. (4) die Form 

wobei die Factoren eines seiner quadratischen Factoren zu Grunde 
gelegt sind. Auf die Form aber kann man jedes System von drei 
Elementepaaren bringen^ von denen je zwei zusammen ein • harmo- 
nisches System bilden. Nehmen wir nämlich eines als 1 17 an, so 
werden die anderen durch 

a^^ + bfi^ 

^i' + ßn' 

dargestellt^ und damit diese zusammen ein harmonisches System bilden, 
ist die Bedingung zu erfüllen: 

aß + ba = 0, 
also 
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Das Product dieser beiden Factoren ist also, von einer Constan- 
ten abgesehen , 

«2 g4 _ J2 ^4^ 

oder, wenn man —=, —4= an Stelle von 5 und rj treten lässt, 6*— ^?S 

ya yh 

wie es sein sollte. 

Ist. ein System von drei zu einander harmo- 
nischen Elementenpaaren gegeben, so bilden alle 
Quadrupel, deren verschiedene Zerlegungen jedes- 
mal zwei zu einem der gegebenen harmonischen 
Paare liefern, eine Schaar xf'\- kH=0, für welche 
die zugehörige Gleichung T=0 die gegebenen drei 
Paare giebt. 

Dass nämlich das Product der die gegebenen drei Paare dar- 
stellenden quadratischen Formen als eine Form T betrachtet werden 
könne, ist schon oben gezeigt. Um nun einzusehen, dass ausser der 
Quadrupelschaar xf+^H keine anderen Quadrupel existiren, welche 
der obigen Bedingung genügen, braucht man nur zu zeigen, dass 
jedes Element nur in einem Quadrupel vorkommen kann; da sodann 
ein Quadrupel xf+kH existirt, welchem dies Element angehört, so 
kann es keine anderen Quadrupel geben. Nun ist aber in der That 
ein den obigen Bedingungen genügendes Quadrupel durch eines seiner 
Elemente völlig bestimmt; die drei anderen findet man, wenn man zu 
ihm und einem der drei gegebenen Paare das vierte harmonische Ele- 
ment sucht. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

Aus den Sätzen des vorigen Paragraphen folgt nun weiter: 

Unter den Quadrupeln, welche zu drei gegebe- 
nen gegenseitig harmonischen Elementenpaaren in 
der Beziehung des vorigen Satzes stehen, .giebt es 
keines als die doppelt gerechneten Paare selbst, für 
welches zwei Elemente zusammenfallen, ^ zwei die 
äquianharmonisch, drei welche harmonisch sind; 
endlich sechs, welche ein irgendwie gegebenes 
anderes Doppelverhältniss besitzen. 

Hierbei ist immer vorausgesetzt, dass R nicht verschwindet. 
Tritt dieses ein, so fallen nach § 48. zwei der drei Paare von T in 
ein Paar zusammen, und die dieses Doppelpaar bildenden Elemente 
Tereinigen sich zugleich. Das hierdurch ausgezeichnete Element 
(|r=0) ist zugleich Doppelelement aller Quadrupel xf+lHy so dass 
von jedem Quadrupel nur zwei Elemente übrig bleiben; sie bilden 
eine Involution, deren Doppelelemente durch den ungleichen quadra- 
tischen Factor von T gegeben werden. 

Clebschf Theorie der bin&ren algebr. Formen. 12 
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Insbesondere kann aber das Doppelpaar identisch yerschwinden, 
so dass nur ein Paar von T übrig bleibt. In diesem Falle werden 
alle Quadrupel xf'\' kH^=0 identisch; und zwar fallen sie mit jenem 
Paar, doppelt gerechnet , zusammen. 

Ist nicht blos iJ = 0, sondern verschwinden i und 7 identisch, so 
enthält die Schaar xf'\' kH=0 ein festes dreifaches Element und 
ein bewegliches einfaches. Ist endlich zugleich H identisch Null, so 
besteht f ans einem vierfach zu rechnenden Elemeifte, und alle Ele- 
mente der Schaar xf'\-XH=0 fallen mit demselben zusammen.— 

Ich bemerke noch, dass der in § 39. eingeführte Begriff der 
cyclischen Projectivität hier wiederum auftritt. Ist nämlich j=0, so 
kann man dem Doppelverhältniss tf in § 50. den Werth — 1 geben, 
und es wird daher für die kanonische Form q = 0, so dass 

f^i' + v' 

gesetzt werden kann. Da die hieraus für f=0 folgenden Werthe 
von — die vierten Wurzeln aus einer Zahl (hier— 1) sind, so bilden 

n 

die der Form f zugeordneten Elemente ein cyclisch-projectivisches 
System in Bezug auf die festen Elemente 1 = 0, 77 ~0, d. h. in Bezug 
auf eines der Elementepaare von T=0. 

Dagegen/ zeigt die oben gegebene Form von T, dass immer zwei 
Paare von T=0 ein cyclisch-projectivisches System bilden in Bezug 
auf die Elemente des dritten Paares. 



Fünfter Absclmitt. 

Simultane Grundformen. 



8 52. CoTarianten und Inyarianten slmnltaner Systeme. 

Schon in § 31. wurde bewiesen^ dass die Coyarianten und Inva- 
rianten simultaner Formen durch Ueberschiebung der Covarianten 
der einzelnen Formen entstehen, denen dann nur noch die Invarianten 
der einzelnen Formen hinzuzufügen sind. Auch bei diesen Bildungen 
tritt der BegriflF eines vollständigen Systems von Invarianten 
und Covarianten auf, indem wir durch diesen Ausdruck wieder ein 
System von Formen bezeichnen, durch welche alle nur denkbaren 
simultanen Bildungen sich als ganze Functionen mit numerischen 
Coefficienten ausdrücken lassen. 

In dem Vorigen zeigte sich wenigstens in den Beispielen die 
Richtigkeit des früher angedeuteten Satzes, dass nämlich bei den 
Covarianten und Invarianten einer einzelnen Form ein endliches voll- 
ständiges System existire. So führten die Formen zweiter Ordnung 
nur auf Combinationen von / und D, die Formen dritter Ordnung 
nur auf Combinationen von f^ A, Q, R, die Formen vierter Ordnung 
nur auf Combinationen von f, H, T, i, j. 

Wir werden nun den folgenden Satz beweisen: 

Wenn zwei simultane Formensysteme, /*, g), ^... 
und F, 0, V ... jedes für sich auf ein endliches voll- 
standiges System simultaner Covarianten und In- 
varianten führen, so sind auch die simultanen Co- 
varianten und Invarianten aller dieser Formen zu- 
sammen als ganze Functionen eines endlichen 
vollständigen Systems ausdrückbar.* 



* Diesen Satz , sowie im Wesentlichen den Gang der folgenden Untersuchnngen 
gab Hr. Gordan im 2. Bd. der math. Annalen Dass alle Invarianten einer 
Form als ganze Functionen einer gewissen Anzahl ausgedräckt werden können, 
wiurde mit Hülfe ganz anderer Methoden in einzelnen Fällen schon sonst bewiesen; 
für eine biquadratische Form, vgl. Salmon, Lessons, 2<*ed. p. 169; für die 
Form fünfter Ordnung, vgl Hermite, sur la räsolution de Tdquation du 
oinqui^me d^gr^; für einige simultane Systeme, vgl. Bessel, math. Annalen, 
Bd. I. p. 173. 

12* 
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Da wir im Vorigen die Existenz eines endlichen vollständigen 
Systems bei den einzelnen Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung 
nachgewiesen haben , da sie ferner bei Formen erster Ordnung wegen 
des in § 5. Bewiesenen selbstverständlich ist, so folgt zunächst aus 
dem obigen Satze ^ dass auch noch Combinationen irgend zweier For- 
men der ersten vier Ordnungen auf endliche vollständige Systeme 
führen, und durch fortgesetzte Anwendung des Satzes erkennt man, 
dass überhaupt jedes System simultaner Formen ein endliches voll- 
ständiges System von Invarianten und Covarianten besitzt, sobald in 
dem Systeme nur Formen der ersten vier Ordnungen vorkommen. 

Um den Satz zu beweisen, schlage ich folgenden Weg ein. Das 
vollständige System, welches aus den Formen /*, 9, ^ . . . hervorgeht, 
mag durch die Formen 

dargestellt werden, unter denen die -4 Covarianten, die J? Invarianten 
bedeuten. Ebenso sei das aus F^ 0, V . . . hervorgehende vollstän- 
dige System: 

wo wieder die C Covarianten, die D Invarianten bedeuten. Nach § 31. 
erhält man nun alle ausser diesen aus dem simultanen System 

/*, 9, V' . . . ; F, 0, V . . . 

hervorgehenden Formen, wenn man auf alle Arten die Ueber- 
schiebungen von Producten 

.ii| • ^9 • • • -^ft 
über Producte 

1 • ^'2 • • • ^Q 

bildet. Die Anzahl dieser Bildungen ist unendlich gross, da zunächst 
für die Grosse der Zahlen a und y keine Grenze vorliegt. Nur 
bezüglich der Höhe der anzuwendenden Ueberschiebungen stellt sich 
eine untere Grenze heraus, welche eingehalten werden muss, wenn 
man nicht zerfallende Formen erhalten will. Ist x die Höhe der 
Ueberschiebung, so hat man von beiden Producten die x**" Polaren 
zu bilden ; ist , also in einem der beiden Producte die Anzahl von 
Factor en («j + «^ . . . + «^t* und ^1 + ^2... + ^^) grösser als x, so zer- 
fallt die betreffende Polare in Theile, welche einige C oder A als 
Factoren enthalten, indem durch die zur Polarenbildung nöthige 
Differentiation immer höchstens x Factoren afficirt werden können. Es 
zerfällt also dann auch die Ueberschiebung in Theile, welche einzelne 
C oder A zu Factoren haben, und das Resultat kann daher aus 
niedrigeren Bildungen zusammengesetzt werden. Man braucht also 
auf die obigen Producte nur Ueberschiebungen anzuwen- 
'^^VLj welche wenigstens so hoch sind, wie die höchste der 
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Zahleu «1 + «^... + «^ und yi + y^" * + yQ- Andererseits ist eine 
ohere Grenze für x. immer dadurch gegeben^ dass x die Ordnung des 
niedrigsten der überzuschiebenden Producte nicht überschreiten kann. 

Dennoch würde das aus diesen Ueberschiebungen hervorgehende 
combinirte System unendlich viele Formen enthalten. Aber es wird 
gezeigt werden, dass man an Stelle der Ueberschiebungen , von denen 
die Rede war, gewisse Theile derselben setzen kann, welche man noch 
in mannigfach verschiedener Weise wählen darf. Indem man eine 
Ueberschiebung durch einen solchen weiterhin zu definirenden Theil 
ersetzt, erhält man bei geschickter Wahl derselben in der grossen 
Mehrzahl der Fälle an Stelle der Ueberschiebung eine Bildung, welche 
das Product niederer Formen ist, daher nichts Neues giebt und aus- 
gelassen werden darf. Die übrigbleibenden Bildungen sind dann nur 
noch in endlicher Zahl vorhanden und sind das gesuchte combinirte 
System, dessen Endlichkeit damit bewiesen ist. 

Um den hier angedeuteten Weg verfolgen zu können, ist es zu- 
nächst erforderlich, die Operation des Ueberschiebens für den Fall 
genauer zu betrachten, in welchem' beide über einander zu schiebende 
Formen als irgend welche wirkliche oder symbolische Producte gegeben 
sind, und die oben erwähnten Theile von Ueberschiebungen zu de- 
finiren. Dies soll im folgenden Paragraphen geschehen. 

t 58. UeberBchiebangen symbolischer Prodnote und Theile derselben. 

Es seien a^r, hx . »% die symbolischen linearen Factoren der einen 
Form, welche theils gleich, theils verschieden und theils Symbole von 
Grundformen, theils solche von Covarianten sein können. Zum Zwecke 
der x*«** Ueberschiebung wird zunächst die x*® Polare gebildet (§ 30.); 
es wird also in dem gegebenen Ausdruck überall statt a^^, X2 gesetzt 
^i + ^yi; ^2 + ^2/2, und, von einem gewissen numerischen Factor 
abgesehen, der Coefficient von X" genommen. Derselbe besteht aus 
einer Summe von Tennen, welche mit positiven Zahlen multiplicirt 
sind und welche sämmtlich aus dem ursprünglichen symbolischen 
Producte dadurch hervorgehen, dass man in x linearen Factoren des- 
selben x^, x^ durch y^, y^ ersetzt. 

Ist sodann Qj^ die zweite gegebene Form, mag diese ein Pro- 
dnct mehrerer Formen sein oder nicht, so hat man in jedem einzelnen 
Gliede der beschriebenen Polare y^j y^ durch ©g, — 0^ zu ersetzen 
und mit Qj^-^^ zu multipliciren. 

Die Ueberschiebung ist also hierdurch auf eine erste Art in eine 
Reihe von Gliedern zerlegt, welche alle, abgesehen von positiven 
namerischen Factoren, aus dem ursprünglichen Ausdrucke der ersten 
Form entstehen, indem man x der Grössen 
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(i'X ) "x • • • 

durch 

(a0), (6 0). . . 

ersetzt, und mit 0^:'"'"* multiplicirt. 

Nach, den Sätzen des § 31. [Formel (3)| kann man ein solches 
Glied der Ueberschiebung durch die Ueberschiebung selbst 
und niedere Ueberschiebungen ausdrücken, indem die dort 
durch q> bezeichnete Form von selbst immer wieder diejenige erste 
Form wird, von der wir ausgingen, und von deren Polare ein Glied 
zur Bildung des fraglichen Gliedes der Ueberschiebung benutzt wurde. 
Man erhält sie nach den dort angegebenen Regeln, wenn man in dem 
fraglichen Theil der Polare die y durch die x ersetzt, wodurch man 
in der That zu der ursprünglichen Function zurückkehrt. Sprechen 
wir also den Satz aus: 

1. Wenn man, statt eine Ueberschiebung 

zu bilden, in einem Gliede der x**** Polare von (p die 
Pi) y% durch 03, —01 ersetzt und mit 0^"*-* multipli- 
cirt, so unterscheidet sich die entstehende Form 
von der betreffenden Ueberschiebung nur durch 
Gtlieder, welche niedrigere Ueberschiebungen (als 
die x**°) von mit anderen Formen sind. 

Wenn wir nun auf diese Weise die Ueberschiebung in eine An- 
zahl von Gliedern zerlegten, indem wir an Stelle der einen von 
beiden Functionen ihren Ausdruck als symbolisches oder wirkliches 
Product setzten, so können wir zweitens jedes der erhaltenen Glieder 
weiter zerlegen, indem wir auch die zweite Function durch ihren 
Ausdruck als wirkliches oder symbolisches Product ersetzen. Eines 
der oben erhaltenen Glieder entsteht aus 0^*" auf folgende Weise. 
Bilden wir mit Hilfe von x Reihen von Veränderlichen y, jsr ... die 
X** Polare 

0*'"-*0»0r ... 

und setzen wir nun an Stelle von y^ y^'i ^n ^% • - - beziehungsweise 
^1» *"^2 5 ^1} —h^'") multipliciren wir endlich mit demjenigen sym- 
bolischen Ausdrucke, welcher in dem Gliede der Ueberschiebung alle 
nicht enthaltenden Factoren umfassi, so erhalten wir das gegebene 
Glied der Ueberschiebung. 

Bilden wir nun diese Polare 0x'"~* 0^ 0, . . . . Zu diesem Zwecke 
nehmen wir in 

em 

den Ooefficienten von A . ft . . . . Setzen wir an Stelle von den 
Ausdruck dieser Form durch andere Symbole, und seien 
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«X ßu yx '" 

die dabei auftretenden linearen Factoren, welche theils gleich; theils 
verschieden und theils ursprüngliche .Symbole, theils Symbole von 
Corarianten sein können, so besteht diese Polare wieder aus einer 
Anzahl von Gliedern, welche mit positiven Zahlen multiplicirt sind, 
und deren jedes entsteht, indem wir in irgend x der symbolischen 
Factoren a^, /3^, y^ • . . von die x beziehungsweise durch die 
y, e . . , ersetzen. 

Wenn man also irgend zwei als symbolische Producte gegebene 
Formen 9, 6 über einander schiebt, so erhält man eine Summe 
symbolischer Producte, welche einzeln dadurch entstehen, dass man 
X der linearen symbolischen Factoren 

^X} (^x • • • 

Ton (p gewissen x linearen symbolischen Factoren 

^x } Px • • • 

von 6 einzeln zuordnet, aus entsprechenden immer die Determinanten 

(««), (Pß) ••• 
bildet, und das Product derselben mit den übrigen symbolischen 
Factoren von q> und multiplicirt. Die «*• üeberschiebung von 9 
mit 6 ist das Aggregat der beschriebenen einzelnen Theile, jeder mit 
einer positiven Zahl multiplicirt. Solche symbolische Producte, 
wie sie eben beschrieben würden, sollen schlechthin Theile 
der üeberschiebung heissen. 

Ein solcher Theil einer üeberschiebung besteht aus drei Gruppen 
von Factoren; erstens aus einer Reihe von Factoren, welche 9 ent- 
hielt, zweitens aus einer Reihe von Factoren, welche enthielt, drit- 
tens aus den x Factoren 

{aa), {hß), {cy)... . 

Die letzteren sind die einzigen, welche die in 9 und die in 
vorkommenden Symbole gleichzeitig enthalten. 
Ist umgekehrt ein symbolischer Ausdruck 

M.N.{aa){hß){cy)... 

gegeben, in welchem M die Symbole a, ß, y .. . nicht enthält, und 
N die Symbole a, b, c » , . nicht enthält, so kann derselbe immer als 
Theil der x*^ üeberschiebung der beiden Formen 

. q)^M.aj,IuCx"', Q = N.a:cßxyx"* 
angesehen werden. 

2. Die Summe der positiven Zahlen, mit d&nen 
die Theile der üeberschiebung multiplicirt werden 
müssen, um die ganze üeberschiebung zu erhielten, 
ist gleich 1. 



(a «)« o^- 
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Dieser Satz ist sehr leicht zu beweisen. Denn diese positiven 
Zahlen sind von der Natur der symbolischen in tpy Q auftretenden 
Symbole unabhängig und hängen allein von den Ordnungen der- 
selben und der Zahl x ab. Nimmt man nun q)r=aj^y e = ax'" an, 
so werden alle Theile der üeberschiebung einander gleich und man 
erhält also die ganze Üeberschiebung gleich einem Theile derselben, 
multiplicirt mit der Summe jener positiven Zahlen. Aber jeder Theil 
der Üeberschiebung ist auch ihr selbst gleich; nämlich gleich 

daher muss die Summe jener positiven Zahlen gleich 1 sein. 

Hieran knüpft sich sofort der folgende wichtige Satz, der ge- 
Wissermassen eine Fortsetzung des Satzes 1. isL 

3. Die Differenz zwischen der x*®° Üeberschieb- 
ung von q) und 6 und einem der oben beschriebenen 
Theile derselben setzt sich aus niederen Ueber- 
Bchiebungen verschiedener Functionenpaare tpj 6'; 
q>' y 0"... zusammen, von denen die einen (^', 9"..) 

. nur die' in 9 auftretenden, die anderen (6', 9"...) 
nur die in 6 auftretenden Symbole enthalten. 

Sind nämlich P, P^, Pg . . . die Theile der üeberschiebung, U 
diese selbst, so hat man 

Cr=cP+CiPi + CaP2... 

und c + c, + Cg . . . = l , daher 

D'-P=I7-(c + Ci + C2...)-P=Cx(Pi-P) + 6',(P,~P).... 

Die Differenz, von welcher in dem Satze gesprochen wird, setzt 
sich also aus Differenzen je zweier Theile der Ueberschiebungen zu- 
sammen. Der zu beweisende Satz ist daher auf den folgenden zurfick- 
geführt: 

4. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x*~ 
Üeberschiebung von 9 und 6 lässt sich immer aus 
niederen Ueberschiebungen von Functionenpaaren 
9', 6'; q>" y 6"... zusammensetzen, von denen die qp', 
q)' nur die Symbole enthalten, welche in 9, dagegen 
e', e" nur diejenigen, welche in vorkommen. 

Die verschiedenen Theile der Üeberschiebung unterscheiden sich 
nämlich nur durch die Art, wie unter den verschiedenen linearen 
Factoren 

einerseits und 
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andererseits je x ausgewählt und einander zugeordnet sind. Durch 
Einschaltung anderer Theile der Uebersehiebung kann man also die 
Differenz 

P, - P = Pi - Pa + Pi - P^ . . . . + Pa - P 

immer in solche Differenzen zerlegen, die sich nur durch verschie- 
dene Benutzung eines Buchstabenpaares unterscheiden; es ist also 
nur nothig, für solche Differenzen den Satz zu beweisen. Nun 
kann dieser Unterschied bei einer Differenz Pi — P^ auf dreierlei Art 
eintreten, nämlich: 

1. Bei Pi gehört ein Symbol a zu den herausgehobenen, ein 
Symbol h nicht, während dies bei P^ umgekehrt ist. Man hat also 
eine Gleichung folgender Form , in welcher M den gemeinschaftlichen 
gymbolischen Factor von P;^ und P^ bedeutet: 

Dies giebt aber 

Die Differenz Pi — Pq enthält also Symbole a, 6 . . . mit Symbolen 
c, ^ . . . nur noch in x — 1 symbolischen Factoren verbunden, ist also 
Theil der (x— 1)*«° Uebersehiebung einer Function 9' über eine 
Function 9'. 

2. Derselbe Unterschied tritt in Bezug auf zwei Factoren a^; ßx 
ein; dieser Fall wird genau wie der vorige behandelt, und führt zu 
demselben Resultat. 

3. Die herausgehobenen Factoren sind beidemal dieselben, es 
ist aber einmal a mit a, h mit ß, das andere Mal a mit /3, h mit 
ß verbunden. Man hat also : 

Pj^- P^=3I. t (aa) {hß) - {aß) {ba)\ 
= M.{ab){aß)', 

was wieder auf denselben Schluss führt. 

Bewiesen ist hierdurch ohne Weiteres folgender Satz: 

5. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x**^ 
Uebersehiebung von 9 mit 6 setzt sich aus Theilen 
der (x — 1)*«° Ueberschiebungen von 9', 0; 9", 6" etc. 
zusammen (die Gharakterisirung der letztern Fun- 
ctionen wie bei Satz 3. und 4.). 

Hieraus folgt aber auch endlich die Richtigkeit von Satz 3. 
Denn in Satz 5. kann man die Theile der (x— 1)*^ Uebersehiebung 
durch diese selbst und Differenzen ihrer Theile ersetzen. Nehmen 
^ir also an, der Satz 3., dass solche Differenzen durch niedere 
Ueberschiebungen ausdrückbar sind, sei für Theile der (x— 1)*«" 
Ueberschiebungen bewiesen; der Satz 5. lehrt dann, dass 3. auch 
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für Theile der x^^ Ueberschiebung richtig sei. Für Theile der entten 
Uebef Schiebung aber ist der Satz 3. richtig; denn die Theile der 
nullten ; auf welche 5 für diesen Fall führen würde, sind nullte 
Ueberschiebungen, d. h. Producte 9', 6'; 9", 0" . . , selbst. Die 
Richtigkeit des Satzes 3. ist also hierdurch allgemein dargethan. 



§ 64. Sinmltane Systeme besitzen ein endliclies vollständifpeB Formensjstemy 

wenn die eiuzelnen Formen ein solches besitien« 

Die vorstehenden Untersuchungen führen nun von selbst dazu, 
wie die Co Varianten und Invarianten simultaner Systeme anzuordnen 
sind. Der AUg'emeinheit wegen nehme ich wie oben an, dass die 
Govarianten bez. Invarianten 

A^j A^ ... Ayi,\ B^f JS^ . . . JBv 
ein vollständiges Formensystem für die simultanen Grundformen 

und ebenso 

eiu solches für die simultanen Grundformen 

1^, O, V . . . 

bilden. Die Govarianten und Invarianten ^ welche bei dem vereinigten 
System 

zu den vorigen noch hinzutreten^ erhalt man nach § 31. durch die 
Ueberschiebungen der Formen 

Über die Formen: 

Diese Ueberschiebungen, deren Zahl unendlich gross ist, und 
denen ich die Formen A, li, C, D selbst zugeselle ; ordne ich zu- 
nächst nach der Gesammtdimension, welche dieselben in Bezug auf 
die Coefficienten sämmtlicher zu Grunde gelegten Formen besitzen. 

Formen gleicher Gesammtdimension ordne ich weiter unter sich 
nach der Höhe der Ueberschiebung, mittelst deren sie aus den oben 
angeführten Producten entstanden sind, wobei die nullte (Product) 
nicht ausgeschlossen ist. 

Wie endlich die Anordnung der Bildungen in diesen untergeord- 
neten Gruppen stattfindet, ist gleichgiltig. 
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Bezeiclinen wir der Deutlichkeit wegen die Ordnungen der 

Formen 

A A ' P r 

l ) "^^ • • • j '^i ; ^s • • • 
durch 



C* I . ^4 ***9 Vi v-^..*« 



ihre Gesammtdimension in den Coefficicnten der Grundformen durch 

l\ • / ># • • . a ^19 ^4 • • • • 



Vi 



, Ul, OJ 



Dann hängt die Stellung der v*»*» Ueberschiebung der Producte 

über einander von den beiden Zahlen v und 

^ = r^ «1 + r^ ag + . . . + 5j Ci + s^ Cjj + . . . 

ab, und die ganze Anordnung der Ueberschiebungen geschieht der 
folgenden Tafel gemäss ; in welcher die jeder Gruppe angehorigen 
Formen durch 

^ßV} V'ßVy 9"i^v . .. 

bezeichnet sind: 

Formrn! 



/« 


V 


1 





2 







1 




2 

• • • 


3 


. • • 






1 




2 



• • • • • 






\9 






1^ 



9 2ü •• 
9 jj, . . 



9247 ^'ViJ 9^' Vi 



9':n 7 9"3l • • • 
9si) 9\i} 9"si • • • 



9 



'6\7 



Dass in der ersten Abtheilung dieser Tafel neben /t* = 1 nur der 
einzige Werth v = steht, begründet sich leicht; denn unter /ii=l 
können überhaupt nur die Grundformen selbst enthalten sein, die 
dann durch Ueberschiebung nicht entstanden sein können; doch 
können sie füglich unter die nullten Ueberschiebungen gerechnet 
werden, wie im Folgenden geschehen soll. Ebenso soll jede der 
Formen A, Bj C, D in der Tafel bei den nullten Ueberschiebungen 
mit anfgezählt werden. Sie haben mit diesen insofern gemeinsame 
Natnr, als auch diese als ganze Functionen der Ä, B, C, D unmittel- 
bar aasdrückbar werden. 

Man übersieht nun sofort, dass die Vollständigkeit dieses Systems 
in keiner Weise leidet^ wenn man jede Form der Tafel um eine 
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ganze mit numerischen Coefficienten versehene Function solcher For- 
men vermehrt, welche in früheren Gruppen vorkommen; wenn man 
also an Stelle von (p^v^^* die Form setzt: 

wo G eine ganze Function solcher Formen (p bedeutet, bei denen 
entweder der erste Index kleiner als ft, oder der erste gleich ft, der 
zweite aber kleiner als v ist. Man kann nämlich, wenn die ^ so 
definirt sind, auch umgekehrt die Formen (p successive als ganze 
Functionen der ^ ausdrücken 5 und wenn man also davon ausging, 
dass alle nur denkbaren simultanen Covarianten und Invarianten der 
combiiiirten Systeme sich als ganze Functionender q) ausdrücken las- 
sen, so folgt, dass sie auch als ganze Functionen der ^ ausdrück- 
bar sind. 

Nach den Sätzen des vorigen Paragraphen erhält man aber ein 
System der ^, wenn man jede Ueberschiebung (p durch einen ihrer 
dort beschriebenen Theile ersetzt. Es ist dabei gleichgiltig, ob bei 
der Bildung dieser Theile die Symbole der A, bez. ü, erhalten bleiben, 
oder ob dieselben theilweise oder ganz in Symbole früherer A, bez. 
üy aufgelöst werden. Immer unterscheidet sich nach dem Frühern 
ein solcher Theil von der Ueberschiebung <p nur um Glieder, welche 
durch niedere Ueberschiebungen von nur Symbole der A enthaltenden 
Formen über solche entstehen, welche nur Symbole der C enthalten. 
Da nun die A, B und die C, D vollständige Formensysteme bilden, 
so zerfallen diese niederen Ueberschiebungen in solche von Producten 
der Af B über Producte der C, D, Sind hierbei wirkliche Factoren 
B, D vorhanden, so zerfallt eine solche niedere Ueberschiebung in 
Producte von B, D mit Formen von niederem /t*; ist kein Factor 
By D vorhanden, so hat doch die Ueberschiebung ein niederes v, 
während der Werth von /ti derselbe wie bei q) geblieben ist. Ein 
Theil der Ueberschiebung 9 unterscheidet sich also von (p nur 
um eine ganze Function früherer 9, und hat daher den Charakter 
einer Form i,. 

Somit kann man den Satz aussprechen: 

1. Alle simultanen Invarianten und Covarianten 
des combinirten Systems lassen sich als ganze Fun- 
ctionen desjenigen Formensystems ^ darstellen, 
welches man erhält, indem man von jeder Ueber- 
schiebung eines Productes von A über ein Product 
von C irgend einen Theil wählt, und die so erhal- 
tenen Formen V' den Formen A, Bj C, D hinzufügt 
Auch das System der tif ist noch unendlich gross. Aber wenn 
es sich nur darum handelt, ein System von Formen zu finden, durch 
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welches alle Inyarianten und Covarianten des combinirten Systems 
sich als ganze Functionen' ausdrücken lassen ^ so kann man in dem 
Systeme der ^ jede Form übergehen, welche als ganze Function von 
früher in diesem System auftretenden Formen ausdrückbar ist. 

Existirt nun in irgend einer Ueberschiebung q) ein Theil, welcher 
in Factoren zerfallt, so kann dieser als das betreffende ^ gewählt 
werden. Dasselbe zerfällt in das Product zweier Formen von niede- 
rem Gesanmitgrade ; jeder dieser Factoren aber ist durch Formen tf; 
darstellbar, und diese Formen tt^ gehören also niederem Zahlen ft an, 
kommen daher in der Tafel früher yor. Sonach ist ^ ein solches ^ 
durch frühere ^ ausdrückbar, und darf demnach ausgelassen werden. 

Durch diesen Umstand wird das übrigbleibende System der ^ 
ausserordentlich beschränkt; es lässt sich zeigen, dass es immer ein 
endliches ist, während das ursprüngliche unendlich gross war; womit 
denn die Existenz endlicher simultaner Systeme von Inyarianten und 
Coyarianten für ein solches combinirtes Formensystem nachgewiesen ist. 

Sprechen wir zunächst den Satz aus: 

2. Alle Covarianten und Invarianten der Systeme 
-4j, Ä2 . ..] li^y JSj . . .; Gl, Cj . . .; D^, B^. . . lassen sich 
aus Producten der A^ B, C, D und aus solchen 
Ueberschiebungen von Producten der A über Pro- 
ducte der(7(oderTheilen derselben) zusammensetzen, 
in denen kein zerfallender Theil vorkommt. 

Um nun hieraus die Endlichkeit des combinirten Systems abzu- 
leiten, kann man folgenden Satz aufstellen: 

3. Wenn in einer Ueberschiebung der Producte 

.^li • ^^ig * * * 3 ^^1 * s • • • 

kein zerfallendes Glied vorkommen soll, so darf 
keines der a grosser sein als die Summe der Ord- 
nungen c^, C2 • • • aller Functionen C, und umgekehrt 
darf keines der y grosser sein als die Summe der 
Ordnungen a^, ag . . . aller Functionen A. 

Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen, an, es sei eines der a, 
etwa a^, grösser als die Summe der c (also, da jedes c wenigstens 
1 ist, nothwendig a^ > 1), und zeigen wir, dass dann nothwendig ein 
zerfallendes Glied in der Ueberschiebung vorkommt. Ist in diesem 
Falle die Höhe v der Ueberschiebung nicht grösser als a^ («j — 1), 
so tritt ohne Weiteres ein zerfallendes Glied auf; denn man kann 
alsdann die «/*® Ueberschiebung schon auf den Factor -^j**»""^ des 
ersten Productes anwenden, so dass auf diese Weise ein Theil der 
Ueberschiebung entsteht, welcher A^ . A^"^ ... als Factor enthalt. Es 
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ist also nur noch der Fall zu betrachten, wo die Hohe v der lieber- 
Schiebung grösser ist als a^ (or, — 1), also gleich oder grosser als 
^i (^i + ^2*--)> ^* ^1 wenigstens um 1 grösser als Cj+Cg... ist. 
Andererseits ist, damit die Ueberschiebung überhaupt möglich sei, v 
gleich oder kleiner als die Ordnung des zweiten Products, daher 
gleich oder kleiner als Ciy^ + c^y^-" - ^^^ ^^^ somit, indem man 
die Grenzen vergleicht, in welche v eingeschlossen ist: 

^1 ^1 + ^2 ^2 • • • 5 «1 (^1 + ^2 . . .)> 

oder _ 

Ci (y, — a,1 + ^2 (^2 — «i) + • • • > ^• 

Mindestens eine der Zahlen yj— ö^, y2'~^i-'-> niuss also >n 
sein. Sei yj — «i eine solche, dann ist 

und zugleich wegen der Voraussetzung 

Die beiden über einander zu schiebenden Producte haben also die 
Form 

Ä,'' . M und Ci*^ . N. 

Die Höhe v der Ueberschiebung ist nach dem Vorigen wenigstens 
gleich «1 (Cj + Cj . . .) , also auch wenigstens gleich a^ c^ , und man hat 
also etwa 

-wo Ä Null oder positiv ist. Nun kann man ein Glied dieser Ueber- 
schiebung dadurch bilden, dass man zunächst A^^ und (7/' ftir sich 
a^.c^ mal über einander schiebt, wodurch eine Invariante J entsteht 
und ausserdem M und N noch h mal über einander schiebt, was 
immer möglich sein muss, wenn eine Ueberschiebung von der gefor- 
derten Höhe überhaupt stattfinden konnte*. Man hat also ein Glied 
der Ueberschiebung gebildet, welches eine Invariante J als Factor 
enthält. 

Hierdurch ist einmal der Satz 3. bewiesen, andererseits aber 
auch gezeigt, dass, um alle Invarianten und Covarianten des com- 
binirten Systems zu erhalten, es nur nöthig ist, eine endliche 
Aneahl von Producten über einander zu schieben, insofern die Zahlen 
«, y bestimmte endlich gegebene obere Grenzen nicht überschreiten 
dürfen. Und so kann man folgende Sätze Uussprechen: 

4. Wenn zwei Formensysteme f, fp, t(f . , , und F,^, 
V... jedes für sich auf ein endliches vollständiges 
System simultaner Covarianten und Invarianten 
führen, so sind auch die simultanen Covarianten 
und Invarianten aller dieser Formen zusammen als 
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ganze Functionen eines endlichen vollständigen 
Systems ausdrückbar. 

5. Sind A^, Ä^... die Covarianten, B^, J?2*** ^^^ 
Invarianten des ersten, C^^, C^.., die Covarianten 
und D^fD^... die Invarianten des zweiten Systems, 
so erhält man alle zurVervollständigung des gemein- 

• samen vollständigen Systems erforderlichen For- 
men, wenn man die Ueberschiebungen derProducte 

[bez. die oben (S. 183) definirten Theile von solchen] 
bildet, wobei keines der a grosser als die Summe 
der Ordnungen aller C7, keines der y grosser als 
die Summe der Ordnungen aller A sein darf. 

Es ist hervorzuheben, dass das auf solche Weise construirte 
System simultaner Formen noch überflüssige Formen enthalten kann, 
welche sich als ganze und rationale Functionen der übrigen ausdrücken 
lassen. Der zweite der obigen Sätze giebt also für die Grosse des 
fintstehenden Systems von Invarianten und Covarianten nur eine obere 
Grenze. 

Wenn man die Sätze 4. 5. wiederholt anwendet, so kann man 
von einzelnen Grundformen zu demjenigen System fortschreiten, 
)>ei welchem alle zugleich zu Grunde gelegt sind. Man hat also 
«len Satz: 

6. Wenn die Formen /*, 9, ^ . . . einzeln endliche 
vollständige Systeme von Invarianten und Cova- 
rianten besitzen, so führt auch die Combination 
dieser Formen auf ein endliches System. 

Insbesondere ist durch die Untersuchungen des vierten Abschnitts 
schon folgender Satz erwiesen: 

7. Simultane Formen, deren keine die vierte Ord- 
nung überschreitet, haben ein endliches vollstän- 
diges System von Invarianten and Covarianten. 

Einige solcher Systeme sollen jetzt etwas genauer' betrachtet 
werden. 

If oo. SimnItaDe Systeme, in denen ausser andern anch lineare Grund- 
formen auftreten* 

Denken wir uns ein System von Covarianten und Invarianten 

A A - Ti Ti 

welche für gewisse Grundformen g), ^ . . . ein vollständiges System 
bilden. Nehmen wir an, es trete zu diesen Grundformen eine weitere, 
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lineare, hinzu, und unterauchen wir, welche Erweiterung das voll- 
standige System der Covarianten und Inyarianten nunmehr erfah- 
ren muss. 

Die hinzutretende lineare Grundform sei 

/ = Äj a/| + 0-2 a^g • 

Nach dem Vorigen darf hier keine der Zahlen a^ grosser als 1 
angenommen werden; man erhalt also alle Formen des neuen' simul- 
tanen Systems, wenn man die üeberschiebungen, oderTheile derUeber- 
schiebungen, der Producte verschiedener A über Potenzen von /* bildet. 
Hierbei ist erstlich klar, dass die Höhe der Ueberschiebung immer 
gleich dem Exponenten der Potenz von f genommen werden muss, 
wenn nicht eine Potenz von f als Factor übrig bleiben soll. Man 
hat also nur f^ q mal über Producte von Ä zu schieben. Nun erhalt 
man die Glieder dieser Ueberschiebung, indem man in q symbolischen 
Factoren des Productes x^ und x^ durch ag und — a^ ersetzt. Daher 
entsteht aus einem Product mehrerer Ä immer wieder ein Product 
solcher Formen, die aus den einzelnen Ä hervorgehen, und man sieht 
also, dass man nur die einzelnen Ä über Potenzen von /, 
oder, was hier dasselbe sagen will, wiederholt über/* zu 
3chieben hat. . " - 

Ist also A = A:c^ irgend eines der Ai, so gehen hieraus durch 
Ueberschiebung mit f die Formen hervor: 

Alle diese Formen entstehen aus den Polaren 

A m-lA A m'-l A 2 A w— 3 J 3 

indem man darin y^, y^ durch a^, — a^ ersetzt. Man kann also fol- 
genden Satz aussprechen: 

Bilden die Formen 

das vollständige System der Covarianten und In- 
varianten der Grundformen 9, ^..., und wird das 
System der Grundformen um eine lineare Form 

f= a^ x^ -h a^ x^ 

erweitert, so treten zu dem vollständigen Systeme 
ausser f nur diejenigen Formen hinzu, welche ent- 
stehen, wenn man in den Polaren der 4 die yj, f/^ 
durch a^j — a^ ersetzt 
Es ist hiernach leicht, auch die Vergrösserung anzugeben, welche 

durch Hinzufügung einer beliebig grossen Zahl linearer Formen bei 

dem vollständigen System eintritt. 
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Waren unter den Formen q>, ^... schon lineare enthalten, so 
geben diese bei Anwendung des obigen Satzes nur immer zu einer 
Polare, also auch nur zu einer Bildung Veranlassung, nämlich zu 
der Determinante der frühem und der neuen linearen Form. Waren 
aber femer unter den Ä schon Formen enthalten, welche durch Hin- 
zafQgung einer linearen Form zu früheren entstanden waren, also 
Formen, welche mittelst des obigen Satzes aus Polaren hervorgehen, 
80 geben diese bei ZufÜgung einer weitem linearen Form zu erneuer- 
ter Polarenbildung Veranlassung, d. h. sie f&hren auf Bildungen, 
welche aus Polaren mit mehreren Reihen Yon Veränderlichen entstehen, 
indem man statt derselben die Coefficienten verschiedener linearen 
Formen einfährt. (Wegen des erweiterten Begriffs der Polare vgl. § 10.) 
Setzt man also ip, ^... als nicht linear voraus, und bilden die 
Formen 

(las vollständige System ihrer Co Varianten und Invarianten, so er- 
weitert nach ZufQgung einer Anzahl linearer Formen sich das voll- 
standige System um folgende Bildungen: 

1. Die linearen Formen selbst. 

2. Die zwischen je zweien gebildeten Determinanten. 

3. Die Formen, welche aus den mit mehreren Reihen von Ver- 
änderlichen yi, y^] j?j, e^'" gebildeten Polaren von -4j,.-4^... ent- 
stehen, indem man y^, y^; g^, z^,.. durch die Coefficienten a^, — a^; 
\} —&!••• der hinzugefügten linearen Formen ersetzt. 

Nach der Entstehungsweise det Polaren kann man die letzteren 
Bildungen auch dadurch ableiten, dass man in A^y Ä^ . . . statt x^, x^ 
die Grossen 

a^i + A ttg + fi ft^ . . . , x^ — A a, — /li ft^ . . . 

setzt, und die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von l, f( ... 
einzeln bildet. 

Wenn insbesondere nur lineare Formen gegeben sind, kommt 
man auf die Sätze des § 9. zurück. 



1 56. Simaltane Systeme, in denen ausser anderen Gmndformen eine 

quadratische vorkommt« 

In ganz ähnlicher Weise kann man die Erweiterung angeben, 
welche das vollständige System der simultanen Covarianten und In- 
varianten q), ^ . . . durch den Zutritt einer neuen Grundform zweiter 
Ordnung 



f=aj = bj ... 

Clebieh, Theori« der büiikren algebr. Fonaea. 13 
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erfährt. Sind wieder A^, Ä^ . . . die Covarianien des yollstandigen 
Systems, so hat m&n nur -4,"' -4,"« . . . über Potenzen von fzxx schieben, 
da f selbst keine weiteren Covarianten mit sich führt. 

Soll die Ueberschiebung keinen zerfallenden Theil enthalten, so 
muss ihre Höhe v von der Gesammtordnung jedes der überzuschieben- 
den Producte um weniger unterschieden sein, als die Ordnung des 
niedrigsten Factors desselben beträgt. Daher kann die Höbe der 
Ueberschiebung von ^,«» A/'^ , . . über nur /^ 2 p oder 2 p — 1 sein. 

Sei nun A irgend eine Covariante gerader Ordnung 2k j und 

betrachten wir die (2 p— 1)*** und die (2 p)** Ueberschiebung dieses 
Ausdrucks mit /^. Ist p kleiner als Icy so existirt immer ein Theil 
der Ueberschiebung, bei welchem f^ nur über den Factor A geschoben 
ist; wird aber p gleich oder grösser als A;, etwa 

p = ife + Ä, 

und bilden wir nun die (2 p — !)*•, bez. (2 p)*« Ueberschiebung von 
A,M mit /"*+*, so muss A.M wenigstens von der Ordnung 
2p — 1 = 2Ä + 2Ä— 1, bez. 2p = 2A + 2ä, also M wenigstens von der 
Ordnung 2^ — 1, bez. 2h sein. Es existirt daher immer ein Theil 
der Ueberschiebung, welcher in das Product der (24)*®° Ueberschiebung 
von A mit /*, und der (2A — l)*«»», bez. (2ä)*«°, von M Ober f^ zerfallt. 
Man erhält also durch Ueberschieben von f^ über das Product 
mehrerer Formen, deren eine wenigstens von gerader Ordnung ist^ 
nie etwas neues; Formen gerader Ordnung also, welche in dem 
System der A enthalten sind, geben nur folgende Bildungen, welche 
aus der Ueberschiebung von f^ über diese Formen selbst entstehen: 

A von der Ordnung 2k\ 

erste und zweite Ueberschiebung von f über A 
dritte und vierte Ueberschiebung von P über A 



(2A; — !)*• und (2i)*« Ueberschiebung von f^ über A. 

Betrachten wir nun statt einer Form A von gerader Ordnung 
eine Form ungerader Ordnung, und schieben wieder f^ über ein Pro- 
duct A . Jlf , welches aus lauter Factoren von ungerader Ordnung 
besteht. 

Die Ordnung von A sei 2k — 1. Ist nun p gleich 1, 2 . . . Ä— 1, 
oder Q = k und die Höhe der Ueberschiebung 2%;— 1, so existirt wie- 
der immer ein Theil der Ueberschiebung, in welchem nur A über f^ 
geschoben ist, ein Theil, welcher also zerfallt, sobald M von 1 ?^- 
schieden ist. 
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Ist dagegen q^^Jc und die Höhe der Ueberschiebung 2ky oder 
ist p > Ar^ so müssen wir einen zweiten Factor A' des Products zu 
Hilfe nehmen y dessen Ordnung 2k'^l sein muss. Da das Product 
ÄÄ' gerade ist, so enthalten nach dem Vorigen alle Ueberschiebun- 
gen Theile, welche in Factoren zerfallen, sobald das Product AM 
aus mehr als diesen beiden Factoren besteht. Wir haben also nur 
uoch üeberschiebungen von f^ über Producte zweier ungerader Formen 
zu untersuchen. 

Ist nun Q kleiner also A + 1'— l , etVa i + Ä'— 1 — ä, als.auch die 
Hohe der ueberschiebung 2A; + 2ä;'-2ä-3 oder 2i + 2Ä'-2A-2, 
so kann man immer einen Theil der Ueberschiebung bilden^ dessen 
einer Factor die (2Ä; — 2)** Ueberschiebung von -4 über p—^ ist, wäh- 
rend der andere aus der (2A.'- 2ä- 1)*«°, bez. (2*' — 2ä)**° Ueber- 
schiebung von -4.' -über /**'—* besteht. Jede solche Ueberschiebung giebt 
also nichts neues; es bleibt also nur die (i + i'— !)*• Potenz von f 
noch 2Jfc + 2Ä'— 3, bez. 2ä; + 2ä:'- 2mal über A.A' zu schieben. 
Aber auch von diesen beiden Üeberschiebungen enthält die erstere 
einen zerfallenden Theil, dessen Factoren die (2k — 2)^ Ueberschiebung 
von f^-^ über A und die (2ife'-l)** von f^ über A' ist. Es bleibt 
also nur die eine (2i + 2Ä' — 2)*« Ueberschiebung übrig. 

Von den ungeraden Formen rühren also nunmehr folgende Bil- 
dungen her: 

1. A von der Ordnung 2Ä — 1: 

erste und zweite Ueberschiebung von f über A 
dritte und vierte Ueberschiebung von P über A 



(2*— !)*• Ueberschiebung von /** über A. 

2. A von der Ordnung 2Ä— 1, A' von der Ordnung 2ft'— 1 (wo- 
bei A und A' auch identisch sein können): 

(2k + 2k' -2)^ Ueberschiebung von /•*+*'-« über AA'. 

Die letzten Bildungen sind ausschliesslich Invarianten. Von die- 
sen abgesehen, erhält man also alles, indem man Potenzen von f 
über die einzelnen Formen des Systems schiebt. 

Es ist nicht bewiesen, dass unter den hier aufgezählten Formen 
nicht einige in Folge der besonderen Eigenschaften des Systems der 
Ä durch die anderen ausdrückbar und daher auszulassen seien. Dies 
tritt vielmehr oft wirklich ein. Ein solcher Fall; der eine weitgehende 
Bedeutung hat, ist folgender: 

Wenn eine Form A die erste Ueberschiebung 
zweier Formen 9 = 9^^'*, ^c=^^« ist, und /* eine Po- 
tenz von f, deren Ordnung die von A nicht über- 

13* 
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trifft, so enthält die (2Ä— 1)*® Ueberschiebung von 
f^ mit A einen zerfallenden Theil, und ist daher 
auszulassen. Nur wenn r und s gerade sind, muss 
die Ordnung von f kleiner als die von A sein, damit 
dies eintrete. 

Es ist nämlich 

Schiebt man hierüber /** = ax* . V . c«* . . . , wo 2Ä; ^ r + s — 2, 
und zwar 2Tc—\ nial, so bleibt erstlich ein symbolischer Factor ax 
zurück; in einem Theile der Ueberschiebung können wir dann das 
andere a^ mit einem tpx zu {(cpd) vereinigen; denn wenigstens eine der 
Zahlen r, s muss grösser als 1 sein, wenn nicht A: = sein soll. So- 
dann bleibt noch das symbolische Product qp*''"^ V'x'"* öhrig, welches 
2Ä — 2 mal über f*"—^ zu schieben ist. Dabei ist nun die Ordnung 
r + s — 3 des Products jedenfalls grösser als 2i — 2, die Ordnung von 
/**-->, und zwar, wenn r + 5— 3 gerade, wenigstens um 2 grosser. 
In Folge dessen kann man bei einem Theile der Ueberschiebung die 
Factoren hx^f cj... so auf 9?*'""^ ^x*~* vertheilen, dass dasselbe der 
Symbole b, c auch immer mit demselben der Symbole q), if; vereinigt 
wird. Denn ist eine der Zahlen r — 2, s— 1 gerade, die andere un- 
gerade, so ist ihre Summe wenigstens um 1 grösser als die Zahl der 
symbolischen Factoren bx, c«..., und man kann in derjenigen 
der Potenzen 9*''"^, ^jr'~S welche von ungerader Ordnung ist, 
einen Factor bei Seite setzen, und auf die eine der übrigbleiben- 
den jetzt geraden Potenzen eine gewisse Zahl der quadratischen 
Factoren 6,^, Cx^..., auf die andere die übrigen vertheilen. Sind 
beide Potenzen von ungerader Ordnung, so ist ihre Summe um 2 
grösser als die der zu vertheilenden Factoren bx, c, . . ., und man 
kann also einen Factor tpx so wie einen Factor ^, absondern, und 
dann wie oben verfahren; endlich, wenn beide Potenzen gerade sind, 
kann dasselbe ohne Weiteres geschehen, nachdem noch ein Factor 
i^x^ abgesondert ist. 

Der auf diese Weise entstandene Theil der Ueberschiebung hat 
also die Form 

i(ptli){q)a)ax.<i>.^y 

wo das Symbol ^ nicht enthält, ¥ das Symbol q> nicht enthält^ 
und wo und V keines der Symbole b, c... gemein haben. Aber 
wenn s gerade, 5—1 ungerade war, so wurde noch ein symbolischer 
Factor ^^ abgesondert; war s ungerade und r gerade, sogar ^«'. Nor 
in dem Falle war dies nicht der Fall, wo r und s gleichzeitig ungerade 
waren; denn in diesem Falle musste oben q)x abgesondert werden. 
Wollen wir also den Factor i^x hervorrufen, so müssen wir uns, wie 
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in dem Satze vorgesehen , bei gleichzeitig ungeradem r und s auf den 
Fall beschränken, wo 2Ä;<r + s — 2, also 2Ä;<r + Ä — 4, wodurch 
denn wieder ein Factor ^,^ frei wii:€. Unter dieser Beschränkung 
nimmt also der betrachtete Ausdruck die symbolische Form 

an; und wegen der identischen Gleichung 

(9 1) {q> ä) t^ a, = J^ I (fp tY «x* + (9 ^Y tx^ " (^' <^Y 9r^ ^ 
geht dies in die zerfallende Form 

über, wodurch der Satz bewiesen ist. 

I 57* Slmaltanes System zweier quadratischer Formen. 

Besteht insbesondere das gegebene System aus einer quadratischen 
Form 

welche nur zu der einen Invariante 

D = (66')* 

Veranlassung giebt, und wird nun die ebenfalls quadratische Form 

/"== ax^ = a'a-' . . . 
mit ihrer Invariante 

hinzugef&gt, so besteht das System der simultanen Co Varianten beider 

Formen nach dem Vorigeti noch aus den folgenden weiteren Bildungen: 

Erste und zweite Ueberschiebung von f über 9 : 

Das ganze vollständige System enthält also nur die drei Invarian- 
ten D, Ify jy und ausser den Grundformen /", 9 eine weitere quadra- 
tische Covariante^ ihre Functionaldeterminante %. Zwischen diesen 
Formen besteht eine Relation ; welche aus der Gleichung (10) des § 35. 
abzuschreiben ist; vermöge derselben kann das Quadrat der Functio- 
naldeterminante ausgedrückt werden durch die Gleichung: 

(1) ^ = -4(D/^-2D'/-9, + 2y>«), 

80 dass auch hier, wie früher schon ^ das Quadrat der einzigen Form 
tmgeraden Charakters (§ 16.) sich als ganze Function der Formen 
geraden Charakters darstellt. 

Die Bedeutungen der Invarianten B^jy^If' sind im Vorhergehen- 
den schon gelegentlich festgestellt worden. Bedeuten /'=0; 9 = 
zwei Elementepaare der geometrischen Interpretation ; so ist D = 
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die Bedingung dafür, dass die Elemente Ton <p = znsainmenfallen, 
2)"=0 dieselbe Bedingung für die Elemente von /'=0. 2)' = sagt 
aus, dass dieElemente yoU f^=0 zu denen von 9) = harmo- 
nisch liegen (vgl. S. 166, 176). Ein Beweis dafür, welcher aus der 
Betrachtung des Doppelverhältnisses der Elemente von /'=0 und 
^ = fliesst, wird unten gegeben werden. Man übersieht diese Be- 
deutung von D' aber sofort, wenn man sich etwa die Verschwindungs- 
elemeute von 9 als Grundelemente eingeführt denkt. Dann hat in 9 
nur der mittlere Coefficient einen von Null verschiedenen Werth und 
D' reducirt sich in der ausgerechneten Form bis auf einen constanten 
Factor auf den mittleren Coefficienten von f. Mit U verschwindet 
also dieser (wenn tp mcht identisch Null ist) und umgekehrt. Dass 
aber f bei dieser Wahl der Grundelemente nur die Quadrate enthalt 
ist die Bedingung der harmonischen Lage [§ 25. (7)]. 

Die Gleichung '9' = stellt, wenn % nicht ein 
Quadrat ist, ein Elementepaar dar, welches zu den 
Verschwindungselemeten sowohl von /", als von g? 
harmonisch ist. 
Um dies zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, dass die simul- 
tane Invariante von % und /*, sowie die von %' gegen 9 verschwindet. 
Der Symmetrie wegen ist nur das eine nothig zu beweisen. Die 
simultane Invariante von % und f entsteht, wenn man in ^ = (afe)ax&T 
die Grössen x^, x^ durch die Symbole a'2, —«'1 von f ersetzt-, sie 

ist also 

{ah)(aa')Q)a), 

was durch Yertauschung von a mit a' das Zeichen ändert und also in 
der That identisch verschwindet. 

In § 27. wurde aber gezeigt, dass die Discriminante von 9 zu- 
gleich die Resultante von f und 9} ist. Die oben über %^ gemachte 
Voraussetzung ist also mit der andern identisch, dass /* und 97. keinen 
gemeinsamen linearen Factor besitzen. 

Wählt man die Yerschwindungselemente von %' zu GcrundpunkteD, 
so enthalten sowohl f als fp nur noch die Quadrate der Veränderlichen, 
was die Lösung der bekannten Aufgabe ergiebt, zwei quadratische 
Formen f und' 9 gleichzeitig als Aggregate zweier Quadrate darzu- 
stellen. Dass diese Aufgabe nur eine Lösung zulässt, folgt hier auch 
daraus, dass durch die Bedingung der harmonischen Lage, zu /'und 9 
die Verhältnisse der CoefKcienten von ^ vollkommen und eindeutig 
bestimmt sind. 

Bezeichnet man die Verschwindungselemente von %' durch $=0, 
i} = 0, und setzt 

(2) »=y-j^%n, 
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so kann man der Gleichung (1) die Form geben: 

(3) 6^i?* = (/"+^<lP)(/'+A», 

wo A, A' die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(4) Dil* + 2i)'A + D" = 

sind. Da nun in diesem Falle, wie gezeigt, /'und (p keinen gemein- 
schaftlichen Factor haben, so folgt aus (3), dass f+^q> und f+k'(p 
jedes f&r sich Quadrate linearer Ausdrücke sein müssen, und dass man 
also setzen kann 

wodurch denn die Coefficienten von %^ri bis auf das Vorzeichen völlig 
bestimmt sind. Die Bestimmung der Verschwindungselemente von -^ 
geschieht also so, dass man zunächst die quadratische Gleichung (4) 
loät, und dann aus den Gleichungen 



l^Vf+kfp 
fl^y'f+k'fp 

die Ausdrücke §, tj selbst findet. 
Aus (5) folgt weiter 

was die Darstellung der Formen f und tp durch Aggregate von Quadra- 
ten ist. Diese Darstellung ist immer möglich, sobald X — k' nicht 
verschwindet, d. h. sobald die Disc^minante 

der Gleichung (4) nicht gleich Null ist. Diese aber ist nach § 27. 
(29) zugleich die Resultante von f und 9, deren Verschwinden oben 
schon ausgeschlossen wurde. 
Aus (6) folgt auch 

^ . ,,^ „ (fi - A-) £^ ^ (fi ■ A) 1?« 

Die ganze durch f-^fitp^O dargestellte Reihe von Elemente- 
paaren ist also durch die Quadrate von £ und 17 ausgedrückt, d. h. diese 
Reihe bildet die Involution, deren Doppelelemente durch d' = be- 
stimmt werden*^ wie denn auch umgekehrt jedes Paar dieser Reihe 

in der Form 
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enthalten ist, wobei 

Nimmt man /" und 9 in der Form (6), so sind die Verschwin- 
dungselemente beider Functionen durch die Gleichungen gegeben: 



{+,=0 i + j/^n=o. 

Ein Doppelverhältniss dieser Paare ist (§ 25.) : 



/ 






sollen die Elemente, der Paare nicht getrennt werden, so giebt es 

ausser — keinen Werth dieses Doppelverhältnisses mehr. Die Grosse a 

muss sich also direct durch eine reciproke quadratische Gleichung 
darstellen lassen. Bemerkt man, dass nach (4) 

l:A + A':Ar = D:-2i)':2)", 
so erhält man w 

'^ a~ (>I.-A')» 

~ '^ (A + A')» - 4 A A' " jr» _ DD" ' 
a and — sind also die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

IX* — tu/' + *=="» 

oder 
(7) 2y»(a-l)*-DD"(a+l)» = 0. 

• 

Diese Gleichung bestätigt das im Eingange über die Bedeatong 
von D, jD', D" Gesagte; denn mit « = 1 wird D oder IX' zu Null, 
zwei Elemente eines Paares fallen zusammen; f&r a = — 1 wird 2)'=0, 
und dadurch wird also die harmonische Lage der Elementepaare 
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angezeigt. Denkt man sich aber unter a irgend einen beliebig ge- 
gebenen Constanten Werth, so enthält die Formel v7) folgenden Satz: 

Die Bedingung dafür, dass zwei Punktepaare 
ein Doppelverhältniss a bilden sollen, ist durch die 
Invariantenrelation (7) gegeben. 

Ich schliesse dem Obigen noch folgende oft zu benutzende 

algebraische Sätze an: 

Die erste Ueberschiebung der Functionaldeter- 

minante 

^ =■• (a h) üjc hx 

Aber eine der sie constituirenden Functionen ist: 

(^a) d, a, = i (Dg) - lyf). 
Man hat nämlich: 

oder wenn man im ersten Gliede aa vertauscht, im zweiten die Iden- 
tität n. anwendet: 

(^aO %x a', = i (aay hJ--\\ {ahf a'J - ^ {aajbj j 

wie oben. 

Die zweite Ueberschiebung von /"oder fp mit ^ 
verschwindet, wie oben schon bewiesen wurde. 

Die Invariante von %^ ist 

(^^')2 = ^(2)D"-D'*). 

Die hierzu gehörige Rechnung ist in § 27. gegeben worden, in- 
dem beide Ausdrücke der negativen durch 2 dividirten Resultante R 
der beiden Formen gleich gefunden wurden. 



I 58. Simaltane Invarianten und Covarlanten einer beliebigen Anzahl 

quadratischer Formen. 

Im Vorigen wurde gezeigt, dass das vollständige System von 
Invarianten und Covarianten zweier simultanen quadratischen Formen 

f = a*^ =* d's? . . . 

ausser den Grundformen selbst nur noch die Covariante 

^ = (aJ)a, 6„ 
und ausserdem die Invarianten 

{aaj, {ab)\ {hhj 
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eüthat. Fügt man nun eine weitere quadratische Grundform hinzu: 

80 tritt zunächst die Invariante 

{ccy 

auf, sodann aber sind nach § 56. die ersten und zweiten üeber- 
schiebungen von f, q), d' mit tl; zu bilden. Was die ersten üeber- 
schiebungen betrifft, so sind die von f oder q> mit > der Form ^ 
analog; die erste Ueberschiebung von t mit ^ aber kann übergangen 
werden, da sie nach § 35. (5) sich durch /", g>, ^ nnd deren zweite 
Ueberschiebungen ausdrückt. Von den zweiten Ueberschiebungen 
sind die ersten beiden analog zu {aby, nämlich {acY und (hcf] die 
zweite Ueberschiebung von f mit d' aber liefert die Invariante 

{ab){ac){bc), 

weiche linear für die Coefficienten aller darin auftretenden Functionen 
ist, und durch Vertauschung der Coefficienten irgend zweier dieser 
Functionen nur das Zeichen ändert. 

Man sieht, dass hierbei Covarianten von neuem Charakter nicht 
entstanden sind, und man schliesst daher, dass bei der Hinzufugung 
weiterer quadratischer Grundformen solche auch nicht mehr auftreten 
können. 

Ein beliebiges System quadratischer Grundformen 

/j = üx = ö X • • • 
/o — Ux — " V r . • • 



führt daher ausser diesen Formen selbst auf folgende Bildungen, mit 
denen das vollständige System ihrer Invarianten. und Covarianten ab- 
geschlossen ist: 

1. Die ^' g""^ Functionaldeterminanten D,*, deren Typus ist: 

2. Die ^'^"^^ Invarianten i&ik (wo i auch gleich * sein kann), 
deren Typus ist: 

3. Die ^ ^""i'o""^ Invarianten Bikk, deren Typue ist: 

•Rm = -(«^)(*^)(««)- 
Von diesen Formen sind die unter 1. und 3. aufgeführten un- 
geraden Charakters, die anderen geraden Charakters. Es tritt aber 
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aach hier, ähnlich wie in frühem Fällen, der umstand hinzu, dass 
ein Prodact zweier ungeraden Formen immer durch gerade Formen 
ansdrfickbar ist, so dass in dem Ausdrucke irgend einer Covariante 
oder Invariante durch die Formen des vollständigen Systems diese 
ungeraden Formen schliesslich nur linear auftreten. 

Um die in Frage stehenden Relationen abzuleiten , kann man sich 
der Bemerkung bedienen, dass sowohl ^ik als R,kk in Form einer 
Determinante darstellbar ist. Man hat 



(i) 





«,* 


b,* 


V 




*« = 


«1«« 


6i6, 


•«/« aü/a 




«** 


h* 


or.» 




«t» 


W 


c^* 




^l*S = 


a^^ a^ 


6,6, 


Cif* 


> 




a/ 


V 







und es entsteht also R^^^ aus ^^2} ^^^^^ ^^^ ^w «^2 durch c^y 
ersetzt. Betrachten wir nun das Prodact 



— Ci 



-^12(^1,^«). -^45 (ywyi)== 



a, 



w 



X, 



2 



öj a^ &£ h^ — ojj x^ 



a. 



2 



X, 



d. 



2 



2 



Vi* 



-2dj(?, — 2eie, 2y,y, 



<?i 



2 



2 



y,' 



Wenn man die beiden Determinanten nach der gewöhnlichen 
Regel multiplicirt, und zwar, indem man dieVertikalreihen com- 
binirt, so erhält man: 



D 



14 



D 



15 



fi(yify2) 

2 ^1, {X^, X^ . -^46 (yu ^2)= A4 As /i (»17 »2) 

Diese Formel giebt ihrer Ableitung nach ganz allgemein: 

(2) 2dxxCa?,,a?«).^ffa(yi,y2)= i)A^ Dia hiyuVt) 

und zwar ist es dabei offenbar gleichgiltig , ob unter den Indices 
X, Xy ^, 9 sich gleiche befinden oder nicht. Setzen wir y^=:x^y 
t/2 = ^29 ^^ verwandelt sich, indem wir die Argumente jetzt auslassen, 
die Formel (2) in 

DuLQ Dtto fn 

BXq Dia fl 
f9 fc 

Mit Hilfe dieser Formel drückt sich das Product irgend zweier 
^ durch gerade Formen aus; die im vorigen Paragraphen benutzte 
Formel für ^^ ist ein specieller Fall derselben. Vgl. auch § 35. (11). 



(3) 



2&nX^Qtt = 
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(4) 



2 O'xi . RgßT =^ 



Setzt man in (2) für yj, y.^ die Symbole p^, — jDj irgend einer 
Form /"r, 80 verwandelt sich fniHnV^ in D^x etc., und ^90(^1, y^) 
geht in iJ^or Ober; man hat also: 

Dk^ Dxö D%z 
DlQ Dia Dir ' 

fü U U I 

Setzt man endlich hierin auch noch fQr x^^ x^ die Symbole 
g,, — Ö'i einer Form Z*^, so gehen /"p, /i, Z^, ^xA in D^^, D^^, Z>^r, 
— i?xl/u über, und man hat: 

DiQ Dxc I>i^ 



(ö) 



^ Ji%lu J?pör = 



D 



lUQ 



Duc -D/ir 



Die drei Gleichungen (3), (4), (5) liefern die Relationen, um 
welche es sich handelt. 

Ausser diesen Relationen kann man noch eine grosse Anzahl 
anderer aufstellen, welche zwar als Folgen derselben aufgefasst wer- 
den können, aber sich durch ihre einfache Form auszeichnen und 
leicht direct ableitbar sind. Die Identität 



(6) 



= 



a^üx 


(^^O,* 


a^" 


b,bx 


h,h. 


bj 


C^Cs 


^2 ^' 


cj 



liefert, nach der letzten Vertikalreihe geordnet, die Relation: 

welche in Bezug auf die f einerseits und die entsprechenden d^ anderer- 
seits linear ist. Die Identität 



a, 



a^a^ 



= 



__,V 61 ft 



2 



Cj ^2 



dj^ d^d^ 



dt 



d,' 



a 



2 



6,* 



liefert, nach der letzten Yertikalreihe geordnet, die lineare Belation, 
welche zwischen je vier Formen f besteht, und deren Coef&cienteii 
die R sind: 



(8) 



fti Rlßv — fl Jfßvx + ff^ ^vxl "fvHxXfi^O. 



Endlich giebt die Identität: 



= 



IV 


^1^2 


V 







d^ 


-2d,d, 


d,* 





^* 


hh 


h* 





9 


V 


-2c, c, 


Cl» 





's 


C^ Cj, 


c,» 


( 


9»* 


-^9i9i 


V 





1 ^8 


~~" X* Xa 


X* 







V 


2XyX^ 


V 
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indem man die beiden Determinanten durch Gombination der Horizon- 
talreihen mnltiplicirt^ Relationen zwischen den geraden For- 
men allein^ welche quadratisch in den /* sind und deren Goefficien- 
ten sich aus den D zusammensetzen. Diese Relationen haben ^ wie 
man durch die Ausführung der Multiplication sofort sieht ^ die Gestalt: 

D»9 -Dxtf J^nx fte 

Bi^ Dl, i)i, A 
f. 



(9) 



= 



Dp, 



Diut 

fr 







Die Relation (7) kann man aber auch aus (3) ableiten, (8) aus 
(4), (9) aus (3) und (4) zusammen. Wesentlich neue Beziehungen 
geben also diese Gleichungen nicht. 

Doch ist es von Interesse, die Gleichungen (7), (9) in folgender 
Weise nochmals abzuleiten. 

Betrachtet man an Stelle der rechten Seite von (6) den Ausdruck 



«1 a. 



x flfj öjr Ay 



6j bi 6, 5, 



C| Cx 



c, c. 






= /■« (y) *iM + /i (y) *« « + /m (y) *« 1 » 



so kann man denselben in die Factoren zerlegen: 























X. 



2 



y^' 



= It,ijt.{xyf, 



Vi 2y,y, 
und es besteht also die Gleichung: 

(10) f, iif) »x^ + /i (y) «■«, + U (y) *»z = -BxiM • (^y)*- 

Setzt man in dieser x = yy so kommt man auf (7) zurQck. Setzt 
man aber der Reihe nach für y^, — y^ die Symbole von fg, fa, fx ein, 
so findet man die drei Gleichungen: 

(11) RnXf. . fa = DKa^lfA + JDxa ^fi^ + Dfia »»i 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen und (7) die Grössen E^lfi; 
^^nf ^un, 9'mI, so erhält man wieder die Gleichung (9). — 

Die weiteren, aus den gegebenen Formen entstehenden Bildungen, 
müssen sich durch die Formen des vollständigen Systems ausdrücken. 
Es sind nun von Interesse dabei zunächst diejenigen Formen, welche 
aus den durch O'^y I^ik, Mikk bezeichneten Bildungen entstehen, 
wenn man in denselben eine oder mehrere der constituirenden Fun- 
ctionen durch Functionaldeterminanten ersetzt. Wir wollen dies da- 
durch ausdrücken, dass wir an Stelle des Index der zu ersetzenden 
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Fanction die Indices setzen^ welche den constituirenden FuBctionm 
der Functionaldeterminante entsprechen, so dass s. B. D/^^a die In- 
variante bedeutet, welche aus Gombination der Functionaldetermi- 
nante ^ik, mit der Function fk entsteht. Es sind also folgende Bil- 
dungen zu untersuchen: 

^12,3; ^12,34} -012.3; -D12, 34; -Ri?, 3,4; Jil2.W, 5; -H|2, 31,56- 

Die Symbole der mit den Indices 1 , 2 . . . bezeichneten Functio- 
nen sollen durh a, b ... in alphabetischer Ordnung bezeichnet wer- 
den. Nach der Formel (5) des § 35. hat man zunächst: 

(12) ^i2,3 = i(/iA»-/;^«); 

femer hat man nach der Definition der %' und ^: 
(13) i),».j = («ft)(«c)(6c) = Bi„. 

Ersetzt man nun in (12) die Function f^ durch die Functional- 
determinante ^34; so kommt: 

Der Ausdruck kSmn nur sein Zeichen ändern ^ wenn man 1, 2 mit 
3^ 4 vertauscht; die Gleichsetzung der beiden so erhaltenen Ausdrücke 
von -&!,, 34 fährt auf die Gleichung (8) zurück. 

Den Ausdruck R^^ 3, 4 können wir als die zweite Ueberschiebang 
von ö-jj, 3 mit f^ betrachten. In Folge der Gleichung (12) hat 
man also: 

(15) 22«, ,, 4 = i (Aj A4 - A4 ^«,)- 

Hieraus findet man nun auch sofort den Werth von D^gi ui ^^^ 
es ist nach (13): 

(16) D12, 84 = A, 2, 54 == i (A3 A4 — ^28 A4)- 

Setzt man nun in (15) ^^ für fsf fs ^^ f^j so erhält man mit 
Hilfe von (13): 

(17) A2, »4. 5-i(^25A, 34- A5 A, 34) = i(A5A34- A5Ä234). 

Auch dieser Ausdruck kann nur das Zeichen ändern, wenn man 
1, 2 mit 3; 4 vertauscht. Indem man die beiden so erhaltenen Ausdrucke 
von ü^j, 34, 5 einander gleich setzt, erhält man die zwischen den D 
und R stattfindende Beziehung 

(18) As As4 — A5 A34 + -D35 Ai2 — -D40 A12 = , 

welche auch aus (8) abgeleitet werden kann, indem man ein /'zwei- 
mal über jene Gleichung schiebt. ^ 

Endlich erhält man, indem man in (17) f^ durch 9*^ ersetzt und 
(13) benutzt: 



J 
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(^^) ^H, S4, 56 — "i (-"»So -"134 ""* -"156 -*^4)- 

Durch Vertauschung der Paare 12, 34, 56, wobei R^^- ai, 5<s ^^' 
das Zeichen ändert, erhält man zwei mit der obigen gleichberech- 
tigte Darstellungen; die Gleichsetzung der rechten Seiten führt auf 
quadratische Belationen zwischen den R von der Form: 

(20) ^15^ R^ — iJj5g R^^ + R^ R^^ — i?^ JJi„ = 0, 

welche auch abgeleitet werden können, indem man ein 0* zweimal 
über (8) schiebt, und welche identisch erfüllt werden, wenn man für 
die Producta der R ihre Ausdrücke in den D (5) setzt. 

Setzen wir für den Augenblick voraus, was später bewiesen wer- 
den wird, dass die Zahl der von einander unabhängigen Invarianten 
des Systems um 3 kleiner ist als die Zahl aller Coefficienten, so sind 

Ton den ^ Formen D nur 3w — 3 völlig unabhängig von 

einander, und es müssen Relationen zwischen den D bestehen, von 

welchen 

n.n + 1 ,„ „. n — 2.n — 3 
2 ^^^ "■ '^^ ^ 2 

?on einander unabhängig sind. Es ist nun leicht zu zeigen, dass diese 
wirklich existiren, und dass man sogar durch die 3n — 3 Invarianten 



D,. D,- 2). 



(21) 



11 

31 



U 



» 



A. ^38 



D., -D.O D 



41 



4i 



'43 



D«! Dn2 D 



nZ 



alle übrigen rational ausdrücken kann. Aus der Multiplication der 
beiden verschwindenden Determinanten: 



a, 



6i 



folgt nämlich identisch: 



2 













b * 



— 2o,aj 
-26,6, 

— 2 Cj Cg 
-2Ä,7i^ 



a 



2 



1 










(22) 



o= 



Ä, D., D 



11 

Ai 
Ai 



12 

Dt 2 



D 
D 
D 



13 
23 



33 



it3 



Dia 

DsÄ 
Aa 



In dieser Gleichung kommen nur Invarianten des Systems (21) 
Tor, ausgenommen DkAy welches linear auftritt, und man kann also 
dieses immer durch jene Grossen ausdrücken, vorausgesetzt natürlich, 
was bei der allgemeinen Betrachtung gestattet ist, dass der Coefficient 
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von Dkh nicht verschwindet. Dieser Coefficient aber ist nach (5) 
2 Ü'i23) ^^^^ solche kxiy die D auszudrücken, ist also immer gestattet, 
sobald nur eine einzige der Invarianten R von Null verschieden ist, 
d. h sobald sich nur nicht das ganze System der Functionen f aus 
nur zweien derselben linear zusammensetzt. 

Da die geometrische Bedeutung der übrigen Formen schon oben 
entwickelt ist, so bleibt nur noch übrig, von der geometrischen Be- 
deutung der Gleichung 

zu handeln, welche, wenn sie besteht, eine Beziehung zwischen drei 
quadratischen Formen aussagt. Nun ist nach dem Vorigen O'j, eine 
Form, deren Verschwindungselemente zu denen von f^ und f^ har- 
monisch sind; ferner entstand 12^23 ^ zweite Ueberschiebung von 
^^ mit fy Verschwindet also dieser Ausdruck, so sind die Ver- 
schwindungselemente von <9'i2 auch harmonisch zu denen von f^ 
d. h. die Verschwindungselemente von /"^j f^^ f^ sind gleichzeitig har- 
monisch zu einem Elementepaar, sind also Paare einer Involution, 
deren Doppelelemente das letztere giebt. Die Gleichung 

bedeutet also, dass f^^ /^, /^ Punktepaare der nämlichen 
Involuiion geben. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Denn sind die aus /|=0, 
^ = 0, ^ = erhaltenen Elementepaare Glieder einer Involution, so 
kann man den drei Functionen /*^, f^^ f^ die Form geben: 

dass aber für diese Annahme jB^^s verschwindet, lehrt die Determi- 
nantenform (1)» augenblicklich, da in dieser die Coefficieuten einer 
Beihe sämmtlich gleich Null sind, sobald man i^^^s ^ Bezug auf die 
neuen Veränderlichen |, ri bildet. 



I 59. Simultane Covarianten und Invarianten einer qaadratiscben und 

einer cnbischen F«rm. 

Wendet man die Principien des § 56. auf die Combination einer 
quadratischen und einer cubischen Form an, so erhält man Fol- 
gendes» 

Das System einer cubischen Form tp besteht aus den Covarianten 
A (quadratisch), Q (cubisch) und der Invariante ü (§ 34.). Man hat 
also nur die eine Covariante A, weiche von gerader Ordnung ist. 
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mid nach dem angeführten Paragraphen erhalt man daraus zunächst 

zwei simultane Bildungen^ die beiden üeberschiebungen von f mit A. 

Ist symbolisch 

f =a,* =bj ... 

9 = «,« = /Jx* ... 
A = A.* = AV... 

V ^^ V* ^^^ Vjp* • • • ) 
so sind diese beiden Bildungen durch 

(1) {aA)a^As, (aA)« 

gegeben. 

Nächst diesen hat man die erste und zweite Ueberschiebung von 
f über q> und Q, sowie die dritte von f^ über tp und Q zu bilden; 
von diesen ist nur die erste Ueberschiebung von /"über Q auszulassen, 
da Q eine Functionaldeterminante ist (§ 35.). Man hat also zwei- 
tens die Bildungen: 

(2) (a«)a,a,S (a «)««,, {aQ^Q^, {aay(jba)b^, {aQf{hQ)K, 

Endlich hat man noch die sechsten Üeberschiebungen von (p^, q> Q, 
^ über P zu bilden, drei Invarianten. Aber von diesen kann die 
letzte übergangen werden; denn da Q^ sich durch A, R, q> ausdrückt 
(§ 35.), so setzt sich diese Ueberschiebung aus den sechsten Üeber- 
schiebungen von f^ über q>^ und A' zusammen. Von diesen ist die 
erstere schon eine der noch zu behandelnden; die zweite ist auszu- 
lassen, da sie einen zerfallenden Theil besitzt, der entsteht, indem 
man jeden Factor f zweimal über einen der Factoren A schiebt. Wählt 
man statt der sechsten Üeberschiebungen von 9^, q>Q über P noch 
passende Theile derselben, so hat man endlich folgende Bildungen 
vor sich: 

(3) {aaf{J>ßf{ca){cß), {aafQ>Qf{ca){eQ). 

Hiemach besteht das vollständige System der Invarianten und 
Covarianten aus 15 Formen. Einige derselben stellen sich einfacher 
dar, wenn man die Coefficienten der unter (2) entwickelten linearen 
Covarianten 

p=l)x = (aa)«ax 

r = r, = (a02(;>, 

einfuhrt. Alsdann werden diese 16 Formen folgende: 

Invarianten: i) = fafep, JJ = (AA')S E=^{aAy, F={apf, 
M={ap){ar), darunter die letzte eine Form ungeraden Charakters. 

Lineare Covarianten: jp, r, q = {ap)a,f s = {ar)ax. Darun- 
ter sind r und q »Formen ungeraden Charakters, die letztere als 
Functionaldeterminante von Formen geraden Charakters, die erste, 
weil Q eine Form ungeraden Charakters ist. 

Clebtch, Theorie der binären algebr. formen. 14 
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Quadratische CoYarianten: /^^ A^ Q= (aA) a^A^; das letzte 
eine Form ungeraden Charakters. 

Cubische Covarianten: 9, Q, ^ = {aa)aj.ax^^ die letzten 
beiden Formen ungeraden Charakters. 

Es ist sehr leicht^ Relationen anzugeben, welche zwischen diesen 
15 Formen eintreten, z. B. indem man die Quadrate und Prodncte 
der Formen ungeraden Charakters durch Formen geraden Charakters 
ausdrückt. Ich werde mich spaterer Anwendung wegen hier mit den 
Beziehungen beschäftigen, welche zwischen den Invarianten und 
zwischen den linearen Covarianten eintreten. Die letzteren Beziehungen 
erhält man dadurch, dass man die Determinanten untersucht, welche 
aus den Coefficienten je zweier gebildet werden. Es sind die fol- 
genden : 

fA^ ips) = - {ar) {ap) = - Jf ; {qr) = {ap) {ar) = Jf ; 

^ ^ (g s) = {ap) {br) {ab) = ^ {aby {pr)=\BL, 

{r8)^'-{arf=^-N. 

Es bleibt also übrig, die hier neu eingeführten Invarianten 

L = (pr); N=(ar)^ 

durch D, JR, £, F, M auszudrücken. Wird dann schliesslich noch 
Jf* durch die Invarianten D, JJ, E, F dargestellt, so hat man alle 
Invariantenrelationen vor sich. 

Die Darstellung von L, N knüpft sich an eine von der oben 
gegebenen abweichende Darstellung der Covariante r an. Es war 

r^{aQyQ,, Q = {aA)aJ£^^. [§34(6),] 

Aber die Form Q hat nach § 35. die Eigenschaft, dass 

(5) Qr/Q.^{ccA)ay^A.. 

Setzt man also a^, —a^ an Stelle von y^, y,, so hat man: 

(6) r=(aA)(aa)«A.», 
oder wenn man p = ax{aa)^ einführt: 

(7) r = (pA)A.. 

Nimmt man nun r in der Form (6), so bat man 

L^{pr) = {aA){aa)^{pA). 

^{aA)(ßA){aaY{bß)^ 

oder wenn man das Product (aa)(i/3) mittelst der Identität § 1$. (IV) 
triMisiormirt: 

L = (a A) (ßA) iaa) (ft/S^ [{^ß^ {bq) + ((^fr) (fiß) }. 
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Im zweiten Theile dieses Aasdnicks rertaascbt man a mit b und 
nimmt die halbe Summe der alten und neuen Gestalt; man er- 
hält dann 

i (a A) (ßA) {ab) {aß) \ {aa) {bß) - {aß) {ba) \ 
= ^{aA){ßA){aby{aßy=},DB. 

Im ersten Theile wendet man die Identität an [§ 15. (V)] : 

{a^)(ßA){aa){ßa)^:^\{aA)'{ßay+{aay(ßAy^{aAy{aß)*\, 

und beachtet; dass alles mit {aA]^ oder {ßAy Multiplicirte nach der 
Theorie der cubischen Formen verschwindet (§ 34.) ; es bleibt dann 

- i (a A)» . {b a) {bß) (aß)* = - i -B«, 

DB-E* 



also 

(8) 



L = 



Sodann ist, mit Benutzung der Form (7): 

N=.{ary = {pA) (pA!) (aA) {aA'), 

oder nach der Identität (Y): 

N=^ ^\{pA)' {aAy + ip Ay {aAy - {apY (A AT j , 

das heisst 
9) N^EL-\FB. 

Die Determinanten (4) der linearen Govarianten sind also nun 
durch die Invarianten der Tafel ausgedrückt. Aber man hat auch; 
indem man in die Identität 

- (i>s) (gr) = {pq) {rs) - {pr) {qs) 

die Ausdrücke (4) einsetzt: 

oder mit Hilfe des Ausdrucks für N: 
(10) M^==-^\DL^^2ELF+BF^\. 

Auf anderem Wege gelangt man zu dieser Formel , wenn man 

von dem Ausdruck der Functionaldeterminante Q durch f und A 

ausgeht: 

Q2 = - i (D A« - 2 EfA + BP). [§ 57. (1).] 

Setzt man in dieser Gleichung x^=p^y ^2 =— ä; so geht fio-F, 
^ in L Über, und Q verwandelt sich in 

{aA) {ap) (Ajp) = - {ap) {ar) = - Jtf , 

so dass sich die Gleichung (10) unmittelbar ergiebt. 

Die in § 27. gegebene Resultante der cubischen und der quadra- 
ÖÄeben Form wird 

14* 
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Sehen wir, was aus den Formen des oben angegebenen vollstän- 
digen Systems wird , wenn man darin die cubische Form 9? durch die 
in § 36. untersuchte zusammengesetzte Form x(p-\-lQ ersetzt.* Die 
hierbei entstehendeji Formen bezeichne ich durch angehängte Indices 
X A. Nur auf / und D hat diese Veränderung keinen Einfluss; dagegen 
ist nach § 36. 

A,i = 0.A 

JBa=02Ji, 
wobei 9 die in X; A quadratische Form 

e = x^ + ^k^ 

bezeichnet. Nach den Definitiotien von p, q, r, s wird nun sofort 
in Folge dieser Gleichungen: 

p., = xp+Xr, r.,=.-(r--p-) 

.1 0/ a0 de\ 

Ebenso erhält man für die höheren simultanen Co Varianten die AusdrQck^: 

oder wenn man die erste üeberschiebung von f über die Functional- 
determinante Q nach § 35. (5) behandelt: 

Endlich werden die noch fehlenden Invarianten: 



*^ 2 fax dk dl dxy 



% 60. FormensjBtem einer quadratischen und einer biqoadratischen Form. 

Das vollständige System einer quadratischen und einer biquadra- 
tischen Form** ist verhältnissmässig leicht zu bilden, weil nach 
§ 56. dabei / niemals über Producte von Govarianten der biquadn- 



* Vgl. die Abh. des Verfassers, Borchardt's Journal Bd. 68, S. 162. 
•* üeber die Theorie dieser Formen vgl. die Arbeiten von Bessel und von 
Harbordt im 1. Bd. der mathem. Annalen, sowie von Brioschi, ebenda Bd. IH. 
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tischen Form zu schieben ist, da letztere sämmtlich von gerader Ord- 
nung sind. Das System umfasst also folgende Bildungen: 

Die quadratische- Form f mit ihrer Invariante D; 

die biquadratische Form ip mit ihren Covarianten H^ T und ihren 
Invarianten ij j\ 

die erste und zweite üeberschiebung von /*, die dritte und vierte 
von P über qp und H\ 

die zweite üeberschiebung von f^ die dritte und vierte von P^ 
die fönfte und sechste von P über T, 

Dass von diesen Formen noch einige ausgelassen werden können^ 
zeigt sich sofort, wenn wir, wie es erlaubt ist, einige der Ueber- 
schiebungen durch passend gewählte Theile derselben ersetzen. Da 

so können wir an Stelle der zweiten üeberschiebung von T mit f 
denjenigen Theil der üeberschiebung setzen, welcher die Form 

hat; oder, wenn die zweiten Ueberschiebungen von 9? und JET mit /'durch 

^ = (a ccy «x* 

bezeichnet werden, die Form 

also die Functionaldeterminante von ^ mit H. An Stelle der dritten 
und vierten üeberschiebung von T mit P kann man die Tfieile setzen; 

{aH) {aay (Hb) b, HJ a, = (^ H) (Hb) b^ ilf, H,^ 
{aH) {aaf {Hby H, a, = (^ i) ^, ^x- 

Da nach der Identität (II) des § 15. 

[^B) {Hb) fc. ^, HJ^ - - i H^^ \ {Hb)i ipj + {H^f bj - {^bf HJ\, 

so besteht die erste dieser beiden Formen aus lauter zerfallenden 
Theilen und kann daher übergangen werden; die zweite 

ist die Functionaldeterminante von ^ und %' — -A.n Stelle der fünften 
und sechsten üeberschiebung von Tüber p kann man die Theile setzen : 

{aH){aaf{Hby{ac)c.Hs^{rl,X){ji>c)c.X^ 
(a H) (« a)« (Hbf {a c) {H c) = (^ %) (^ c) {% 0). 

Von dieser Form ist wieder wegen der Gleichung 

die erstere aus lauter zerfallenden Theilen zusammengesetzt und daher 
auszulassen. Die zweite ist die simultane Invariante der drei quadra- 
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tischen Formen /, ^, Xf oder, was dasselbe ist, die zweite Ucber- 

schiebung von t über /. 

Und so umfasst denn das Formensystem fdgende 18 Bildungen: 
6 Invarianten, nämlich ausser i und j die 4 Invarianten der 

quadratischen Formen f, ty X- 

D = (abY 

6 quadratische Covarianten, nämlich/*, ^, % und ihre ersten 
Ueberschiebungen 

5 biquadratische Covarianten, nämlich 9, J7 und die Fou- 
ctionaldeterminanten 

L = {aa) as? a„. Jf = {Ha) HJ «,, K=={ifH) tr HJ. 

1 Covariante sechster Ordnung, T, 

Von diesen sind C, V, X, r, i, M, K, Tungeraden Charakters. 

An Stelle von {^H) ^^^Hx^ hätte auch die gleichberechtigte Form 

eingeführt ..werden können; denn es ist 

{tlfH)il;^HJ + {xa)x.ccJ^{aay{ccH)axHJ^(aH)^{aH)Hsar' 

= - {aHy a-p Hjc I [aa) fi, + {aH) aj a, 

gleich der ersten Üeberschiebung von / über {aH)^ ccj H,^, multiplidrt 
mit 2; und da nach § 40. (8) 



80 hat man 



iaS)*aJHJ = ^q>, 



(tlfH) tlfjc HJ + (xa) Xx aj = g- (aa) aj a^^jL 

durch andere Formen des Systems ausgedrückt. Man führt daher am 
passendsten die Differenz 

N^ iH^H) ts HJ - a«) Zx «*' 
ein. 

Man erhält leicht eine grosse Anzahl von Beziehungen zwischen 
den 18 Formen des Systema, indem man die Quadrate und Producte der 
Formen ungeraden Charakters durch die Formen geraden Charakters aus- 
drückt. Ich will nur die Invariantenbeziehung entwickeln, welche C* durch 
i, j, D, A, JB ausdrückt, und werde die Invarianten darstellen, weiche 
durch zweite Üeberschiebung der 6 quadratischen Covarianten über 
sich selbst und über einander entstehen. Nach Analogie mit Früherem 
würden diese durch Z)//, D/tp ... zu bezeichnen sein, während C die 
Invariante 



GmndfbrriieB. -- | 69. 
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wäre. Aas letzterem Umstände ergiebt sidi sofort nftch § 66. (6): 

^rr ^/M> ^rx 

^zr ^%^ I^xz 
Nun ist ferner 

Die anderen drei constituirenden Elemente der Determinante (1) er- 
halt man aus D^^ mit Hilfe der hier wiederum anzuwendenden Opera- 
tion d des § 41. In Folge derselben ist (vgl. die Formeln des § 41.) 

•• 

Nim ist 

D»* = (*<'')*= (o«)* (i/J)* («/»)*, 

and da .nach § 40. (2) 

(a ßf a,' ß,* = H^*H,* + j {xy)*, 
(0 erhält mau, indem man x^■^a^,x^=^— a^^ y^si^, y,B — i, satzt: 

D^ ♦ = {Ha)* (Hb)* + -^<«6)», 
oder 

(3) 2>Vi^ = -ö + ^- 



Unterwirft man nun diesen Aosdrack der (^>eration 8, ao hat man 

3 



81)^=^2 J}^t=J4 + ^J^, 



also 

(4). 
und femer: 



(5) 



7) *^. J^ 



Der Ausdruck von C* ist also durch die Formel gegeben: 

DA B 



(6) 



C« = i ^3 6^3 

6 ■•" 3 8 6 "*"1§I 
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Was die zweiten Ueberschiebungen von f,^fX über V, X, t 
angeht y so hat man nach § 58.: 

und ferner nach der Definition : 
(8) C = D;v = - Dxv = Drpx. 

Endlich hat man nach § 58. (16): 

^Vv = i (^v- X I^xr— ^*z ^fi>) 

die mit \ multiplicirten Klammern sind die Unter determinanten der 
in (6) gleich 2 (7* gefundenen Determinante. 

Ich bemerke noch, dass die in § 27. gebildete Resultante der 
biquadratischen und der quadratischen Form hier die Gestalt annimmt: 

Die Invariante (7, welche allein unter den Invarianten eine Form 
ungeraden Charakters ist, giebt, wenn sie verschwindet, eine einfache 
Beziehung zwischen /und 9 an; eine Eigenschaft, welche C bis auf 
einen numerischen Factor definirt. Man kann nämlich folgenden Satz 
aussprechen : 

Wenn C verschwindet, so existirt (und nur 
dann) eine solche quadratische Form ^, dass 9 als 
quadratische Function von f und g ausgedrückt 
werden kann.* 

Ist nämlich 9 eine quadratische Function von /*und g, so kann 
man q> in zwei quadratische Factoren zerlegen, welche lineare Fun- 
ctionen von f und g sind. Diese Zerlegung muss mit einer derjeni- 
gen übereinstimmen, welche aus den Gleichungen (3) des § 47. herror- 
gehen, und bei welcher die Form vierter Ordnung auf drei verschie- 
dene Weisen so in quadratische Factoren zerlegt wird, dass diese linear 
sich aus zweien der irrationalen quadratischen Covarianten von 9 zu- 
sammensetzen. Seien diese irrationalen quadratischen Covarianten 
i>) P'} i>\ so hat man demnach entweder 

/•=a^ + /J^', oder f^cctf;' + ßjlf" , oder /'=a0" + /J*'. 



* Vgl. eine Note des Verfassers im 3. Band der mathematischen Annalen. 
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Schiebt man über jede dieser Gleichungen zweimal diejenige der 
Formen ^, welche nicht in ihr vorkommt, so verschwindet nach § 45. 
(2) jedesmal die rechte Seite; man hat also für f die Bedingung 

Die Form links ist jetzt rational ; . sie enthält die Ooefficienten von f 
cubisch, die von qp, da die ^ von der Dimension }/H sind, ebenfalls 
cubisch; sie ist also von C nur durch einen numerischen Factor ver- 
schieden. Man kann nilmlich die betrachtete Form als Glied der 
sechsten Ueberschiebung von P über die Covariante T=2^^'^" von 
(jP auffassen. Diese Ueberschiebung besteht ausser einem solchen 
Theile dann noch aus Theilen der Form 

= 4 1 (« t? (h ty + (b ti^Y (a ty - (^ i^y (« ly i (c i^y, 

welche, da (^^')* = 0, auf den ersten Theil zurückkommen; und aus 
Theilen der Form 

Hier hat rechts das erste Glied die vorige Form, und kommt also auch 
auf den ersten Theil zurück; das zweite kann, iqdem man die Sym- 
bole 6, c vertauscht, durch 

= i (6 c)^ t (a ti>f (*' n/y + {a ty (^ ^y - (a ry {t n^y \ 

ersetzt werden, was verschwindet. Man sieht also, dass unsere In- 
variante sich von der sechsten ueberschiebung der Form T über P 
nur um einen numerischen Factor unterscheidet, also rational ist. Es 
stellt sonach in der That C=0 die fragliche Bedingung dar. — 

Ich werde nun untersuchen, was aus den Bildungen des vollstän- 
digen Systems wird, wenn man in denselben statt der biquadratischen 
Form q> die in § 41. untersuchte zusammengesetzte Form x^p + k U 
eintührt. Von den 18 Formen des Systems werden f und D hierdurch 
nicht geändert; benutzt man wie in § 41. den Ausdruck 

• • 

so wird [vgl. § 41. (14)]: 






aQ a»«i rQ ?t. 



^»* *Vax dk ck ck) 
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Von den übrigen Functionen haben die durch Ueberschiebungen 
von f über qp entstehenden hier offenbar denselben Charakter wie ^^i» 
die durch Ueberschiebungen mit H entstehenden denselben wie Eni- 
Es ist also 









Es bleiben also nur die Formen x^ij N^x, Cxi zu untersuchen. Nun 
ist nach der Definition: 






= tV 






C Xa 



dx« 



aQ iif: 1 £Q ii 

aA a^Tg^ ax aa;^ 



-iV 



aQ 

a A 



CK 



dx, dx, ^ 



so dass sich x^X wie T^l verhält. Da C^=(xa)^y so hat man auch 

Cxi = Q . C. 
Endlich hat man auf dieselbe Weise wie bei r: 



i^xi=i 




a^Cj aa?! 
a^xx a^KA 
axg dx^ 



c x^ 

Auch diese Form theilt also den Charakter von T, — 

Die vorliegenden Formen bieten noch eine interessante Seite dar, 
indem man die Bildungen verfolgt, welche durch wiederholte zweite 
Ueberschiebungen von 9 und ST über f entstehen. Diese Formen 
bilden ein unendlich grosses System von quadratischen CovarianteO; 
welche sich sämmtlich aus f, H>, X durch Multiplication mit Invarianten 
zusammensetzen lassen. Ist F irgend eine quadratische Form, sym- 
bolisch durch Fj? bezeichnet; so kann man die Bildungen 

als durch die Differentialoperationen P, Q aus F abgeleitet betrachten; 
und die in Frage stehende Beihe von Covarianten erhalt man also 
durch beliebig oft und in beliebiger Folge ausgeführte 'Anwendung 
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dieser OpemtioDen saf f. Nun findet snnächst der Satz statt, dass 
die Operationen P und Q yertauschbar sind, dass also 

PQ(F)= QP{F). 
Ee ist nämlich 

PQ{F)'-QP{F)=^ (A F)^ ( A ay aj - (a F)* (A «)« A,« 

= (A af [(A F)« aj - (a F)« A*«] 
= (A«)'F,.t(A-F)«.. + («-F)A,l. 

Dies aber ist die erste Ueberschiebung von F über die quadra- 
tische Covariante (Aßj^A^a^r, welche nach der Theorie der biquadra- 
ti;3chen Formen identisch verschwindet. Daher verschwindet auch die 
obige Differenz, wie zu beweisen war. 

Wegen dieser Yertauschbarkeit genügt es also, die Bildungen zu 
betrachten, in welchen zuerst ausschliesslich die eine Operation, sodann 
ausschliesslich die andere angewandt wird, also die Covarianten 

Aber diese wiederum sind die EntwickelungscoetVcienten des Ausdrucks, 
welcher entsteht, wenn man auf f ausschliesslich die Operation 

P^x^xP+lQ 

anwendet. Es genügt also die Reihe der Bildungen 

(1) - P(f).p*(.n,p'(f).-- 

zu betrachten und in diesen schliesslich P durch P%i, d. h. 9 durch 
x<p + XH zu ersetzen. Nun gilt für diese Reihe der Satz: 

Jede Form der Reihe (1) ist dieselbe lineare 
Combination der um zwei und drei Stellen ihr 
vorangehenden Formen. 

Es ist nämlich nach den Formeln am Ende von § 8. : 

(«ffi* («y)' ß.' yy'=^ !>' {(«/»)* («y)^ ßJ yJ\+i («/»)" («y)« {ßr? i^yY 

oder nach § 40. (7) : 

Setzt man nun yi^=a^^ y2 = ~^u ^^ S^^^ diese Gleichung in 

über. Unterwirft man aber diese Gleichung xmal der Operation P, 
so efrhalt man: 

(2) * P*-^ (D = ^ P*+' (/)+ ^ P' (f) , 

üne Gleichung, welche den angegebenen Satz enthält. 
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Bezeichneu wir uun durch z eine beliebige Grösse , und durch Z 
deu Ausdruck: 

SO ist nach (2)^ indem man mit z'' multiplicirt, nach x snmmirt und 
der Kürze wegen P{f) = P', P^f) = P'' setzt: 

also 

^{F + gF') + l{f+eF+z'F") 

(3) z= — _!Ü_^' 

2 3 

Diese Formel liefert durch Vergleichung der Coefficienten von l, z, 
zK.. die Covarianten P» (/) , P* (/^ . . . durch f, F =^ P (f), F' ^T- (/) 
ausgedrückt; und zwar wird: 

(4) P*(/) = 4P"+iP' 

F^(f)==lF'+jF+^f 

F{f) = ^F'+'-iF + lf 



Es kommt also noch darauf an, P' und P" zu bestimmen. Nun ist 
erstlich unmittelbar der Definition nach 

P' = ^. 

Dann aber hat man nach § 40. (2) 

und daher, wenn man yi = «2, 3^2 =""^1 s^^zt: 

(5) i''=e(n+^/^=z+4/'- 

Setzt man nun in den Gleichungen (3) oder (4) xq> + X H an die 
Stelle von 9, so treten zugleich die Ausdrücke inX und j^i an Stelle 
von t und j; an Stelle von P' tritt 

P%i = xP(/-) + AÖ(/') = xV' + ^Z. 
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Es bleibt also nur noch P"xA = x« P»(/) + 2xAPÖ(/*) + P^(/) 
za bestimmen. Aber nach der Gleichung (5) ist 

p\x = <;>«x if) + '^ /•= z«i + ^' /, 

oder nach oben gegebenen Formeln: 

(6) ^'^=H^ä^"*äÄJ+T^- 

Hiermit sind alle zur Berechnung von P^ Q^ (f) nöthigen Be- 
stimmungen gegeben. 

f 61. TollstftndlgFes System zweier cobiseher Formen. 

Als Beispiel eines simultanen Formensystems, bei welchem keine 
der Grundformen linear oder quadratisch ist^ will ich noch das simul- 
tane System zweier cubischer Formen betrachten.* 

Bezeichnen wir durch f und 9 die beiden cubischen Grundformen, 
durch £i, V ihre quadratischen, durch Q, K ihre cubischen Co Varian- 
ten, durch ü, P ihre Discriminanten. 

Die simultanen Covarianten und Invarianten entstehen aus den- 
jenigen Ueberschiebungen von f" Afi Qy und 9«' V/^ K^', welche keine 
zerfallenden Terme erhalten. Da indessen A^ durch Q^ und f^, V* 
durch K^ und (p^ linear ausdrückbar ist, so genügt es, für die Zahlen 
ß und ß' die Werthe CT, 1,2 zu setzen. 

Da femer f, Q, 9, K alle dieselbe Ordnung haben, so darf bei 
Ueberschiebungen von Producten mehrerer Factoren niemals beider- 
seits einer dieser Factoren erscheinen, da sonst ein zerfallender Term 
der Ueberschiebung gebildet werden könnte, in dessen einem Factor 
nur eine Ueberschiebung dieser Factoren aufträte. Ebenso wenig darf 
man eine einzelne jener vier Formen über ein Product schiebe^, 
welches eine derselben enthält. 

Es sind demnach erstlich die Ueberschiebungen der einzelnen 
Formen /*, Q über 9, K zu bilden, und zwar immer mit Uebergehung 
solcher erster Ueberschiebungen, bei denen eine der Functionaldeter- 
minanten Q, K auftritt. So entstehen die folgenden Ueberschiebungen : 

f über <p, ein-, zwei- und dreimal; 
... f über K, zwei- und dreimal; 

Q über 9, zwei- und dreimal; 
Q über K, zwei- und dreimal. 

Ausser diesen sind dann nur noch Ueberschiebungen zu bilden, 
in denen einerseits eine Potenz von A oder V, andererseits fy Q oder 
9, K steht; und Ueberschiebungen von A über V. Potenzen und 

* Vgl. auch die Abh. des Verfassers, Borchardt's Journal Bd. 67, S. 360. 
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Producte der /*, Q oder der <p, K braucht man nicht über V oder V* 
(bez. A oder A^) zu schieben, weil dabei immer ein Factor V (bez. A) 
über einen der anderen Factoren allein geschoben werden konnte, 
also immer ein zerfallender Term herauskäme. Ebenso wenig hat 
man, da A und V gleiche Ordnung haben, Potenzen von A über 
Potenzen von V zu schieben. Den Formen (1) sind also nur noch 
folgende beizufügen: 

A über V, ein- und zweimal; 
f über V, ein- und zweimal; 
A über 9, ein- und zweimal; 
Q über V, zweimal; 

(2) A über K, zweimal; 

f über-V*, dreimal; 
Q über V^, dreimal; 
A'über qp, dreimal; 
A^über K, dreimal. 

Nimmt man die acht Formen 

(3) f, A, Q, B; 9, V, K, P 

hinzu, so hat man im Ganzen 29 Formen^ aus denen das System 
besteht; darunter sind sieben Invarianten, acht lineare Co Varianten, 
sieben quadratische, sechs cubische und eine biquadratische. Nor 
eine dieser Formen wird sich als überflüssig erweisen ; es ist diejenige 
quadratische Co Variante, welche aus der zweiten Ueberschiebung von 
Q mit K entsteht. 

Um eine bequemere Uebersicht und Darstellung der aufgeEahlten 
Formen zu gewinnen, gehen wir von den drei quadratischen Cova- 
rianten 

A, 6 = (aa)*ajra*, V 

aus, wo, wie später immer, a (bez. fe, c.,.) ein Symbol von /*, a 
(bez. /J, y...) ein Symbol von 9? bezeichnet. Diese Formen ent 
stehen als Coefficienten der quadratischen Covariante des combinirten 
Ausdrucks 

so dass 

(4) A/^H.iy = A + 2Ae + A«V. 

Wenn man diese Form zweimal über ihre Grundform f+^(p 
schiebt, so entsteht nach der Theorie der cubischen Formen identisch 
Nnll; und da die zweiten Ueberschiebnngen von /* mit A und von 
9 mit V aas demselben Grunde schon für sich verschwinden, so bleibt 
nnr, und zwar für jeden Werth von l , die Gleichung : 

O^Ä.{(Aa)«a, + 2(0a)^flu| + AM(Va)^a, + 2(e«)2«,}. 



Für die beiden einfachsten linearen Covariauten, welche durch 
die zweite Ueberschiebung von q> mit A und von f mit V entstehen^ 
erhält man daher die doppelte Definition: 

|> = (Aa)««.. = -2(ea)»ax 

Die vier cubischen Coyarianten , welche oben (ausser f und 9) 
auftreten y sind nichts anderes als die Functionaldeterminanten von f 
and q> gegen A und V. Die mit 6 gebildeten lassen sich leicht 
durch andere Formen ausdrücken. 

Es ist femer aus der Theorie der cubischen Formen bekannt, 
dass die Function 

die besondere Eigenschaft hat, dass 

(a A) a,' Ay => (a A) a« a^ A,. 

Indem man sich dieser Eigenschaft bedient , kann man immer die 
mit Q und K auszuführenden Ueberschiebungen sofort durch Theile 
derselben ersetzen, und erhalt mit Benutzung von (5) die folgenden 
quadratischen Coyarianten: 

(a Ky a, K, = (a V) {aa^ V, a^ = ^ (aay V, I (a V) a, + (a V) a, I 

+ H« «)* V* I (a V) a, - (a V) «x I 

(« ö)' «* Öx = (a A) (aa)« Ar «* = i (acr)« A^ I (a A) a, + (a A) a, J 

+ i (aa)« A, I (a A) «,- (a A) a, ). 

In diesen Formeln sind die ersten Theile nichts anderes, als die 
ersten Ueberschiebungen yon 9 mit V und A ; die letzten f&hren auf 
die Inyariante 
(6) J^iaaf, 

und man hat die Formeln: 

(«$)*«* ex-(eA)e..A,+i JA. 

An Stelle dieser Ueberschiebungen kann man also die ersten 
Ueberschiebungen yon 9 mit A und V zu Grunde legen; zu ihnen 
gruppirt sich die oben unter (2) erwähnte erste Ueberschiebung yon 
Amit V. 

Die dritten Ueberschiebungen yon f mit K und yon q) mit Q 
werden sofort: 

. Z = (aK)» = (aa;»(aV)(aV) = (eV)» 

^'^ iS = (aÖ)» = (aa)»(aA)(aA) = (eA)«; 

sie ain4 die zweiten Ueberschiebungen yon 9 mit V un4 A; und 
ordnen sich daher den Inyarianten 
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(8) R=^{AAy, P = (VV')S T=(AV)« 

zu. Die zweite Ueberschiebung vou 9 über sich selbst setzt sich aus 
T und J^ zusammen. 

Die zweite ueberschiebung von Q mit K ist, wie erwähnt , eine 
überflüssige Form. Sie hat den symbolischen Ausdruck 

{Q K)« Qs K. = (a A) (a V) (a af A, V^ 

^\{aay A^V, I (aA) (aV) +(« A) (aV) j 
+ i(aa)*A,V,t(aA)(aV)-(aV)(aA)}. 

Der zweite Theil der rechten Seite wird ^ «7, multiplicirt mit der 
ersten Ueberschiebung von A und V; der erste ist * 

(0 A) (0 V) A, V, = i I (0A)« V,2+ (e V)*A,«- (AV)« e,M, 

so dass in der That alles aus zerfallenden Gliedern besteht. 

Dagegen hat die dritte Ueberschiebung von Q mit K den Ausdruck 

(eK)3 = (aA)(aV)(aa)»(AV) 

= i (a ay (A V) t (a A) («V) + (a A) (a V) | 
+ i (a aY (AV) i (a A) (aV) - (a V) (« A) } 
= i (0 A) (0 V) (AV) + i JT. 

Statt dieser Form kann man also die simultane Invariante 

(9) Q = (0A)(0V)(AV) 

der quadratischen Formen 0, A, V zu Grunde legen. 

Es bleiben noch die linearen Covarianten zu behandeln^ welche 
aus der zweiten Ueberschiebung von Q mit V und K mit A, sowie 
aus .der dritten Ueberschiebung von /'oder Q über V*, und von g? oder 
K über A^ entstehen. Diese werden: 

{QVfQs = (a A) {aVy A, = (jr A) Ax 

(KA)«K, =(aV)(«A)«V:r=(i>V)Vx 

(aV)«(aV')V'. =(;rV)V, 
^'""^ («A)«(aA')A'.. =(pA)A, 

(<2V)Me V) V':r = (;r A) (AV) V, 
(K A)8 (K A') A'^ == (p V) (VA) A^ . 

Das ganze Formensystem umfasst also nachfolgende Gebilde: 

1. Die Grundformen /", tpy nebst ihrer ersten und zwei- 
ten Ueberschiebung (4 Formen); 

2. die quadratischen Covarianten A, 0, V, die ersten 
Ueberschiebungen derselben unter einander, ihre zwei- 
ten Ueberschiebungen mit Ausnahme von (00')' und ihre 
simultane Invariante (12 Formen); 

3. die ersten Ueberschiebungen von f und 9 über A 
und V (4 Formen); 
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(ev)« 



4. acht lineare Covarianten, nämlich p und n^ sowie 
die Ueberschiebungen derselben mit A, V und die beiden 
Ueberschiebungen von einer der letzten mit A und einer 
anderen mit V. 

Unter den sieben Invarianten sind zwei von ungeradem Charak- 
ter, nilmlich J und Q, Man kann die summtlichen zwischen den 
sieben Tnyarianten stattfindenden Beziehungen dadurch bilden, dass 
man J. Q und Q^ durch die Invarianten geraden Charakters (zu denen 
auch noch J^ zu rechnen ist) ausdrückt. 

Nach der Formel {ö\ des § 58. ist 

(AA7 (AG)« 

Q« = i (A0)« (90')^ 

(AV)2 (0V)« 

Da alle anderen Elemente dieser Determinante schon bekannt 
sind, so bleibt nur noch (00')^ zu bilden. Es ist 

(69')* = i (««)* {bßY t (ab) (aß) + (aß) {ab) } 

= {aaf (hßf (ab) (aß) - ^ (aaf (bßY { (ab) (aß) - (aß) (ab) \ 
= (aa)^ (bß)^ (a b) (aß)-^ J*. 

Im ersten Tbeile rechts vertauscht man a mit b uad erhält: 

Es wird also endlich 

(11) (00'p = (AV)«-iJ2_T-4J^ 

und damit der Ausdruck für Q^: 

RS T 

(12) Q^ = i S T-^J^ Z 

T I P 

Den Ausdruck von Q, J nebst einer Zahl anderweitiger später 
zu benutzender Bestimmungen erhält man aus der Gleichung (22) 
des § 58. Diese Gleichung sagt aus^ dass die Determinante aus den 
zweiten Ueberschiebungen zweier Systeme von je vier quadratischen 
Fonnen immer verschwindet. Als ein System dieser Functionen 
betrachte ich die Ausdrücke 

A, 0, V, 

als das andere System: 

A, 0, V, xhJ^K + k'ßJß.. 

Die Elemente der verschwindenden Determinante sind erstlich die 
der Determinante (12); diese Determinante aber wird gerändert mit 



« aj tty + X aj a 



y 9 



Clebich, Theorie der bmären algebr. Fonaen. 



lö 
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den zweiten Ueberschiebungen von A, 0, V mit xa,* «^ + A a^* «g 
und xhx^bz + k'ßx^ßx, und endlich erscheint die zweite Ueber- 
schiebung der letztgonannten beiden Formen in der Ecke. Die Ele- 
mente des einen Randes werden also 

X {Aay' ay + l (Aa)'^ Uy = kpy 

X (0 ay ay + l{Q af «y = - i («i^y + ^ ^y) 

X (V af ay + k (V«)* tty = X TCy, 

während die des anderen aus diesen erhalten werden, indem man x', X' 
an Stelle von x, A und die e an Stelle der y setzt. Das Element der 
Ecke aber wird 



X X {a by üy &;, + X A' {a ßf üy ßz + xl {a by ayb^ + X A' (a /3)« a« ß^ 



oder 



= xx' (ab)^ aybz + 



+ 



""^'t/^ {aßy (ay ß. + a. ßy) + AA' {aßf Uy ß, 
"^^-^^{aßf^a.ß.^a.^ßy) 



= xx'Ay As 



+ (xA' + x'A)0 ^0,+AA'V,V, +?l^V^«^- (y^)' 



Sondert man das hiervon herrührende Glied der verschwindenden 
Determinante ab, so erhält man die gesuchte Gleichimg nunmehr in 
folgender Form: 

(13) 2Q^jxx'AyA,+(xA'+x'A)ej,0»+AA'VyV. + ^^— J.(yir)[ 

BS T kpy 

T 1 P X7ty 

Auf beide Seiten dieser Gleichung, welche für alle Werthe von 
X, A, x', A' bestehen muss, wende ich jetzt die Operation an: 

cxdk' dx'ck' 

Es ergiebt sich dann: 

(14) 2Q^J-.(j/^)= -(6T-2"' + ^*) + H-RP-^*)}(l',«=-P--«,). 
Auf der rechten Seite wird 

so dass der Factor {ye) beiderseits ausgelassen werden kann; ferner 
aber ist mit Benutzung der Ausdrücke (5): 
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{px) = -2{Aa)*(Qß)Haß) 

= - («^) 1 (Aa)* (Qßy-i^ßf (Bayi 
^-{aßf (AS) I (Aa) (0^) + (A^) (0«) j 
= -2(A0)(AV)(eV), 
also nach (9): 

(15) • Q»ä) = 2Q. 

In Folge dessen geht aus (14) sofort die gesuchte Relation hervor: 

(16) -4JQ = 46'Z-3r« + 2TJ*-BP. 

Obwohl nun durch die Gleichungen (12), (16) die luvarianten- 
relationen gegeben sind, so ist es doch von Wichtigkeit, den Inhalt 
der Gleichung (13) weiter zu entwickeln. Setzen wir in <lerselben 
überall x an Stelle von y und e, und zugleich x' = x, l' — l, so geht 
jene Gleichung in folgende Qber: 

li S T Xp 

S T-{J* I _.^xj)+Aff) 

r z p X» 

Ip —^{xp+ln) xn 

Wenn man nun der KOrze wegen fQr die Unterdeterminanten von 

RS T 

S T-^J* Z 
TZ P 



l7j2Q*}x*A+2x;i0+>l*V|-=- 



(18) 



die Bezeichnungen einführt: 



(H)) 



f7„ = pr-z*-K^p, 



Ü,3 = ÄT-J<Z 

U,. = I.T-PS, 



u 



üo nimmt (17) geordnet die Form an: 

2 Q* (X* A + 2 xA + A« V; = A* jj* £f„ + ^^i'+A^I f'^^+ x* ar« IT,, 

— Ip {xp + kn) f/,, — xn{xp + Aar) U^ + 2xXp7C f7,j. 

Vergleicht man daher beiderseits die Coefficienten von x*, xl, A*, 
so erhält man: 



(20) 



2Q*A = ^p'-ü^pn+U.^^' 

4 Q^ =^ - } l\, p' - (2 f/„ + ^^)p n + ?/„:r» j 



U. 



29* V= f/uf*- f^i,l>«+ -4« « 



15 



228 Fünfter Abschnitt. Simultane 

Man hat hier A^ 6, V durch p und n: ausgedruckt; aber eben 
dies kann man noch auf eine andere Weise erreichen, indem man 
nämlich die symbolischen Ausdrücke AJ^, ^x^ V*^ mit {pyt)^ multipli- 
cirt und dann jedesmal die Identität I. des § 15. anwendet. Es wird 
dann, mit Röcksicht auf (15): 

4 Q2 A = (A 3r)2i)2 - 2 (A ä) (Ap) np + {Apf n^ 

(21) ' 4 Q2 e = (0 TCff - 2 (0 3r) (0 p) %p + (0 pf ar« 

4 Q2 V = (V nfp" - 2 (V :r) (Vjp) 7cp + {Vpf it^, 

und indem man diese Gleichungen mit den Gleichungen (20) vergleicht, 
erhält man die Ausdrücke für die neun auf der rechten Seite von (21) 
befindlichen Invariantien, nämlich: 



82 



{^«y=2U,, (V «) (Vi)) = - CT« (Vi>)«= ^ 

Die Invarianten, welche hier auf die fundamentalen zunick- 
geführt sind, enthalten zugleich die einfacheren unter den Determi- 
nanten , welche man aus den acht linearen Covarianten (5) , (10) bildeu 
kann. Wir werden auf diese später zurückkommen. Die Gleichung (16) 
aber geht mit Hilfe der Bezeichnungen (19) in die einfachere Ge- 
stalt über: 
(23) 4JQ=Ü^-4C7,3. 



§ 62. Die Bednetion des elliptischen Integrals erster Gattung auf die 

Normalform. 

Ich gebe hier als Anhang die Anwendung der Theorie der binaren 
Formen auf die Aufgabe, ein elliptisches Integral erster Gattung auf 
die Normalform zurückzufahren; eine Anwendung, welche theils von 
der Theorie der biquadratischen Formen, theils von der Theorie der 
simultanen quadratischen Formen Gebrauch macht. 

Die Aufgabe ist folgende: 

Das Integral 



/. 



in welchem X eine Function vierten Grades von ^ 
mit reellen Coefficienten ist, und in welchem a:eiu 
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Intervall reeller Werthe stetig durchläuft, inner- 
halb dessen j/X stets reell ist, soll in das Integral 



r dz 



»^ jg 



übergeführt werden, in welchem C eine reelle Con- 
stante, x* eine positive Gonstante, welche kleiner 
als 1, bedeutet, und z eine reelle positive Ver- 
änderliche, welche sich in dem Intervalle bis 1 
bewegt. 

X z 

Setzt man -^ für a;, -^ fiir i?, so ist die zu erzielende Gleichung 
x^ z^ 

M\ rx^dx^ — x^ ^^^ ^C C ^idz^—z^d^^ 

wo 

f{x^,x^^x^,X 

eine Form vierter Ordnung ist. 

1. Sind die linearen Factoren von / reell*, und sind der Grösse 
nach geordnet 

'2j J = a, ^, y, <J 

die Wurzeln von /'=0, so ist die Aufgabe lösbar durch eine lineare 

Beziehung zwischen -^ und — , also durch eine lineare Transformation. 

x^ z^ 

Es müssen dann die Elemente (2) den Elementen 

(3) 0, 1, 1, 00 

in irgend einer cyklischen Vertauschung und entweder in directer 
oder umgekehrter Folge projectivisch entsprechen, und zwar den Ele- 
menten und 1 der Reihe (3) die Endpunkte des Intervalles, in 

welchem a; = — sich befindet. 

Bfi y f reell sein soll, so muss, wenn der Coefficient von x^f 

X 

positiv ist, ~ zwischen ß und y oder in dem Intervall d... +.ao ...a 

liegen-, wenn der Coefficient von Xj*^ negativ ist, zwischen a und /3, 
oder zwischen y und d. 



* Vgl. Richelot in Crelle*a Journal, Bd. 34, und Durdge, Theorie der 
«iliptiachon Functionen. 
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Es ergeben sich also folgende acht verschiedene Fälle des pro- 
jectivischen Entsprechens; 





11. r. 


. E .. 


J, 


«" 








. X .. 


T, 


a, 


^ 


der Coefficient von x, 


X wächst mit z 


[2. .. 


■ ^■■ 


«, 




ß 

y 


positiv, 
der Coefficient von x, 




u *. 


. X.. 


Y, 


ß, 




negativ, 




f..ß. 


.X.. 


r< 


3, 


„ 


der Coefficient von x. 


X wächst, wäh- 


n. «. 


. X.. 




ß, 


r 


positiv. 


rend ,; abnimmt 


7. «. 


. X.. 


L 


Y, 


s 


der Coefficient von x 




8.,. 


. X,. 


s, 


''r 


ß 


negativ. 



Indem man das Doppel verhUltuiss von 0, z, \, <*> mit dem der 
jedesmal ent^iprech enden Elemente vergleicht, erhält man för 3 in 
den verschiedenen Fülleii folgende Ausdrücke: 

^ x-^ß-ö 2 ^-«.*ii^ 3^i.^:iZ 4=^^.y^, 

,j, ' x—d ß—y' ' x—ß 8 — a' " x—y a—ß' ' x—a y—6' 
. "^-ß y-« :r-d «-y _ X-a ß-S X--y d^ß 

■'■ t-a'y-ß' ''■ x-y' a^9' *■ x-S' ß^a' "■ x-ß Ä^' 

Da ferner r = -^ fÖr den jedesmal in dem Ausdracke von i nicht 
auftretenden der Werthe a, ß, y, d wird, so hat man 

(5) 



*'= - "^'o l in den Fällen 1., 2., 5., 6. 
tt—y.ß-S 

x*=°~^i^-f in den Fällen 3-, 4., 7., 8. 

Diese Werthe von x' werden, wenn man die positiven Differenzen 
-ß, ß^y, y—8 durch p, q, r bezeichnet; 



qip + 9 + r) 



und 



iP+q}ir+q) {P+q)[r+qr 

also wirklich positiv und kleiner als Ij ihre Summe ist gleich 1; es 
sind zwei der aus den vier Elementen a, ß, y, S zu bildenden Doppel- 
verhältnisse, also Wurzeln der Gleichung §50. (1), 

Bezeichnen wir den absoluten Werth des Coefficienten von Ji' 
durch a, und betrachten wir die Quadratwurzeln in (1) sowie die 
ijuadratwurzelu iti den folgenden Formeln stets als positiv, so 
haben wir 
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C= ^ . — — L-= in den Fällen 1., 2., 3., 4. 

C= - ^ . ^ in den Fällen 5., 6., 7., 8. 

j/a j/a-y.ß--'d ' ' ' 

Um diese Formeln abzuleiten, brauchen wir nur in (1) x^=^f zu 
setzen, durch e beiderseits zu dividiren und dann s verschwinden zu 
lassen. 

2. Auf diesen Fall können wir alle übrigen folgendermassen 
zurQckföhren. 

Wir haben in § 47. gesehen, wie eine biquadratische Form /* stets 
in reeller Weise in zwei quadratische Factoren zerlegt werden kann, 
was denn bei der Existenz von vier reellen Wurzeln auf drei Arten, 
in den übrigen Fällen nur auf eine Art geschehen kann. Sei also: 

(7) f=P.Q. 

Nun können wir nach § 57. P und Q durch eine gemeinsame 
lineare Substitution in Aggregate von Quadraten verwandeln. Da 
aber es sich hier darum handelt, dass alles reell werde, so setzen 
vnr, etwas abweichend von den Gleichungen (5) des §57.: 

wo £ und €' gleich +1. Es sind dann A und A' die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, welche entsteht, indem man die Discrimi- 
nante von P+kQ verschwinden lässt, also, nach den Bezeichnungen 

des § 58. : 

Sind die Wurzeln dieser Gleichung reell, so kann man £ und s' 
immer so wählen, dass auch § und 17 reell werden, und man hat dann 

l — l' 

Es entsteht also nur die Frage, ob man es immer so einrichten 
kann, dass die Wurzeln der Gleichung (9) reell werden oder dass 

(12) !)«,,- A,D,,>0. 

Dieses unterliegt zunächst keinem Zweifel, wenn /*= zwei reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln hat; in diesem Falle hat eine der Formen 
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P, Q reelle, die andere imaginäre Factoren, daher ist von den Grossen 

-^11» -^22 ^^^® positiv, die andere negativ, also die Ungleichung (12) 

erfüllt, weil links nur positive Glieder stehen. 

Hat /'=0 lauter imaginäre Wurzeln, so kann man, abgesehen 

von einem constanten Factor, der links in (12) quadratisch auftritt 

und daher das Vorzeichen nicht ändert, immer annehmen, dass sowohl 

P als Q stets positiv seien; man kann also die Coefficienten dieser 

Formen durch 

1, p^cosa^, i)i^ 

1, p^cosa^, p^\ 
bezeichnen, nind erhält: 

= \Pi+P2-'^PiP2 COS (a,-a,) } 
• \Pi^+P2^-^PiP2<^s{^a^ + a^)\, 

also positiv, da beide Factoren dieses Ausdrucks positiv sind. 

Sind endlich alle Wurzeln von /'=0 reell, etwa a, /5, y, *, so 
kann man, abgesehen von einem constanten Factor, der in (12) nur 
quadratisch auftritt und also an dem Vorzeichen der linken Seite 
nichts ändert, die Coefficienten von P und Q durch 

1, -'-±^. r< 

bezeichnen, und hat also 

= (yd — ay - ßd + aß) (yS — ad — ßy + aß) 
= {y-ß)(9-cc){y-a){S-ß). 

Dies ist positiv, wenn y und d beide kleiner oder beide grösser 
als cc,* ß sind; der Ausdruck ist aber auch positiv, wenn die Elemente 
eines dieser Paare zwischen denen des anderen liegen. Negativ ist 
der Ausdruck nur, wenn die Paare a, ß und y, d verschränkt liegen. 
Für zwei der drei Zerlegungen von f in quadratische Factoren besteht 
also die Ungleichung (12) auch in diesem Falle. 

Wir haben also gezeigt, wie in reeller Weise f in die Form (U) 
gebracht werden kann. Da nun 

(x^dx^ --'x^dx;) {In) = 1? dg — g dl?, 
so wird 

/^^_1_ /;^ lydg-gdiy 

J y (A-A7 

oder wenn man 
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setzt: 



V 






dy 



^ y{y-BB')ii'y-iB'k) 



{k-xy 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen rechts verschwindet nun 
för die reellen Werthe 

und die Aufgabe ist also auf den zuerst behandelten Fall zurück- 
gefährt; wobei noch die wesentliche Einschränkung hinzutritt, dass 
y hier eine wesentlich positive Yeründerlicheist, und dass daher einige 
der oben angeführten Fälle hier picht eintreten können. 

3. Man kann aber auch zunächst das Integral so umformen*, dass 
nur noch die Invarianten / und j in den Coefficienten der Wurzel- 
grosse auftreten, und dass zugleich unter der Quadratwurzel ein Aus- 
druck nur dritten Grades auftritt, dessen erster Coefficieut positiv ist. 
Multiplicirt man Zähler und Neuner unter dem Integralzeichen mit 

so geht das Integral in 

_ rfdH- Hdf ^ n fdH-Hdf 

ober, oder, wenn man 

H 

setzt, in 

1 1^— ■*' 



J/ii''-'2-i)' 



ein Integral, was man nun wieder nach den oben entwickelten Regeln 
behandeln kann. 

Die Grenzen der Intervalle, innerhalb deren sich 2 bewegt, sind 
durch die Wurzeln der Gleichung 

gegeben, die entsprechenden Werthe von x also durch die reellen 
Wurzeln der Gleichungen 

* Vgl. Hermite in Crclleö Journal, Bd. 52. 



234 Fünfter Abschnitt. Simultane 

§ 68. Ein Problem^ welches dem Problem der Wendepunkte einer fnrTe 
dritter Ordnung entspricht« Anfstcllnng einer Gleichung neunten Grades, 

Ton welcher dasselbe abhängte 

Als Anwendung der simultanen Theorie einer cubischen und einer 
quadratischen Form will ich hier ein Problem behandeln, auf welches 
man das Problem der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
zurückführen kann. Dieses Problem lautet folgendermassen : 

Sind a, h, c drei gegebene Formen bez, erster, 
zweiter und dritter Ordnung, so soll eine lineare 
Form 5 gefunden werden, so dass 

ein vollständiger Cubus wird.* 

Um die Aufgabe zu vereinfachen, kann man zunächst l + a m 
Stelle von | als die unbekannte lineare Form betrachten, und bezeichnet 
man diese wieder durch §, so kann man dem Problem die Form geben: 

(l) g»-3/•| + 29> = ,^^ 

wo f jetzt eine gegebene Form zweiter Ordnung, q> eine solche dritter 
Ordnung ist, i^ eine ebenfalls unbekannte lineare Form, welche aber, 
da nur ihr Cubus vorkommt, der Natur der Sache nach nur bis auf 
eine dritte Wurzel der Einheit bestimmt sein kann. 

Das in der Gleichung (1) enthaltene Problem führt auf eine 
Gleichung neunten Grades, die man in folgender Weise aufstellen 
kann. Multipliciren wir die Gleichung (1) rechts und links mit (| )] i^, 
und berücksichtigen wir, dass: 

(S^)Y= {ivY fl-'= ! i^^nn - («5) V P 

so verwandelt sich die Gleichung (1) in: 

Diese Gleichung muss unabhängig von denWerthen der Veränder- 
lichen I, ri bestehen, und kann daher in die folgenden vier zerlegt 
werden : 



* Aufstellung und Behandlung dieses Problems gab ich im vierzehnten Band 
der Abb. der kgl. Ges. zu Göttingen. Es mag hierbei zugleich erwähnt werden, 
dass ähnlich das Problem der Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung die 
Form annimmt: 

Sind a, h, c, d gegebene Formen bez. erster, zweiter, 
dritter und vierter Ordnung, so soll eine lineare Function 
£ 80 bestimmt werden, dass der Ausdruck 

ein vollständiges Quadrat wird. 
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2(aij)' =3(|.j)(a.,)»-(5ij)» 

■> 2(ai,)(a|)« = (|.,)(ag)* 

2 («1)3 =-(inr- 

Nun kann man aus der dritten dieser Gleichungen, welche die ij 
liuear enthält, die Vcrhältuisse der rj ausdrücken; man findet dann: 

,., x.,,=2(ag)««i-(a|)*|, 

'' x,,, = 2(a|)*«,-(a|f|., 

WO X ein uubestimmter Factor. Es folgt daraus 

(5) x(gij) = -2(a|)«=-29>r|) 

und indem man die» in die letzte Gleichung (3) einführt: 

(6) X» = 4 <p« (S). 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (4) in die ersten beiden Gleichungen 
•3) ein, so erhält man zwei Gleichungen für |j, |^, welche für diese 
(rrossen nicht homogen sind, und aus welchen sich eine für dieselben 
homogene Gleichung herstellen lässt, die gesuchte Gleichung neunten 
Grades. 

Multiplicirt man die genannten Gleichungen mit |« und —17«, 
so kann man sie beide durch die Summe derselben ersetzen, wenn 
man die neue Gleichung für alle Werthe von Xj, x^ bestehen lässt. 
Diese Gombination wird durch (§1^) theflbar, und es bleibt: 

.7) 2 (« riY «, = 3 (« tiY ir - 2 (a r^) (a |) ri. - (5 ly)* U 

Hier wollen wir nun die Werthe der tj aus (4) einführeji. Es 
ergiebt sich 

x(ai?)(aSj=2{a«)(«g)^(a|)-/'(S).(ag)2 

X* (a nY = 4 (a «) {a ß) (« g)^ {ß |)=^ - 4 /-(§) .(««)(« g)* (a g) 

+/^(l).(«6)*«.. 

Bezeichnet man durch /", 9) etc. die betreffenden Formen, wenn 
darin x^^l^, x^ = —'^^ gesetzt wird, so werden die in diesen Formeln 
vorkommenden Ausdrücke (vgl. § 59.): 

'«r)'-/', («gP = 9>, (««) («g) («S)' = ^ 

i'aa) (a^) («g)^ (/^g)'-^ = ^ («|) (^g) | (aa)^ (ß^Y + iaß)' («g)*-(«/?)^ (ag)M 

(«^) (J3g)^(«g) «X =K«/3J («S) (^1) \(ßl) «X- (ag) ^xl 

=:-if«^)^(«g)(/Jg)g, = -iAg, 

(«ft(«y)OJg)^(yg)*«x=i(^g)(yS)«xt(«^)*(yg)*+(«y)^^g)»-(^y)^(ag)M 

=- Ax ( Ag) . 9 - i (ttg)* «o- . A. 
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Daher hat man aus (8): 

x^ia^y =4p(p-2Af-4f9 + P 

x='(aj?)*a, = 4g3(A|)A,-2A(«g)»a, + 2/-ASx + /^(aS)*«,. 

Die Gleichung (7) verwandelt sich nun in folgende: 

8 (p. (AI) Ax -4 A . («D» a. + 4/-A 5, + 2 /^ («!)'' «x 

= 3 (4j)g3-2A/--4/-d+ngx-2(2»-/-''j[2(a|)«a,-/:|,] -4 9)«.|x 

oder in: 

(9) = 8 9j(A5)A. + (aS)»a,(8^-4A-2n 

Ich setze hierin erstlich Xi = ^, x^ = — ^i] sie giebt dann 

(10) 0=4» + 2£i-f*. 

Benutzt man aber diese Gleichung, so werden die ersten beiden 
der drei Glieder von (9): 

8<p.|(A6)A,-A.(«6)«a,} 

= 8(aÖ«(AS) |(aS)Ax-(A|)ax} 
= 8(a6)»(A5)(«A).|x = 8<2.i,. 

Daher wird nunmehr (9) durch |, theilbar, und es bleibt: 

(U) = SQ+10fA»+8f»-\2p(p-P-\-4<p*. 

Aus den Gleichungen (11), |^12) ist nun eine Gleichung zu bilden, 
welche für die | homogen ist. Um die Ordnung der verschiedenen 
Glieder kenntlich zu machen, führe ich eine Grösse k ein, deren 
Werth 1 ist, und mache in Bezug auf |j, l^, l die Gleichungen (10), 
(11) homogen. Sie lauten dann: 

= 2AX* + 4»k-r 
^^-'' = 8QXo + {lOfA-12p<p)X^ + 8f»l + i4<p*-P); 

an Stelle der letzteren kann man mit Benutzung der ersten auch 
setzen : 

(13) = 8QP + 6(fA'-2p(p)k^ + A(p'^ + p. 

Aus dieser und der ersten Gleichung (12) ist A zu eliminiren. 
Wir haben hier zwei Formen bez. zweiter und dritter Ordnung vor uns: 

. u = 2£iX* + 4»l-f* 

^^*^ v=8QX^ + 6ifA-2pq>)k» + (4<p»+f»), 

in denen X die Veränderliche vertritt, und deren Resultante gebildet 
werden soll. Bilden wir diese nach § 59.: 

(15> Fu,,-2DuE,,„ = 0, 
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so erhalten wir eine Gleichung, welche, wie man leicht sieht, von der 
Ordnung 18 in den i ist. Aber man kann zeigen, dass sie den über- 
flussigen Factor 9^ enthält, und also nach dessen Auslassung in die 
gesuchte Gleichung neunten Grades übergeht. 
Zunächst ist aus (14): 

i), = -2(2A/^+4^^); 
aber nach § 35. (10): 

-^« = -^(A/^-2i)/'sP + 2)<]p^, 
daher: 

(16) n^^4ip{D(p-2pf). 
Femer ist 

A.. = -8(/'A-2i)9))«A» + 4(4eA+/'A-2p9)(49«+/^), 

daher, wenn man A*, A, 1 durch — /^, — 2'Ö', 2A ersetzt: 

^«.• = 8/^(/'A-2jp9))2 + 8(49>Hn(AY-2i)(pA-4(?d). 

Bildet man nun das I^oduct Q . d" zweier Functionaldeterminanten 
nach § 36. (11), so hat man: 

also 

(17) E,^,^\6(p\2f^q>p^-'2PpA-2ipfA^-4(p^E-PipE\. 

Endlich ist 

Aber da <&,(>, Q die aus f,ip,A gebildeten Functionaldetermi- 
nanten sind: 

»z={aa) a, a^,*, Q = (« A) aj A,, Q = (a A) a, A„ 
so hat man 

und indem man den hieraus folgenden Ausdruck von & A + Qf in {18) 
einführt: 

(19) p,^^ = 4ip 12 k{2p»^fQ) + {2 Aip+pr)\. 

Demnach wird 

(20)2?;,„ = 32 9)MA(2A9+jp/*0^-4'^(2A9)+|?/"«)(^2i)d-/^) 

-2/-n2i)ö'-/Q)2|. 

Die Ausdrücke (16), (17), (20) zeigen, dass aus der Gleichung (15) 
der überflüssige Factor 32 q)^ ausgelassen werden kann; sie bleibt dann 
von der zwölften Ordnung. 

Die so reducirte Gleichung 

(21) A{2Aq>+pr)^-4»{2A(p+pP)(2p»''fQ)^2P{2p»^fQy 
-4{,Dq)-2pf)(2Pq)p^'-2PpA-2q)fA^^4ip^E-PipE) = 
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erlaubt nun nochmals den Factor (p auszuscheiden, wodurch dann nur 
eine Gleichung neunten Grades übrig bleibt. Um dies einzusehen, 
übergehe ich in (21) alle mit 9? multiplicirten Glieder; es bleibt dann 

Der Ausdruck, welcher hier in der Klammer steht, ist durch cp 
theilbar. Wenn wir die Glieder mit 9? übergehen, so können wir 9- 
durch —^AP ersetzen; ebenso, da nach § 35. (11) 

»Q^-iiDtpA-Efip-pfA) 

gefunden wird , ersetzt man dann % Q durch - \. . Der obige Aus- 
druck verwandelt sich daher in 

-/•^(Ai)2+Q«). 

Dass dieser Ausdruck durch 9 theilbar ist, beruht auf einer anderen 
Darstellungsweise der Form Q, indem 

Q = (a A) a, A, = {aßf {aa) a^ ß^ = {aß) {aa) ß, \{aß) «, - {ad) j3.!, 

oder, da der erste Theil rechts durch Vertauschung von a und ^ sein 
Zeichen ändert und demnach identisch verschwindet: 

Q = {ßp) ß/. 
Man hat daher 

= - i l«x' . /?x ißpY - 2 «/ {ap) ßj_{ßp) + ßj . «, {apY\ 

^-\a,ßs[i^.(ßp)-ß.{<^p)Y = -^{aßYa.ßs^p' 
= -iAp\ 

Aü* 
und es ist daher Q*H — ^ durch (p theilbar, was zu beweisen war. 

Man kann also wirklich (21) durch Division mit (p auf eine 
Gleichung neunten Grades zurückführen, und zwar ist mit Hilfe der 
eben angegebenen Formeln die Ausführung ohne Schwierigkeit 

Dass die Gleichung neunten Grades 



9)3 



= 



nicht weiter reducirt werden kann, wird das Folgende lehren, während 
zugleich der besondere Charakter der Gleichung neunten Grades her- 
vortrat. 

§ 64. Gmppirung der Wurzeln der Gleichung: neunten Grades gegen 

eine derselben. 

Ich nehme jetzt eine der Losungen des Problems als bekannt au 
und untersuche, wie die übrigen Losungen zu dieser sich verhalten. 
Die bekannte Losung sei durch die linearen Formen |, ?; gegeben; 
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i'j rj' seien die entsprechenden für eine andere Lösung. Man hat 
dann gleichzeitig 

^^ 2(p = 3 /'r - r + n' 

(die Formen werden jetzt wieder mit den Argumenten x^, x^ geschrie- 
ben gedacht). Eliminiren wir 9, indem wir diese Form als durch die 
erste Gleichung (1) definirt ansehen, so haben wir: 

(2) = 3 f{l-X) - (i^- D + n^-riK 

Es folgt hieraus, dass der lineare Factor % — X auch in ri^ — rf^j 
also in einem der Factoren 

enthalten sein muss, wo € eine imaginäre dritte Wurzel aus (1) be- 
deutet. In welchem dieser drei Factoren man S -— S' enthalten an- 
nimmt, ist gleichgiltig, vielmehr wird erst, wenn man darüber ver- 
fügt, Ti' vollständig bestimmt, während sonst nur sein Cubus bestimmt 
ist. Sei also e eine der Grössen 1, £, £^, sei m eine Constante, und 

(3) r,-i = m{l-n 

y 

Man kann dann eine lineare Form z einführen, so dass 

(4) ^' = ^ + " 

Setzt man diese Ausdrücke in (2) ein, so kann man durch 
dividiren, und es bleibt die Gleichung: 

Es ist nun m so zu bestimmen, dass dieser Gleichung durch 
eine lineare Form z genügt wird. Dazu ist nöthig, dass, wenn man 
die in z quadratische Gleichung (5) nach z auflöst: 

^^^ '=2 1-3^ ' 

wo 

(7) ^=^-^{f-l' + mfi^ + i{l-m^riY, 

t eine lineare Form, also der rechte Theil der Gleichung (7) ein 
vollständiges Quadrat werde. Die Grösse m muss also so bestimmt 
werden, dass die Discriminante des Ausdrucks rechts in (7) ver- 
schwinde. Da £^ aus zwei Theilen besteht, deren zweiter ein Quadrat 
ist, so zerfallt diese Discriminante in zwei Glieder: 
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wo U die Invariante der Form f—^^ + niTi^y D" die simultane dieser 
Form und der Form (§ — m'^i^)^ ist. Bezeichnet man durch K,L,M 
die drei Ausdrücke 

(8) K={aiy, L = iai){ar}\, 3f=(aij)*, 

SO wird 

D' = D - 2 (iT- w Jf ) - 2w (Si?)2 

D"= K-2m^L + m* M+ m (1 - m^) (|i;)«. 

Uebergeht man also den überflüssigen Factor 1 — w^, so wird die 
Gleichung, welche zur Bestimmung von m führt: 

(9) = —j^ [D - 2ü:+ 2m Jf- ^ m (gi?)«] + ^{K-2Lm^+Mm% 

Sie ist vom vierten Grade; aber jedem m entsprechen nach (6 
zwei verschiedene 0, und also auch nach (4) zwei verschiedene |. Man 
findet also wirklich zu jeder gegebenen Losung acht andere, so dass 
im Ganzen neun Lösungen existiren müssen ; sodann aber ergeben die 
obigen Betrachtungen den Satz: * 

In Bezug auf jede Lösung der Gleichung neun- 
ten Grades gruppiren sich die übrigen in vier Paare, 
welche mittelst einer biquadratischen Gleichung 
aus derselben gefunden werden. 

Aber auch diese biquadratische Gleichung hat noch eine specielle 
Eigenschaft. Ordnet man (9) nach Potenzen von m, so erhält man: 

[(gl?)* - If ] m* + 4 (z- ~ ) m» - 6 X m' 

+ 4[Jlf-i(6iy)2]m + (2 2)-Jj:) = 0; 
daher ist die erste Invariante der Gleichung: 

i = 2\[a7i)'-M]i2I)-K)-[AM-{lt,Y\(K-^) + 'iL*\ 

= SD(it]y-6iKM-L*). 

£s ist aber 

2 {K3I- L*) = (a\f {briY - 2 (a|) (aij) . (6g) (ii?) + (hl)* {an? 

= |(a|)(^)-(6|)(aij)|* 

daher f = 0. 

Die erste Invariante der Gleichung (9) ver- 
schwindet. 

Wendet man nun auf eine Gleichung 

am* + 4bfn^ + 6cm- + 4dm + e = 
die lineare Substitution 



.8 
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(10) am = '-6 — (T 

an, so geht dies<*lbe in die Form 

(llj (j* + 6«cf* + 4/5<y + y=:0 

über; da aber i=0, so wird 

(12) y = -3«», 

und die Wcrthe von a, ß sind: 

nSi a = ac-b* 

^ ' ß = Sahc-da^-2P. 

Im Yorliegenden Falle wird die lineare Substitution (10): 

^ K * 
(14) ^_^Z 

und die Coefficienten der transformirten Gleichung sind; 

«— z [(!,)« -jif] -(je-- I)* 

ß = -3Ll{iny-M][K-^)-[M-iiirimafiy-M]* 

Diese Coefficienten lassen sich durch die simul- 
tanen Invarianten von f und tp allein ausdrücken. 

Wenn mau nämlich in dem Ausdrucke 

/•• (g'j)* = «x« (?'?)*= C(al) 1? - («^;) 11* 

die Ausdrucke (8) einführt, so hat mau 

(16) f.afiy = Kri*-2Ll,} + Mri*; 

daher auch 

Bildet man nun an diesen Darstellungen die Covarianten und 
Invarianten von f und q>, so hat man zunächst wieder die schon oben 
abgeleitete Gleichung 

(18J i).(Si2)* = 2(iCM-L«), 

sodann aber 

2p(^flY = 4UMN^L^-Kl(lriy + Mfi{^ti)\ 

oder wenn man (18) benutzt und dann durch {^t})* dividirt: 
(19) 2p=i2D-K)l + Mti', 

Clebsch, Theorie der biuäreu algebr. Formeu. 16 
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daher auch 

(20) 4F=K{2D-E)^ + 2LM{2D-K) + M^ 

= K» + 3I^- 2KLM+AB {ML - Z«) + ^D'K. 

Für A hat man die Formel: 



2£^{U? = 



2E{lrif= 



3M-iU? -2L V 
-2L K -In 

K {U? I* 

also, wenn man statt if, — Sij, S* die Coefficienten von f-ilrif 

einsetzt : 

3M-{^riY -2L M 

-2L K -L 

K {UY K 

Man vereinfacht diesen Ausdruck, indem man die letzte Yertikal- 
reihe von der ersten abzieht; es wird dann mit Hilfe von (18) der 
Ausdruck durch {^jjY theilbar, und man erhält: 

(21) 2E=-K* + LM+KD-L{lriY. 

Zur Darstellung von a genügt diese Gleichung und (18), denn 
es wird aus (15): 

(22) a = 2E-^- 

Um ß zu bilden, muss man auch noch den Ausdruck von R 
kennen. Diese Invariante entsteht, wenn man in A statt i}-, — |i}, £- 
die Coefficienten von A selbst einführt, und man hat dann: 

SM-iiTjY -2L 6KM-2K{^fiY-8L^ 
-2L K 2KL + ZM{lYty-{lriY 

K {UY -4.L^lrif-2K* 

Diese Gleichung wird durch (li;)^ theilbar, wenn man die erste 
Yertikalreihe mit 2 K, die zweite mit 2 L multiplicirt zur dritten 
addirt, und man findet dann 

^M-ilrif -2L 6D-4K 
-2L K ^M-Xlnf 

K {uy -2L 

= 4K» + 8L^ -12 KLM-eDK* 

+ {lr)Y\l2KL-12DL-9M*\+6M{l^ri)*-(^7if. 

Aus diesem und den früheren Ausdrücken setzt sich nun ß zn- 
sanunen mittelst der Formel 

(24) ß = 5DE-2R-4F+^, 

und die Gleichung vierten Grades (11) wird also: 



8iJ.(|i?)»= 



(23) 8B = 
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1 65. Die Syfteme eo^Jagirter LSsnngen. 

Die im Vorigen angestellten Betrachtungen zeigen ^ dass zwischen 
den Losungen der Gleichung neunten Grades gewisse Beziehungen 
bestehen y welche den Charakter der Gleichung als einen speciellen 
erkennen lassen. 

Zu jeder der neun Lösungen ordnen sich die Qbrigen paarweise. 
Ein solches Paar mit der ersten Lösung zusammen heisse ein System 
CO njugirter Lösungen. Es lässt sich zeigen ^ dass die Zusammen- 
gehörigkeit dreier einem solchen System angehöriger Lösungen 
5, 5', 6" nicht" aufgehoben wird, wenn man von einer zweiten unter 
ihnen ausgeht; in Bezug auf diese ordnen sich die acht anderen 
Wurzeln nun abermals in Paare ^ und wiederum besteht ein Paar aus 
den anderen dem conjagirten System angehörigen Lösungen. Gehört 
also zu S das Paar g'^ l", so gehört auch zu |' das Paar i", i und 
zu r das Paar g, g'. 

Die Lösungen eines zn i, rj gehörigen Paares sind nämlich nach 
den Formeln (4) des vorigen Paragraphen bestimmt durch die An- 
nahme, dass sie mit g, i^ durch Formeln folgender Art zusammenhangen : 

ti' = e(Ti + ine) ij" = «j (ij + «»iTj). 



(2) 

oder: 

(3) 



Diesen Formeln aber kann man auch die Gestalt geben: 



ri = e^{ri' — m ee) ri" = e* 6, [iy'+ meie^—e)] 



Alle diese Formeln haben ganz denselben Charakter. Man schliesst 
daraus also erstlich den Satz: 

Bilden die Lösungen g'^ g'' ein zu g gehöriges 
Paar, so bilden auch %, ^" ein zu §' gehöriges, und 
4, g' ein zu g" gehöriges. 

Dabei geht, wenn man von |' oder g" statt von g ausgeht, 

m über in wc besf. me^ 

0, jPj über in — xf, jer^ — ^ bez. — jt^, g — z^. 

16* 
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Die Grosse m^ ändert sich also gar nicht. — Durch den obigen 
Satz ist der Begriff eines Systems conjugirter Losungen festgestellt 
Es ist nun weiter leicht zu zeigen ^ dass auch die zu m, 1^, n 
gehörige Wurzel der biquadratischen Gleichung (25) för drei con- 
jugirte Lösungen denselben Werth hat. Nach der Formel (14) des 
vorigen Paragraphen müssen dann gleichzeitig, wenn K\ M\ K", M" 
aus Kj M hervorgehen, indem man |', ri oder g", ij" an Stelle von 
^, 7] setzt, die Gleichungen stattfinden: 

(4) ^\ _Zl. -,^1^ 2^^-' 

^^ ~ (§ riY -M ' ^^~ (r fiy-W ' ^'^^ {i"r(y-M:" 

Da die dritte Gleichung zu der ersten genau in derselben Be- 
ziehung steht wie die zweite, so genügt es, das gleichzeitige Bestehen 
der ersten und zweiten nachzuweisen. Nun war nach Formel (5) des 
vorigen Paragraphen: 

(5) 3 /•= 3 (g2 _ mf ) + 3 (g - w« i?) ^ + (1 - w^) g\ 

Nun geht gleichzeitig | in g', i^ ^^^ ^'; ^ in we, zin—e über; daher 
wird auch 

(6) 3 /•= 3 (r - emri^) - 3 (g' - (?m^7{) z + iX- w») zK 

Setzt man in (5) für x^y x^ die Grössen 62, —li oder ly,, — 1/„ 
in (6) g'2, — 1\, oder i^'g, — Tq\ ein, so erhält man die vier Gleichungen: 

3 5: =- 3w (gi2)8 - 3m2(gi?) (|;e?) + (l-w') (gi?)« 
3ifcr= ^{Uy + 3 (gl?) (^i7)+(l-w»)(£ri2)« 

3 JT = - 3ew er 1?')^ + 3e« m^ (ri?') (r^) + (1 -m») (r ^)^ 
3 ilf = 3 (rV)' - 3 (r 1?') (^1?') + (1-m«) (^1,0^ 

Es folgt daraus: 

z - iT = - m [ (I ,,)« - c (r ij'jt - ♦»* [(5 1) (g «) + e* er 12') (r *)] 

Nun ist aber wegen (1): 

und daher 

iK-K')-m(M-eM) = -2ml{ltiy-e(i'v')'] 

+ »t (gij) (;», t» I - 1}) + me (S'jj') (« ,em^'- rf). 
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Setzt man nun $'— S für j?, und bemerkt, dass 

so nimmt diese Gleichung auch die Form an: 

- m [ cHS 1?) (r n) - (6 vy - ^ « 1?) (r i?'j + e^ er vin 

oder man hat 

Dies ist aber die Gleichheit der Ausdrücke, welche in (4) gleich 
-K — werden; die beiden ersten Gleichungen (4) bestehen also Zu- 
sammen, was zu beweisen war. 

Man kann hieran folgende Betrachtungen knüpfen. Da einer 
Losung gegenüber die acht anderen sich in vier völlig bestimmte 
Paare sondern, so folgt, dass, wenn von einem solchen Paare eine 
Losung gewählt ist, die andere eindeutig bestimmt ist. Mit andern 
Worten, um ein System conjugirter Lösungen zu bilden, kann man 
zwei Lösungen beliebig wählen, die dritte aber ist dann eindeutig 
bestimmt. Es können also niemals zwei Systeme conjugirter Lösun- 
gen mehr als eine Lösung gemein haben. 

Jede Lösung gehört vier Systemen an; aber umgekehrt umfasst 
jedes System drei Lösungen. Die Gesammtzahl aller Systeme erhält 
man also, wenn man die Zahl aller Combinationen der neun Lösungen 
zu zweien bildet, wobei denn aber jedes System dreimal vorkommt, 
so dass das Resultat durch 3 zu dividiren ist. 

9 8 
Es giebt also ^7-^ = 12 Systeme conjugirter Lö- 

sungen. 

Bezeichnet man nun die neun Lösungen durch die Zahlen 1 bis 
9, und sind etwa 1, 2, 3 conjugirt, so gehört 1 noch drei anderen 
Systemen conjugirter Lösungen an, ebenso 2 und 3, und alle diese 
Systeme sind verschieden. Es giebt also im Ganzen zehn Systeme, 
in denen eine der Lösungen 1, 2, 3 vorkommt; daher giebt es noth- 
wendig noch zwei Systeme, in denen keine derselben auftritt. Sei 
ein solches 4, 5, 6. Jede der Lösungen 4, 5, 6 kommt schon in 
dreien der zehn ersten Systeme vor, nämlich mit 1, 2 oder 3 com- 
binirt. Daher giebt es nun auch kein weiteres System, welchem 4, 
5 oder 6 angehören könnte. Die Lösungen 1, 2, 3, 4, 5, 6 kommen 
also nur in 11 Systemen vor. Das zwölfte System muss daher aus 
den Lösungen 7, 8, 9 gebildet werden. Man sieht so, dass die 
neun Lösungen in drei Systeme von conjugirten zerlegt 
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werden können; es entsteht die Frage, auf wie viele Arten dies 
möglich ist. 

Wenn wir das System 1, 2, 3 heraushoben, so bildeten die übrigen 
sechs Lösungen zwei vollkommen bestimmte Systeme; sie koDuen 
nicht noch auf eine zweite Art in zwei Systeme zerlegbar sein, 
ohne dass eines der neuen Systeme zwei Lösungen mit einem der 
vorigen gemein hätte, was unmöglich ist. Gehen wir daher der 
Reihe nach von den vier Systemen aus, welche die Lösung 1 ent- 
halten, so ergänzen sich dieselben jedesmal auf eindeutige Weise 
durch zwei andere Systeme zu der vollen Zahl aller Lösungen. Hier 
aus folgt: 

Die neun Lösungen sind auf vier verschiedene 
Arten in drei Systeme conjugirter Lösungen zer- 
legbar. 

Da oben die vier Systeme, in denen eine bestimmte Lösung auf- 
trat, von der biquadratischen Gleichung (25) § 64. abhängig waren, 
so folgt, dass von dieser Gleichung auch die vier Zerlegungen der 
neun Lösungen in Systeme abhängen müssen. Dies ist der innere 
Grund, weshalb die biquadratische Gleichung eine von der Ausgangs- 
lösung völlig unabhängige Form annehmen konnte. Zugleich aber 
zeigt sich, dass diese Gleichung die Grundlage für die Auflösung der 
Gleichung neunten Grades bilden muss. Und zwar sind ausser der- 
selben nur cubische Gleichungen erforderlich; denn wenn durch eine 
Wurzel der biquadratischen Gleichung eine Zerleguugsart gegeben isi^ 
so muss man die drei in ihr auftretenden Systeme durch eine cubische 
Gleichung finden können, und ebenso die einzelnen Lösungen jedes 
Systems. Um die Gleichung neunten Grades zu lösen, braucht man 
also eine Wurzel der i^ biquadratischen Gleichung, sodann die Lösung 
der cubischen Gleichung, von welcher die drei entsprechenden Systenae 
abhängen; endlich aber nur zwei der cubischen Gleichungen, von 
denen die Lösungen der drei Systeme abhängen; da jede dem ersten 
System angehörige Lösung mit jeder dem zweiten angehörigen ein 
System bestimmt, dem nur eine bestimmte Lösung des dritten 
angehört, so sind die Lösungen des dritten Systems durch die Lo- 
sungen der beiden ersten bereits von einander getrennt und auf liueare 
Bestimmungen zurückgeführt. 

Diese Gleichung neunten Grades ist eine Hesse 'sehe, indem sie 
diejenigen besonderen Bigenschaften besitzt ,~ welche, wie Hr. Hesse 
(gezeigt hat, einer Classe algebraisch auflösbarer Gleichungen neunten 
Grades zukommen* 



* Hesse in Grelles Journal, Bd. 34. 



Grundformen. — § 6ö. 247 

Es wird jetzt, um die Lösungen der Gleichung neunten Grades 
in unserem Falle zu finden, nothwendig, auf die Bildung der Systeme 
conjugirter Lösungen einzugehen. 

Die Gleichung (3) des § 64. lässt sich auch erfüllen, indem man 
eine lineare Form t einführt, so dass 

Die Gleichungen (1) des gegenwärtigen Paragraphen liefern dann 
für die zu beiden conjugirte Lösung die Beziehung 

(8) i7" = a,m(r+0- 

Es bestehen also für drei conjugirte Lösungen die identischen 
Gleichungen [§64. (1)]: 

Mit anderen Worten, die für g cubische Gleichung 

(10) 2g5 = 3/'g-g3 + m»(g + 0« 

muss drei in den x rationale Lösungen S> £'; i" haben. 

Durch diese Bedingung ist, wie sich zeigen wird, sowohl m als 
t bestimmt. 

Da aus (10) für die Summe der conjugirten Formen g, g', g" die 
Formel 

(11) 5+5'+r=i^3^ 

hervorgeht, so kaan man den Ausdrucken i, i', |" die Gestalt geben : 



S = 



(12) r = 



1 — m^ 
m^t + xn + H^v 
1 - m^~ 

1 — m^ 



wo X eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit, ft, v lineare Formen 
bedeuten. Die zugehörigen tj werden dann nach (7), (8): 

t + ^ + v 

Ti =m -- - « 
' 1 — m^ 

n^\ ' t + x^i + x^v 

^ ' l — mr 

,, ^t + x^a + xv 

' i — fnr 
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Führt man die Ausdrücke (12) aber in die Gleichungen (9) ein, 
so nehmen dieselben die Gestalt an: 

ä + b\ii + v) =0 

^ + B(x> + xr) = 0, 

und zerfallen also in die Gleichungen 

Ä = 0, 5 = 0, 

oder, indem man die Ausdrücke für Ä und B einführt, in die beiden 
Gleichungen: 

... 2(l-m8)> = 3w»(l-in8)^/'+m3(l+m3)^-ft«-.i/» 

Diese beiden Gleichungen, welche für alle Werthe der x bestehen 
müssen, liefern durch Yergleichung der beiderseitigen Coefficienten 
sieben Gleichungen, und genügen zur Bestimmung der sieben unbe- 
kannten Grössen, nämlich der Grösse m und der Coefficienten der 
linearen Formen t, ii, v. 

Die Grössen m, t, ft, v entsprechen nach (12), (13) einem Systeme 
conjugirter g, 17. Das in den Gleichungen (14) enthaltene Problem 
nimmt also in Bezug auf die Systeme dieselbe Stelle ein, wie das 
ursprüngliche Problem in Bezug auf die neun einzelnen Lö- 
sungen g. 

I 66. Lösung der Glelchunir neunten Grades. 

Wenn man in der zweiten Gleichung (14) an Stelle von Xi, x^ 
die Grössenpaare (tg, — ftj; ^2» "~^n ^> ""^2 treten lässt, so erhält 
man die folgenden drei Gleichungen, welche jene Gleichung YöUig 
ersetzen: 

m^ (e fi)« + (I - w3) (a ft)« = 

( 1 ) tn^ltvy+il- m») (a vy = 

(tu) (tv) - (1 - m») (a ty = 0. 

Aus den ersten beiden ergiebt sich sofort die Gleichung, welche 
nur die Verhältnisse der ty der ft und der v enthält: 

= (^^)«(ai/)«- (tvy(_aiiy=^\{t(i)(av)^(tv){aii}\ iat)(yii), 

oder, mit Auslassung des Factors (v^i): 

(2) (at) (av) . (tfi) + (at) (afi) . (tv) = 0. 

Wenn man die Gleichungen (14) nach f und (p auflöst: 

fo^. (l—m^)f=(jLv--m^t^ 

^^ 2(l-w3)2 9> = w8(l-4m»)<3-ft3_^^3^s^y^^ 
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so kann man den Inhalt der zweiten Gleichung nun auf folgende «vier 
Gleichungen zwischen Constanten zurückführen. Wir setzen erstlich 
an Stelle von x^, x^ der Reihe nach die Grössenpaare ^2, — ^i? f*ij — f*i5 
hi ~*'i* ^^^ erhalten: 

2 (1 - m»)« (a^3 = - iiLtf - (vty 
(4) 2 (1 - m3j2 (a^y = m^l - 4 w») (t^iY - (vf^y 

2(1- m^f (a vy = w^l - 4 n/) (tv/ - (^ v)\ 

Sodann wenden wir auf die zweite Gleichung (3) hintereinander 
die Processe 



<> r> I- 

r . C € . r 



yi7-7 + yirzr> ''iTzr + 'i 



( X* C X^ C Xt c x^ 



an und ersetzen dann die x durch ^^, — ^j, die y durch /i^^ "^^u ^'® 
2 durch v^, — i/j. Es ergiebt sich die vierte Gleichung: 

(5) («O(«ft)(ai/) = 0. 

Diese Gleichung giebt den Gleichuugeu (4) gegenüber nichts 
Neues; denn wegen der Identität 

t Cft v) + ft (vt) + V (tu) =- 

ist auch identisch 

fi {(ivy + fi' (vty + v' (^ft/ = 3 iivt (nv) (i/O (tv), 

und man führt (5) auf (4) zurück, indem man diese Gleichung dreimal 
über (p schiebt. Daher ist es noth wendig , noch andere Combinationen 
zu bilden. Wenn man die linken und rechten Theile der Gleichungen (3) 
zweimal über einander schiebt, so hat man: 

2 (1 - m^yp = m» (1 ~5 w^ t (t(i) (tv) 

+m^\ii{t^y+v(tvy--t(iivy\, 

oder, wenn wir x^ = t^, x^ = — t^ setzen: 

2 (1 - m'f ipt) = m3 1 d^ty + {yty j , 

und endlich , mit Anwendung der ersten Gleichung (4) : 

(6) (1 ~ w^) (p = - ^' (« 0*- 

Eine andere Combination, welche benutzt werden wird, entsteht, 
indem man in der ersten Gleichung (3) die x durch «3», — a, ersetzt. 
Dann ergiebt sich: 

(7) (l - w») D = (a^) (av) - w» («0*- 

Nun nehmen die Gleichungen § 65. (4), welche den Zusammen- 
hang von m mit 6 angeben, indem man darin statt der |, i; die 
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Ausdrücke (12), (13) des vorigen Paragraphen einführt, folgende Ge- 
stalt an: 

m^ j (^/i) + {tv) !- - m» j (aO + (afi) + (ai;) j« 
= (1 _,,^3). ^1 ^a)-\ m^ (at) + (a^) + (ai.) p 

w» j X (^^) + x2 (^i;) [2 - m^ \ (at) + X (a^) + x^ (av) P 
= ( 1 - m^j 2 ^:^ - (j) - j m^ (atj + x (a (i) + x^(av)\^ 

m^ I x^ {t^i) + X (tv) !«- m^ i («0 + x^ («f^) + X (««') }^ 

= (1 - Wi3)2 ^^ _ <y^ j ^3 (^^ + 3^2 (a f*) + X (a v) j^. 

Diese Gleichungen kann man wegen der Eigenschaften der dritten 
Wurzeln der Einheit in die Form bringen: 

u+ r+ Tr=o 

U+x V+x'W = 
U+x'V+x W=0, 
und es folgt dann 

U=^0, F = ü, >r=o. 

Die beiden letzten dieser Gleichungen sind nichts anderes als die 
beiden ersten Gleichungen (1); die erste aber giebt: 

2 m^ {t^) {tv) - m^ (1 - m^) (at)- + 2[l- w^) (a/i) (av) 

oder, wenn man (7) und die letzte Gleichung (1) benutzt^ und durch 
1 — w* dividirt: 

(8) = 3m^(aty + {l-m^)(^+öy 

Eliminirt man aber m aus dieser Gleichung und der Gleichung (6); 
so findet man: 

(9) 3 iaty ipt) - (^ + ff) («0' = 0. 

Diese Gleichung enthält keine andere Unbe- 
kannte mehr, als das Verhältniss t^it^, und dient 
also zu dessen Bestimmung, sobald ö gefunden ist. 

Den vier Wurzeln ö der biquadratischen Gleich- 
ung §64. (25) entsprechen also vier cubische Gleich- 
ungen (9), welche die drei einer solchen Wurzel zu- 
geordneten Systeme conjugirter Losungen liefern. 

Die Auflösung der Gleichung neunten Grades ist hierdurch in 
ihren Grundzügen bereits gegeben. Aber die oben entwickelten 
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Fonneln gestatten es^ den weitern Verlauf der Auflosung zu ver- 
folgen. 

Wir können zunächst auch die Verhältnisse ft^ : fi^ ^^^ ^i • ^s ^^^ 
eine einfache und merkwürdige Weise bestimmen. Sie erfolgt aus den 
Gleichungen (2) und (ö). Die erstere kann man in die beiden 
Gleichungen auf losen: 

in welchen a eine unbestimmte Grosse ist. Demnach kann man 
setzen: 
f 101 '^i =S^ ! ^1 (^^0 + ^h\ Vi = Ä ! «1 («0 — « ^1 1 

wo auch g, h unbestimmte Grössen sind, welche auf die Verhältnisse 
l^i'N} ^1 • ^i keinen Einfluss haben. Führt man aber diese Ausdrücke 
der fi, V in (5) ein, so erhält man: 

(11) = (aa) {ab) (at) {ht) («Q- o' {cctf. 
Nach einer oft angewandten Identität ist aber 

(ffö)(a&)(aO(ftO(«0 = ^^ I (aafibty + (ahy(aty - (aby («0*1 
und die Gleichung (11) geht daher in 

ober, oder mit Rücksicht auf (9) in: 

(12) «» = -|. 

Daher sind jetzt die Verhältnisse der ^, v durch folgende ein- 
fache Gleichungen bestimmt: 



(13) 



Man erhält demnach sämmtliche neunLösungen 
\ des ursprünglichen Problems, wenn man von einer 
bestimmten Wurzel a der biquadratischen Gleich- 
ung ausgeht, und zunächst durch Losung der 
cubischen Gleichung (9) die der Wurzel ent- 
sprechende Zerlegung der neun Losungen in drei 
Systeme conjugirter Lösungen ausführt. Sind x^, 
Tj irgend welche Werthe für t^^ t^, welche der 



(15) ,, 
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Gleichung (9) genügen, also eines jener drei Systeme 
bestimmen, so kann man 

(14) h = Q'^ii k^Q'^t 

setzen, und die drei Lösungen des Systems werden 
dann: 

j m^ + (x (7 - ^^^)]/i- {-^+{^9 + >«'*) ^x (ar) 

1 — m^ 

l =.p ___ . 

Es bleiben nur noch die Constanten Qj g, h zm bestimmen. Zu 
diesem Zwecke hat man zunächst die Gleichungen, welche aus (1) 
hervorgehen, wenn man durin die Werthe (13), (14) der f*, v, i 
einführt. 

Ich werde im Folgenden durch den oberen Index Null immer 
andeuten, dass in einer Form x^ = t^, j:j = — r, gesetzt werde. Es 
ist dann 

{ab)(ac)(bt)(cT) = ^(iaby(cty^^Dp. 

. Daher 

(t(i) =-g pV« 

(tv) =-Äp*/^ 

(16) (avy =H'9>(^ + ^)r 

und die Gleichungen (1) verwandeln sich also in folgende: 

ghQKr'-i.l-m^) =0. 

Diese Gleichungen drücken den Inhalt der ersten Gleichung (•>) 
nunmehr vollständig aus. Um auch den Inhalt der zweiten Gleichung («^i 
vollständig auszudrücken, führe ich in diese Gleichung die Verandtr 
liehen t und 
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ein. Alsdann wird (J;^) = (af/= p*/^^ und also: 

Es handelt sich zunächst um die Bestimmung der Constanten der 
rechten Seite. Nun ist ohne Weiteres: 

(m («'^ ==*>" 

^ -' (a ty (a ö = (a 0* («o) (a /) = - C' «^• 

Dagegen wird: 

(a{)«c, = (aa) (ab) (at) {bt) «, 

= i a, { (« o)* (ft 0* + (« 6)* (o 0* - (« »)* (« 0* I 

daher: 

(20) ^ D 

(«6;» = (ij5) (60 . {at)*-^{aty {aa) {at) 

Die Gleichung (3) 
2(1-1«»)* 9> = m» (1 — 4 m») <* - ^' - V» + 3 m?tivt 

zerföllt also mit Benutzung von (18), (19), (20) in die folgenden vier: 
2(l-f»»)»9»«> =-p»/^''(^ + A') 

6(l-m»)»d« =3p»r»[-(/-Ä»)^|- + m»^Al 

(21) 6(1- m»)« (p» r - 1 9>») =« - P*r» » (^ + Ä») 
2 (1 - w»)« («« /^ - ^ «») = p» /^» (1 - 4 «»*) 

Von diesen Gleichungen giebt die dritte nichts Neues; denn mit 
der ersten combinirt, liefert sie nur die Gleichung (9)^ welche als 
erfällt gilt. Die übrigen Gleichungen (21) kann man als Gleichungen 
ersten Grades fOi g^, h^, gh betrachten ^ und indem man nach diesen 



m^ 
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Grössen auflöst, erhält man ^^ h^, gh ausgedrückt durch p und w', 
und also, wenn man q und m^ als bekannt voraussetzt, g und h durch 
Cubikwurzeln, doch so, dass das Product beider gegeben, die Wahl 
der Cubikwurzeln also beschränkt ist. 

Schreibt man die so aufgelösten Gleichungen: 

wo G, H, K Functionen von m' und q sind, so folgt daraus mit 
Rücksicht auf (17): 

In diesen Gleichungen kann man nun vermöge der ersten 
Gleichung (17) m^ durch q^ ausdrücken, und hat dann zwei Gleich- 
ungen vor sich, welche nur die Unbekannte q enthalten, und welche 
hinreichen, um dieselbe eindeutig durch bekannte Grössen auszu- 
drücken; womit denn zugleich m^, sowie ^, h^ und gh durch bekannte 
Grössen ausgedrückt gegeben sind.* 

Das Ausziehen der bei g oder h erforderlichen Cubikwurzel ent- 
spricht der Trennung der drei Lösungen (15), welche einem und dem- 
selben Systeme conjugirter Lösungen angehören. 



* Man findet: 



._ p'if* 



w' = 



wie ich a. a. 0. gezeigt habe. 



Seclister Absclmitt. 

Endlichkeit der Formensysteme. 



i 67. Satz fiber die Zerlegung Jeder Coyarlante einer Form in zwei Theile 

Ton bestimmtem Charakter.* 

Schon im vierten Abschnitt wurde nachgewiesen, dass die Anzahl 
der CoTarianten und Invarianten eines vollständigen Systems bei einer 
Form f von zweiter, dritter oder vierter Ordnung eine endliche sei. 
Dasselbe soll im Folgenden für eine Form von beliebig hoher Ordnung 
bewiesen werden. 

Denken wir uns, wie immer, die Formen der verschiedenen 
Ordnungen successive behandelt, also die Theorie der Formen bis 
zur (w— 1)*®" Ordnung einschliesslich gegeben, ehe die Theorie der 
Formen n**' Ordnung begonnen wird, so zeichnen sich von vornherein 
unter den Covarianten einer Form n*®' Ordnung diejenigen aus, welche 
wir schon bei Formen von niedrigerem Grade kennen gelernt haben. 
Sei M. irgend eine Covariante oder Invariante einer Form (n— 1)*®' 
Ordnung, und seien a, 2), c . . . m die in ihrem symboliscl\jen Ausdrucke 
auftretenden Symbole. Der Ausdruck 

Jf . a^r 6* Cx . • . Wx 

ist dann die allgemeine Gestalt der oben erwähnten Covarianten, eine 
Covariante einer Form n*®"" Ordnung, welche schon bei niederen 
Formen aufgetreten ist. Für diese Covarianten ist es charakteristisch, 
dass jedes in ihnen auftretende Symbol durch wenigstens einen lidearen 
symbolischen Factor vertreten ist. Umgekehrt kann offenbar jede 
Covariante, bei welcher jedes Symbol durch einen linearen Factor 



* Die hier folgenden Untersuchungen Bchliessen eich an die Abhandlung von 
Herrn Gor da n im zweiten Bande der mathem. Annalen an. Der Satz, dass jede 
Form eixr endliches vollständiges System von Invarianten und Covarianten besitze, 
worde von demselben zuerst in Borchardt's Journal, Bd. 69. gegeben, nachdem 
Hr. Cayley im 146. Bande der Philosophical Transactions zum entgegengesetzten 
Resultate gekommen war. 
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yertreten ist, auf eine schon bei niederer Ordnung auftretende Co Va- 
riante zurückgeführt werden. 

Wenn wir voraussetzen, dass man alle Covarianten und Invarianten 
einer Fornii (n— 1)*" Ordnung durch ein endliches System von In- 
varianten und Covarianten ganz und rational ausdrucken' kann, so 
folgt, dass die erwähnte Classe von Covarianten einer Form w*" Ord- 
nung dieselbe Eigenschaft besitzt, dass also alle diese aus der nächst- 
vorhergehenden Ordnung herübergenommenen Formen sich durch eine 
endliche Anzahl von Covarianten und Invarianten der Form n*" Ord- 
nung ganz und rational ausdrücken lassen.* 

Der Beweis für die Endlichkeit des Formensystems für eine Form 
n*®' Ordnung wird nun so geführt, dass man der soeben besprochenen 



* Dabei ist nicht ausgeschlossen, dass nicht einige Covarianten der Form n^ 
Ordnung, welche schon bei den Formen (n— l)t«t Ordnung auftraten und dort demToll- 
ständigen Systeme angehörten, bei den Formen n^^ Ordnung durch neue FormcD 
ausdrückbar sein können und deswegen aus dem kleinsten vollständigen Systeme 
der Form n^«' Ordnung herausgehen. Ein bemerkenswerthes Beispiel bietet die 
bei den cubischen Formen auftretende Invariante 

J2 = (a6)«(cd)«(ac)(6(l). 

Aus dieser entspring^ bei den Formen vierter Ordnung die Bildung 

JB = (a 6)« (cd)« {ac) (5 d) . a^ 6x Cx dx, 

welche mit Hilfe der neuen Formen i, j zerlegbar ist. Benutzt man nämlich die 
Identität: 

80 wurd 

B = (o5)« (cd)« (ac) hx Cx dx | (ad) 6x - {ah) dx\ 

- (fl6)« {c^'^ {ac) {ad)bx* Cx dx — {ah)^ {cd}* {ac) hx Cx dx*. 

Vertauschen wir im zweiten Theile diesen Ausdruck a und 6, so können wir 
für denselben setzen: 

i {ahf {cd)* Cx dx« \{ac) hx - {hc) ax^ =\ («6)* {cd)* Cx* dx» = i t H; 

aus dem ersten Theile von B aber erhalten wir durch Anwendung der Identität IIL 

§ 16.: 

(a6«(cd)«6,«|(ac)«dx*-4(cd)«ax«|=(afe)»(ac)«(cd)«5x»dx*-itlf, 

so dass 

B = {ah)*{ac)*{cd)nx*dx*-iH. 

Vertauscht man nun in der Identität (2) §40. x mit y, setzt Cfj — c^ anSklle 
▼on 2^1, yt und multiplicirt mit {cd)*dx*i so ergiebt sich 

(a 6)« (a c)« (c d)« M dx« = {Hc)* (c d)« Hx* dx* + ^{c d)* Cx* dx*, 

oder nach derselben IdentiÜlt, indem man a, b durch d, e, die y durch i/t, — ^t 
ersetzt und mit Hx* multiplicirt: 

z={HH)*Hx*H'x*-hiiH 

= ii/'+itir [§41. (3).] 

and daher endlich: 
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Classe von Covarianten (sie mögen A^, Ä^,., Aß sein) eine zweite 
ebenfalls endliche Gruppe von Covarianten (7^, Cj... Cq und Invarianten 
i)jy 2)^ . . . Dtf gegenüberstellt, und zeigt^ dass alle aus /* entspringenden 
Bildungen auf Ueberschiebungen von Producten der A über Producte 
der C und auf die D zurückgeführt werden können; und man beweist 
ausserdem, ähnlich, wie es im vorigen Abschnitt bei der entsprechenden 
Gelegenheit geschah, dass die Anzahl der so entstehenden Neubildungen 
endlich sei. Als eine für den Gang des Beweises unwesentliche, aber 
für die Anwendung auf wirkliche Bildung von Formen um so wesent- 
lichere Modification tritt dabei die Bemerkung ein, dass man an Stelle 
der von den Formen (n— 1)*®' Ordnung herübergenommenen Bildungen 
Ay wenn (w — 1) nicht durch 4 theilbar ist, diejenigen setzen kann, 
die schon bei der nächstniedrigen durch 4 theilbaren Ordnung auftreten. 

Das System der C und D ist nichts anderes als das Formen- 
System derjenigen Bildungen zweiten Grades (a6)iax"~^ 6;r"~^; deren 
Ordnung niedriger als n ist, und deren simultanes Fomiensystem 
daher der Voraussetzung nach ein endliches ist. Nur bei den Formen, 
deren Grad n durch 4 theilbar ist, existirt eine Form zweiten Grades, 
deren Ordnung gleich n ist, und dieser Fall erfordert noch beson- 
dere Betrachtungen. 

Da die genannten Formen zweiten Grades aber sämmtlich den 

symbolischen Factor {abY haben, wo ^ > -ö; so wird die Einführung 

des Systems der C und D durch den folgenden Satz vorbereitet, dessen 
Beweis der Gegenstand des nächsten Paragraphen ist: 

Jede Covariante oder Invariante einer Form f 
der w*®° Ordnung kann in zwei Theile zerlegt werden, 
deren einer eine schon bei den Formen (n — 1)*" 
Ordnung auftretende Bildung ist, und deren anderer 

den symbolischen Factor {ah)*- enthält, wo A "^ 7^. 

Da der erste dieser Theile nothwendig eine Covariante ist, so 
kann er bei Invarianten nicht auftreten ; und für Invarianten insbesondere 
lautet der Satz also so: 

Jede Invariante einer Form w*®' Ordnung kann 
so dargestellt werden, dass sie den symbolischen 

Factor {aby hat, wo A ^ «■• 

Aber nicht nur für Invarianten ist jener erste Theil nothwendig 
Null, sondern auch für eine Classe von Covarianten. Derselbe lässt 
sich nämlich, wie wir sehen werden, immer so wählen, dass einer 

C leb seh, Theorie de? binftren »Igebr. Formen. 17 
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w 
der linearen symbolischen Factoren zu höherer als der -^**° Potenz 

vorkommt. Die Ordnung dieses Terms ist also immer grosser als 
ö + 5< — 1 , wo X den Grad desselben in den Coefficienten von / be- 
deutet, oder, was dasselbe ist, die Anzahl der in ihm auftretenden 
Symbole. Dieser Term muss also fortfallen, sowie dieser Ungleichung 
nicht mehr genügt wird, also wenn die Ordnung der betrachteten 

Form gleich oder kleiner als ^ + x — 1 ist. Und es ergiebt sich also 

der Satz: 

Jede Covariante von f, deren Ordnung nicht 

^ um mehr als -9— 1 grösser ist, als der Grad der- 

selben in den Coefficienten von f, kann aus Gliedern 
zusammengesetzt werden, deren jedes einen sym- 

bolischen Factor {ab)*' enthält, wo A > ^. 



8 68. Beweis der Zerlegbarkeit. 

Um die vorstehenden Sätze zu beweisen, bezeichne ich durch TT 
irgend eine gegebene Covariante oder Invariante der Form f, welche vom 
(m+1)'«" Grade in den Coefficienten sein mag. Nehmen wir an, der oben 
ausgesprochene Satz sei für Covarianten und Invarianten von w**° oder 
von niederem Grade bewiesen, wie er für den ersten Grad {f selbst) 
evident ist. Ich werde zeigen, dass er dann auch für den (m-|-l)^*° 
Grad richtig ist, womit er denn allgemein bewiesen ist. 

Die Function TT entsteht nach § 31. als Aggregat von Ueber- 
schiebungen der Form f über Covarianten des m^^ Grades. Von diesen 
nehmen wir den Satz als bewiesen an, und wollen ihn für TT selbst 
beweisen. Die verschiedenen Theile von TT entstehen also aus üeber- 
schiebungen von / über Formen, welche theils bereits den Factor 

(a&)^(/l>^) enthalten, theils Covarianten sind, welche schon bei 

niederen Ordnungen auftraten. Was nun die erste Art von üeber- 
schiebungen betriflFt, so verlieren sie den symbolischen Factor (ab)*- 
nicht, haben also schon die in dem Satze verlangte Form. Es handelt 
sich also -nur noch um die zweite Art, also um Ueberschiebungen von 
f über Covarianten, welche schon bei früheren Ordnungen auftreten, 
und von diesen ist zu zeigen, dass sie immer die im Satze angegebene 
Form annehmen können. 
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Aber wie schon oben angedeutet^ kann man zeigen, dass der 
Charakter dieser Covarianten noch mehr beschrankt werden kann; 
dahin numlich, dass man annimmt, dieselben enthalten nicht nur 
jedem ihrer Symbole entsprechend einen linearen Factor, sondern 
jedes Glied derselben enthalte auch mindestens einen derselben zu 

einer höheren als der ^r*®** Potenz. Covarianten, welche dieser Be- 

dingung Genüge leisten, und welche vom A*®° Grade in den Coefficienten 
von /"sind, mögen durch H Wh bezeichnet werden, wo wir uns unter 
jedem einzelnen Wh ein der Bedingung genügendes symbolisches 
Product denken. Wir setzen also voraus, dass bis zum m*®° Grade 
in den Coefficienten inclusive alle Covarianten (bez. Invarianten) die Form 

haben, und wollen zeigen, dass dann auch 

Nach dem oben Gesagten ist also nur zu beweisen, dass jede 
Üeberschiebung von f über eine Form Wm wieder durch 
Formen TFw+i und durch Glieder darstellbar ist, welche den 
symbolischen Factor (a6)^ enthalten. Ist dieser Beweis geführt, so 
ist auch der oben angegebene Satz erwiesen. 

Den Hilfssatz kann man nun folgendermassen einsehen. Dass er 
für die nullte Üeberschiebung richtig ist, sieht man sofort. Denn die 
nullte üeberschiebung von f mit einem Wm ist f . TF«, ein Ausdruck, 
welcher die Form TFm+t ^^t. Man kann also annehmen, der Satz 
sei für die x*® üeberschiebung von f mit W^ bewiesen, und hat nur 
zu zeigen, dass er dann auch für die (x + 1)'® richtig ist. 

Nun besteht die (x+1)*® üeberschiebung von /"mit einem Wm aus 
mehreren Theilen, welche sich dadurch von einander unterscheiden, 
dass jedesmal (x+1) andere lineare hxj c^ . . . Factoren von Wm in (&ä) 
(cfl) . . . verwandelt sind (§ 53.). Die Differenz zweier solcher Theile ist 
immer durch niedere üeberschiebungen ausdrückbar (ebenda, Satz 4.), 
hat also der Voraussetzung nach bereits die verlangte Eigenschaft:, 
sich aus Formen Tf^m-f-i und aus Gliedern mit dem symbolischen Factor 
[ah^ zusammensetzen zu lassen. Man braucht also nur noch für einen 
Term der üeberschiebung dasselbe zu zeigen. Ist symbolisch 

Wm = N .hj^ c^dx.. ., 

wo (>>^, so ist der Term der üeberschiebung, für welchen der 

Nachweis direct geliefert werden kann, derjenige, welcher bei mög- 
lichst ausschliesslicher Benutzung des symbolischen Factors hj^ entsteht. 

17* 
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w 

Ist die Hölie der Ueberschiebung kleiner als ^, also auch kleiner als 

(>, so ist dieser Term 

N. {ha)' M~' Cjr rfr . . . a.r"-'] 

dabei ist n—x>-j^, also hat dieser Term die Form Wm-^i' Ist tla- 

n 

gegen x>^ , so erhält der Term den Factor (6«)^, was denn wieder 

die verlangte Form giebt, ohne dass Ausdrücke W„^t dabei auftreten. 
Hiermit sind sämmtliche oben gegebene Sätze bewiesen. 

Uebrigens dienen die Formen Wy welche hier eingeführt wurden, 
nur dem gegenwärtigen Beweise, sowie dem Nachweise des am Ende 
des vorigen Paragraphen gegebenen Satzes. Im Folgenden ist es nicht 
nothig, sich der in der Einführung der W liegenden Beschränkuui^ 
zu bedienen; es genügt vielmehr der weniger aussagende, aber leichter 
auszusprechende Satz, dass alle Bildungen in Theile zerfallen, die aus 
den schon bei n—1 vorkommenden Bildungen entnommen sind, und 

aus Gliedern mit dem symbolischen Factor (a&)*, woil>-^. In dieser 

Gestalt ist der Satz im vorigen Paragraphen ausgedrückt worden, und 
in dieser Gestalt wird er auch im Folgenden benutzt werden. 



8 08« Folgerangeii aus dem Zerlegungssatte. 

Nimmt man zu dem Obigen hinzu, dass eine Covariante oder 
Invariante, welche den Factor {aby^^^ hat, immer in ein Aggregat 
solcher übergeführt werden kann, welche den Factor {aby* haben, 
so zeigt sich, dass das Verhalten der Covarianten einer Form 
n**' Ordnung ein verschiedenes ist, je nach dem Reste, 
welchen n nach der Zahl 4 lässt. Der kleinste Wertli der oben 
durch X bezeichneten Zahl ist, je nachdem n die Form 

n = 4Ä-3, 4A-2, 4A-1, 4A 
hat: 

A = 2A-1, 2Ä-1, 2h, 2/j. 

Aber durch die eben gemachte Bemerkung erhöht sich der un- 
gerade Werth von X in den ersten beiden Fällen um 1, so dass in 
allen vier Fällen als niedrigster Werth von X die Zahl 2 h angesehen 
werden kann. 

Bezeichnen wir durch TT« eine Covariante oder Invariante, welche 
bei Formen x**' Ordnung auftritt, durch a, & . . . m die in TTx auftretenden 
Symbole, so hat man hiemach folgende Gleichungen (wobei die FF 
mit verschiedenem Index ganz verschiedene, in keiner Weise gleichartige 
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Bildungen bezeichnen können, ein TT mit demselben Index in ver- 
schiedenen Gleichungen aber Gleiches oder Verschiedenes bedeuten 
kann): 

TTu = TT4A-1 . «x &jr . • tUr + {a hf' . M 
TTi A_i = TT4>i-'2 . flx ix • ff^x + {fi by^ . M' 
TfAf^2==niA-Z'asb^ , . ,m^+ {aby^.M" 
TT4 A-3 = TT4A-4 .ajcbjc.., m^c + {a by^ . M"\ 

d.h. es drückt sich eine Covariante einer Form 4 ä*«', (4ä— 1)*®', (4//— 2)^% 
4A— 3)*®' Ordnung immer aus durch eine Summe, deren erster Theil 
aus Bildungen besteht, welche bereits bei den Formen der um je 1 
niederen Ordnung auftreten, und deren zweiter Theil in allen seinen 
(Jliederu den symbolischen Factor {aby^ hat. Aber man kann diese 
so analogen Resultate combiniren, indem man die ersten Tlieile der 
Summe in jeder der -Gleichungen mit Hilfe der folgenden modificirt, 
wobei sich denn freilich immer auch der zweite Theil ändert, insofern 
neue, mit dem symbolischen Factor [aby^ behaftete Terme hinzutreten. 
Demnach kann man den Gleichungen die Gestalt geben: 

n4>^-2 = n,/,-4 . a/ bj... m/+ (aby^ . N' 
Tfi >^, = Tli n-i . aj bj.,. m/ + {a by * . W 
T\,H = Tlu-A . aJ bj... m/ + {a by^ . N"\ 

und bat also den Satz: 

Die Covarianten und Invarianten der Formen 

von den Ordnungen 4A— 3, 4h— 2, 4h — l, 4h setzen 

.sich aus Bildungen zusammen, welche schon beiden 

Formen (4Ä — 4)*«' Ordnung aufgetreten sind, und aus 

solchen, welche den symbolischen Factor {aby^ 

haben. 

Das letztere lässt sich nach § 31. noch anders ausdrücken. Denn 

wenn eine Bildung den symbolischen Factor {aby^ hat, so entsteht 

sie durch Ueberschiebungen von Formen niederen Grades mit den 

Covarianten zweiten Grades, welche eben dieses Symbol enthalten, 

also mit den Formen : 

{aby^ a^^-^Ä &,'-2A, (a6)2*H-2a^"-2A-2 6^"-2a-2^ 
{aby^ a^«-2*-^ 6,»-'*-*, . . . 

Von diesen Formen ist nur bei n = 4h die erste von der Ordnung 
II selbst; die anderen und in den übrigen Fällen auch die erste sind 
von niederer Ordnung. Die erste hat für 

w = 4Ä-3, 4A-2, 4A-1, 4h 
die Ordnungen 

4A-6, 4Ä-4, 4A-2, 4A; 



262 Sechster Abschnitt. Endlichkeit 

und da die Ordnungen der Formen zweiten Grades von 4 zu 4 fort- 
schreiten ^ so giebt es keine unter den obigen nicht enthaltene^ deren 
Ordnung gleich oder kleiner wäre als n. Man kann daher auch den 
folgenden Satz aussprechen: 

Alle Govarianten und Invarianten der Formen 
von der Ordnung n = 4A — 3, 4A — 2, 4A — 1, 4A zer- 
fallen in Covarianten^ welche schon bei der Ordnung 
4A — 4 aufgetreten sind, und in Ueberschiebungeii 
von Bildungen niederen Grades mit denjenigen 
Formen zweiten Grades, deren Ordnungen kleiner 
als n, bez. im letzten Falle gleich n sind. 

I 70. Wenn alle Formen f bis zur (n — l)t«° Ordnung endliche voll- 
gtindige Systeme von Invariiinten und CoTarianten besitzen, so haben 
anch die Formen nter Ordnung solche. Beweis für dleFftUe, wo n nicht 

durch 4 theilbar Ist« 

Mit Hilfe des obigen Satzes lässt sich nun ein grosser Tlieil des 
Beweises für die Endlichkeit des vollständigen Fomiensystems von f 
führen. 

Nehmen wir an, es sei die Endlichkeit des Formensystems bereite 
für alle Functionen bewiesen, welche von niederer als der n**" Ordnung 
sind. Es kommt dann nur darauf an, zu zeigen, dass auch für die 
n*^ Ordnung das Formensystem endlich ist; denn da die Endlichkeit 
für die niederen Ordnungen bereits festgestellt ist, so ist sie dann 
allgemein nachgewiesen. 

Der Beweis, dass wirklich aus der Endlichkeit für Formen bis 
zur Ordnung n—l inclusive auch die Endlichkeit für die n** Ordnuncf 
folgt, lässt sich nun mittelst des Obigen immer führen, sobald »i vou 
der Form 4ä — 3, 4A — 2, 4A— 1 ist, und erfordert nur eine Er- 
gänzung, wenn n=4A. 

Nehmen wir also an, es sei n nicht durch 4 theilbar (n=4/i— 3, 
47t— 2, 47t— 1). Diejenigen schon bei 4Ä — 4 auftretenden Formen; 
welche nicht den symbolischen Factor {aby^ enthalten, seien 

Ihre Zahl ist der Voraussetzung nach endlich. Da sie erst durch 
HinzufOgung von symbolischen Factoren a, 6* . . . auch den Formen 
n^»' Ordnung zugehoren, so sind sie sämmtlich Covarianten. 

Die zu f gehörigen Formen zweiten Grades sind in diesem Falle 
sämmtlich von niederer als der n*«** Ordnung. Wenn man sie also 
als unabhängige Orundformen betrachtet, so gehören ihnen endliche 
vollständige Systeme von Covarianten und Invarianten zu; und auch 
die aus ihnen zusammengeBetzten simultanen Bildungen besitzen also 
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ein solches endliches ToUstandiges System (§ 54.)* Dieses letztere 
bestehe aus den Govarianten 

und aus den Invarianten 

Der am Ende des vorigen Paragraphen gegebene Satz zeigt ^ dass 
alle Covurianten und Invarianten von f aus Producten der A und aus 
Formen sich zusammensetzen, vrelche durch üeberschieben der niederen 
Formen zweiten Grades über Covarianten von f, also über ebenso 
zusammengesetzte Formen entstehen.. Durch Fortsetzung dieses Pro- 
cesses folgt leicht der Satz: 

1. Jede Covariante von f ist additiv zusammen- 
gesetzt aus Producten der A und aus Termen, welche 
ausser Factoren D noch Ueberschiebungen von 
Producten der C über Producte der A enthalten. 

Dieser Satz ist nämlich jedenfalls richtig für die Bildungen ersten 
und zweiten Grades, welche theils den A, theils den C, D selbst 
zugehören. Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (m — 2)*«" 
Grade einschliesslich als erwiesen an , und zeigen wir, dass er dann 
auch für Formen vom «i*®° Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 
Nun zerlegt sich jede Covariante m*®** Grades nach dem Vorigen in 
eine ganze rationale Function der A und in Ueberschiebungen der 
niederen Formen zweiten Grades, also der einfachsten C (resp. D) über 
Formen (m — 2)*«»* Grades, während der Voraussetzung nach diese 
Formen (w — 2)*'° Grades in Producte der A und in Ueberschiebungen 
von Producten der C über Producte der A (nebst etwaigen Factoren D) 
zerfallen. Jede Covariante w*®° Grades wird also aus dreierlei ver- 
schiedenartigen Theilen gebildet: 

1.' Producten der -4, 

2. Ueberschiebungen von Formen C über Producte der A^ 

3. Ueberschiebungen von Formen C über Ueberschiebungen von 
Producten der C mit Producten der J., wobei die letzteren auch 
Factoren D enthalten können. 

Die Theile der ersten und zweiten Art haben schon die verlangte 
Form, und auch der Voraussetzung nach jeder Theil dritter Art, 
welcher Factoren D enthält, da nach Weglassung dieser Factoren 
der Term von niederem Grade wird, also der Voraussetzung gemäss 
die im Satze angegebene Form hat. Aber auch für Theile der dritten 
Art, welche keinen solchen Factor enthalten, sieht man dasselbe 
sogleich ein. Bezeichnen wir nämlich das in ihm vorkommende Product 
der A durch q)J^^ so enthält die betrachtete Bildung ausser den C 
nur noch das Symbol (p, kann also nach § 31. durch Ueberschiebungen 
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der Producte q>/' mit Formen gebildet werden, welche nur die Sym- 
bole der C enthalten, also selbst Aggregate aus Producten der C, D 
sind; womit denn wieder die verlangte Form hergestellt ist. 

Hiermit ist der obige Satz bewiesen. 

2. Man kann nun aber weiter zeigen, dass an Stelle der 
hier auftretenden Ueberschiebungen von Producten der 
A über Producte der C immer Theile derselben gesetzt 
werden können; wie dies ähnlich in § 54. geschehen konnte. 
Es ist nur nöthig, zuvor genau festzustellen, was hier unter 
einem Theile einer üeberschiebung zu verstehen ist. Bei der Unter- 
suchung der simultanen Systeme, welche aus zwei von einander 
unabhängigen vollständigen Systemen entstehen (§ 54.), wurden die 
Theile der Ueberschiebungen so gebildet, dass in einem Producte 
von Formen des einen Systems jede Form entweder durch ihre eigenen 
Symbole ausgedrückt werden konnte, oder durch Symbole, welche 
niederen Formen desselben vollständigen Systems angehören, wie z. B. 
die Form T, welche bei den Formen vierter Ordnung auftritt, dabei 
ebensowohl durch das Symbol Tx", wie durch das ^ymho\{aH)ax^hJ 
dargestellt werden konnte. In ähnlicher Weise müssen wir hier 
verfahren. Denn obgleich die «Systeme der A und der C hier aus 
derselben Grundform entsprungen, also keineswegs von einander unab- 
hängig sind, müssen wir sie hier doch als von einander unabhängig 
behandeln ; wir dürfen also bei Bildung der Ueberschiebungen Symbole 
der A nur durch Symbole von niedrigeren Formen ausdrücken, welche 
selbst unter die A gehören, und Symbole der C nur durch solche, 
welche selbst unter die C gehören; so dass also stets ein aus- 
schliesslilich die Symbole der A enthaltender Ausdruck über einen 
ausschliesslich die Symbole der C enthaltenden geschoben wird. 

Bei dem Beweise tritt sodann dem Beweise des § 54. gegenüber 
der neue Umstand hinzu, dass die Formen C zwar, nicht aber diei 
ein vollständiges System bilden, vielmehr letztere nur ein solches sind 
bis auf additive Terme, welche den symbolischen Factor (a6)'* ent- 
halten. 

Um den Inhalt des ausgesprochenen Satzes zu verdeutlichen und 
zugleich den Beweis zu ermöglichen, denken wir uns alle in Bede 
stehenden Ueberschiebungen zusammen mit den Producten und Po- 
tenzen der Formend, C, D selbst (nullte Ueberschiebungen) in einer 
gewissen sogleich anzugebenden Weise geordnet. Wenn nun gezeigt 
wird, dass die Differenz zwischen einer Üeberschiebung und einem 
ihrer Glieder in dem oben definirten Sinne sich durch Formen aus- 
drücken lässt, welche nach dieser Anordnung früher vorkommen, so 
folgt, dass das ganze System der Ueberschiebungen in seiner Voll- 
ständigkeit nicht geändert wird, wenn man jede Üeberschiebung 
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durch einen solchen Theil derselben ersetzt Denn ist das System 
der Ueberschiebungen ursprünglich etwa durch die Formen 

gebildet, so führt man an deren Stelle jetzt die Theile der Ueber- 
schiebungen : 

ein, in welchen die a, /J, y... numerische Coefficienten bedeuten; 
aus diesen aber lassen sich jene ersten wiederum zusammensetzen und 
die letzteren bilden daher ein ebenso vollständiges System wie die 
ersteren. Es bleibt also nur zu zeigen, dass bei einer gewissen An- 
ordnung aller Ueberschiebungen die Differenz einer solchen und eines 
ihrer Glieder ein Aggregat früherer Formen ist. Eine solche Anord- 
nung ist folgende. 

Wir ordnen (vgl. § 54.) die Producte der A, C, D, sowie die 
Ueberschiebungen der Producte der A und C zunächst nach der 
Gesammtordnung in den Coefficienten von f (aufsteigend). 

Wir ordnen sie zweitens innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade 

in den Coefficienten von f, so weit sie von den A herrühren (auf- 
steigend). 

Wir ordnen sie endlich in diesen Gruppen nach der Höhe der 
Ueberschiebungen (aufsteigend). 

Wie gleich hohe Ueberschiebungen innerhalb derselben Gruppe 
weiter geordnet werden, ist gleichgiltig. 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen der Ueberschiebung 
eines Products der A über ein Product der C und einem der oben 
definirten Theile einer solchen Ueberschiebung ein Aggregat von 
niederen Ueberschiebungen. Bei jedem der ij} diesen niederen Ueber- 
schiebungen auftretenden Functionenpaare enthält die eine Function 
nur Symbole der A, und ihr Grad in den Coefficienten von f ist 
gleich dem Grade des in der ursprünglichen Ueberschiebung auftretenden 
Productes der A. Die zweite Function enthält nur Symbole der C, 
und sie ist in Bezug auf die Coefficienten von f von demselben Grade, 
wie das ursprünglich angewandte Product der C. Die letzte Function 
ist also selbst ein Aggregat von Producten der C, D; die erstere 
aber, eine aus den Symbolen der A zusammengesetzte Form, besteht 
aus zwei Theilen. Einer dieser Theile ist ein Aggregat von Producten 
der A] der andere besteht aus Ueberschiebungen von Producten der 
C über Producte der A, wobei noch Factoren D hinzutreten können. 

Die erwähnten niederen Ueberschiebungen zerfallen daher in 
folgende Gruppen: 
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1) Niedere Ueberschiebungen von Producten der A über Producte 
der C; beide Producte sind in den Coefficienten von f von gleicher 
Ordnung wie die ursprünglichen, und diese Ueberschiebungen sind also 
der obigen Anordnung nach frühere Formen. 

2) Theile, bei denen an Stelle der Producte der Ä Ueber- 
schiebungen von Producten der A über Producte der C getreten sind. 
Diese Theile sind von demselben Gesammtgrade in den Coefficienten 
von /", wie die ursprüngliche Ueberschiebung; aber aus dem früher 
von den A herrührenden Grade sind Dimensionen ausgeschieden und 
in C übergegangen. Diese Theile werden also erzeugt durch Ueber- 
schiebungen niederer Producte der A über höhere Producte der Cj 
doch so , dass der Gesammtgrad erhalten bleibt. Auch diese also sind 
frühere Formen. 

3) Theile, bei denen Factoren D ausgeschieden sind, welche also 
frühere Formen sind, weil sich der Gesammtgrad der übrigbleibenden 
Factoren erniedrigt hat. 

Die fragliche Diflerenz ist also wirklich durch frühere Formen 
ausdrück bar, wie zu* beweisen war. 

3. Nach dem Vorigen konnten die Ueberschiebungen von Producten 
der A über Producte der C durch Theile derselben ersetzt werden. 
So oft nun ein in Factoren zerfallender Theil existirt, wählen wir 
diesen. Jede solche Ueberschiebung aber kann dann, als ausdrückbar 
durch niedere Formen, ausgelassen werden. Und man hat den Satz: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
ganze Functionen der ^, C, 2) und der jenigen Ueber- 
schiebungen der Producte der J. über die Producte 
der C, in denen kein zerfallender Term vorkommt 

Da nun schon in § 54. bewiesen wurde, dass, wenn die A und 
die C endlich an Zahl sind, auch die Anzahl derjenigen Ueber- 
schiebungen von Producten der -4 mit Producten der C eine endliche 
ist, welche kein zerfallendes Glied enthalten, so hat man nunmehr 
den Satz: 

Wenn die Formen (4/i — 4)**' Ojdnung ein end- 
liches vollständiges System von Invarianten und 
Covarianten besitzen, so kommt auch den Formen 
(4A — 3)*«', (4Ä— 2)*«', (4A — 1)*«' Ordnnng ein solches zu. 

Um die Endlichkeit des vollständigen Systems für jedes f zu 
beweisen, ist also nur noch nöthig, den Fall zu behandeln, wo n 
durch 4 theilbar ist, n = ih, und wobei vorausgesetzt wird, dass für 
niedere Ordnungen der Beweis geliefert sei. 
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i 71« Der Fall, wo n durch 4 theilbar ist« Eigenscbaften der Corariante 

nter OrdnuDg and zweiten Orades. 

Auf den Fall n = 4h konnte der oben geführte Beweis nicht 
aasgedehnt werden, weil in diesem Falle nnter den niederen Formen 
zweiten Grades sich die Form 

befindet, welche selbst von der Ordnuug n ist. 

Um diesen Fall zu behandeln, werden wir das System der im 
Vorigen angewandten Formou A um eine endliche Anzahl gewisser 
anderer Formen vermehren, welche aus ihnen und aus K gebildet 
sind. Alsdann schliesst man K von der weiteren Benutzung aus und 
stellt dem erweiterten System der Formen Ä das System der Formen 
C, D gegenüber, welches aus den Formen 

(a hy^+^ a,2*-2 1^2 A-2^ (^ J)2A+4 ^fJh-A J^?A-I . ^ . 

entsteht. Diese sind wiederum sämmtlich von niederer Ordnung als 
«, und das aus ihnen gebildete System der C, D.ist dalier der Voraus- 
setzung gemäss wiederum endlich. Man kann alsdann auf das erweiterte 
System der Ä und das System dieser C-, 2>, zu denen noch eine unten 
zu definirende einzelne Invariante J tritt, dieselben Betrachtungen, 
wie im Vorigen anwenden, und erledigt so den Beweis mit Hilfe der 
nämlichen Principien. 

Um aber zu dem erweiterten Systeme der A zu gelangen, ist es 
nothig, einige die Form K betreffende Sätze vorauszuschicken. 

1. Die Ueberschiebungen von K mit f, deren 
Hohe wenigstens gleich 2h ist, lassen sich aus 
Gliedern zusammensetzen, welche den symbolischen 
Factor (ai)'^*+^ enthalten, ausgenommen die 4ä** 
Ueberschiebung, welche die Invariante 

J=(a&)2A(ac)2Ä(6c)'* 
liefert. 

Es sind nämlich die Glieder der (2A + A)**«* Ueberschiebung von 
K mit f (A^O, 1,2... 2ä— 1) sämmtlich von der Form: 

(1) Qc^^iaby^ (acy *-<' (6c)<'+^ a,^ hj^-^-^ c^^^-^ 

(<y=0, 1,2...2A-A). 

Daher hat die Differenz zweier Glieder, bei denen die Werthe 
von 6 sich nur um 1 unterscheiden, den Factor 

eine solche Differenz enthält also den Factor («6)^^+^, aus welchem 
nach § 15. sich auch immer der Factor (a&)^^+2 ableiten lässt. Kann 



268 Sechster Abschnitt EndHchkeit 

man daher noch zeigen ^ dass irgend eines der Glieder (1) ebenfalls 
so geschrieben werden kann, dass (<7 6J-*+- als symbolischer Factor 
auftritt, so lasst sich jedes so schreiben, indem es sich aas diesem 
und den obigen Differeuzen zusammensetzt, und daher ist dann auch 
die ganze Ueberschiebung so darstellbar. Ein solches Glied ist nun 
bei ungeradem l: 

welclies durch Vertausch ung von b mit c sein Zeichen ändert und also 
identisch verschwindet Bei geradem k aber hat man aus 

durch Vertauschuag von a mit c und Addition beider Ausdrucke: 

= i (arV-^-' {^ahy-^' (/>c/-^» l^'^-^-^ a^ c, 

oder, wenn man die •Potenz von (bc) dr — ((ic) bjc entwickelt: 

^ _ ^I!-:Jlz1 (ar)^A(rt 6)1+1 (hc-y*-' «^^*-^~' 6x-*-^-V^ + (ac)^H-t X 

wo nun der Factor von ^ rechts durch Vertauschung von a mit 

r in G übergeht, während («c)*^+' M nach § 15. in (ac)'^+^ JT ver- 
wandelt werden kann. 

Der Ausdruck y 1 J (r, = ^j Gj nimmt also 

den symbolischen Factor (flt)-^-*-'- an und daher, da für gerades ^ der 
Factor 2 Ä — A — 3 nicht verschwindet, auch Gj selbst. Diese Ableitung 
setzt nur voraus, dass die in den Formeln als Exponent auftretende 
Zahl 2h — X — l nicht negativ sei. Der Fall A = 2 A ist dadurch aus- 
geschlossen, wie der Satz es auch aussagt. Der Satz ist also in allen 
Theilen bewiesen. 

An diesen Satz knüpft sich der folgende: 

2. Die Ueberschiebungen von Ä' Ober sich selbst, 

deren Höhe wenigstens gleich 2h ist, zerfallen in 
Glieder, welche theils den symbolischen Factor 
(a6)-*-«-2, theils den Factor J enthalten. 

Die Glieder f^ dieser Ueberschiebungen entstehen aus G«, indem 
man c durch x ersetzt; daher enthalten wie dort die DiflFerenzen fa— r^+i 
immer den symbolischen Factor (aby^-. Es ist also nur noch zu 
zeigen, dass irgend ein f den Forderungen des Satz^ genügt. Nun ist 

r^ = (a6pA (axp* (bxy V*"^ xj^^] 
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es enthalt den Factor («x)^* und entstellt also durch Ueherschiebung 
anderer Formen mit denjenigen, welche den symbolischen Factor 
{axy* und ausser a und x kein weiteres Symbol enthalten. Dies 
aber sind die Formen, von denen im vorigen Satze ausgesprochen 
wurde, dass sie bis auf e7 den symbolischen Factor (a&P^+^ enthalten. 
Daher ist der obige Satz für Vq und somit auch für die ganzen im 
Satze genannten Ueberschiebungen bewiesen. 

Da jede den symbolischen Factor (xx')^* enthaltende Form durch 
Ueberschiebungen der hier behandelten Formen mit Formen niedern 
Grades entsteht, so kann man diesen Satz auch so aussprechen: 

Jede den symbolisch enFactor(xx')'^ enthaltende 
Form zerfällt in Glieder, welche theils den sym- 
bolischen Factor (at)**+^, theils den wirklichen 
Factor J^ enthalten. 



i 72. Beweis der Existenz eines endlichen ToUstSndigen Systems für 

den Fall 9 wo n durch 4 theilbar Ist. 

Bezeichnen wir nun wieder durch 

diejenigen Covarianten von f, welche schon bei den Formen {4h — 4)**' 
Ordnung als Bildungen auftreten und welche nicht den symbolischen 
Factor (ahy^ enthalten. Ihre Zahl ist nach der Voraussetzung endlich. 
Bilden wir dieselben Formen f ür Ä^ als Grundform, und scheiden 
wir alle diejenigen aus, welche den symbolischen Factor (xx'P* oder 
deren Glieder den symbolischen Factor (a&)'^+*^, resp. J, haben, so 
erhalten wir Bildungen, welche durch 

bezeichnet werden mögen und zu welchen K selbst gehört. 

Galt für die A der Satz, dass jede Covariante von f sich aus 
Producten der A und aus Formen zusammensetzt, welche den sym- 
bolischen Factor (a&)^^ haben, so entspricht diesem, dass alle Co- 
varianten von K sich aus Producten der A' und aus solchen Formen 
zusammensetzen, welche entweder den symbolischen Factor (xx')^* oder 
den symbolischen Factor (a&)'*+^ haben. Aber von den letzten Be- 
stimmungen kommt die erstere auf die letztere nach dem vorigen 
Paragraphen zurück, abgesehen von Gliedern, die den wirklichen 
Factor J haben. Man hat also den Satz: 

Alle Covarianten von K setzen sich aus Pro- 
ducten der A' zusammen, und aus Gliedern, welche 
theils den symbolischen Factor (a6)^^"*"^, theils den 
wirklichen Factor J haben. 
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Aehnlich wie in § 70. beweist man nun eine Reihe von Sätzen 
über die Art und Weise, in welcher alle Invarianten und Co Varianten 
von f sich ausdrücken lassen. 

1. Jede Covariante oder Invariante von /"setzt 

sich zusammen aus einer ganzen Function der A, 

der A und der Ueberschiebungen von Producten 

der^überProducteder A\ und aus Gliedern, welche 

den symbolischen Factor (a6)^*+' oder den wirklichen 

Factor J enthalten. 

Dieser Satz ist richtig für die Bildungen ersten und zweiten 

Grades, welche theils den A, theils den A', C, D selbst angehören. 

Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (m— 2)**" Grade 

einschliesslich als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann auch für 

Formen vom m**° Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. Nun 

zerlegt sich jede Covariante oder Invariante m*®** Grades nach dem 

Früheren in eine ganze rationale Function der A und in Terme, welche 

den symbolischen Factor {aby^ haben, also aus Ueberschiebungen 

von Formen (m— 2)*®" Grades über K (welches den A' angehört) nnd 

über die niedern Formen zweiten Grades (welche zu den C geboren) 

entstanden sind. 

Von den Formen (m— 2)*«° Grades, über welche K und die 
niederen Formen zweiten Grades hierbei geschoben werden, gilt der 
Voraussetzung nach bereits der zu beweisende Satz. Demnach besteht; 
indem wir die im Satz enthaltene Form insbesondere für die über K zu 
schiebenden Ausdrücke einsetzen, jede Invariante und Covariante aus 
Theilen folgender Art: 

1. aus einer ganzen Function der -4; 

2. aus der Ueberschiebung von Ä^ (einem A') über eine ganze 
Function der Aj A und der Ueberschiebungen von Producten der A 
über Producte der A\ 

3. aus Gliedern, welche den symbolischen Factor (afe)^^* oder 
den wirklichen Factor J haben. 

Die erste und dritte Classe von Gliedern hat schon die verlangte 
Form; nur von der zweiten Classe ist noch zu reden. 

Die Glieder dieser Classe kann man nach einem oft angewandten 
Satze aus Ueberschiebungen entstehen lassen, bei welchen, immer eine 
nur aus Symbolen der A zusammengesetzte Form über eine nur aus 
Symbolen der A zusammengesetzte geschoben wird; also, wenn wir 
die j1 und die A wie zwei Systeme unabhängiger Formen behandeb, 
eine Covariante der A über eine Covariante der A, Die letztere ist 
nach dem Vorigen bis auf Glieder mit den Factoren (a6)^^+^ und / 
durch eine ganze Function der A ersetzbar; und da die Glieder mit 
den Factoren (a ft)2*+2 ^^j j jj^ jj^ dritte Classe gesetzt werden können, 
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80 bleiben in der zweiten Classe nur Ueberschiebungen von Producten 
der Ä über Goyarianten der A, 

Die letztem, welche höchstens vom Grade m — 2 sein können, 
bestehen der Annahme nach aus einer ganzen Function der Ay der 
Ä und der Ueberschiebungen von Producten der A über Producte 
der A'y und aus Gliedern, welche den symbolischen Factor (a6)^^+^ 
oder den wirklichen Factor J besitzen. Scheiden wir also wieder aus, 
was schon den Forderungen des Satzes genügt, so bleiben nur die- 
jenigen Glieder übrig, bei denen Producte der A' über Terme ge- 
schoben werden, welche nicht mehr ausschliesslich Producte der A 
sind, sondern nothwendig ausser Factoren A auch Factoren A' oder 
Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A\ ent- 
halten. Wenn wir also diese Glieder zweiter Classe wieder durch 
Ueberschiebungen von Producten der A' über Covarianten der A er- 
setzen, so sind wir bei dieser Betrachtung, von Ueberschiebungen 
der Producte der A' über Covarianten der A ausgehend, wieder zu 
solchen gekommen. Aber während der Gesammtgrad in den Coef- 
ficienten von f beidemal derselbe war, ist der von den A herrührende 
Theil des Gesammtgrades geringer geworden. Fahren wir also auf 
dieselbe Weise fort, so können wir die Glieder zweiter Classe, immer 
mit Ausscheidung von Termen, welche den Bedingungen des Satzes 
schon genügen, auf andere zurückführen, in denen immer höhere 
Producte der A' über immer niedrigere Covarianten der A geschoben 
werden. Man gelangt also endlich zu Gliedern, welche nur noch 
A\ die A aber gar nicht mehr enthalten, und daher durch Producte 
der A' und durch Glieder der dritten Classe ersetzbar sind. 

So sind also all^ oben aufgeführten Glieder auf die im Satze an- 
gegebene Form zurückgeführt, und der Satz ist damit bewiesen. 

2. In dem obigen Satze kann man die Ueber- 
schiebungen von Producten der A über Producte 
der A' immer durch Theile derselben ersetzen. 

Tl^isile der Ueberschiebungen werden dabei nur so zu bilden sein, 
dass man die A entweder durch ihre eigenen Symbole oder wieder 
durch Symbole anderer A, aber nicht durch andere Symbole aus- 
drücken darf; das Entsprechende gilt in Bezug auf die A\ 

Der Beweis wird ganz wie in § 70. geführt. Man zeigt, dass, 
wenn man eine bestimmte Anordnung der genannten Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) voraussetzt, Theile der Ueberschiebungen 
sich von den ganzen nur durch Terme unterscheiden, welche theils 
sich aus früher auftretenden Ueberschiebungen zusammensetzen, 
theils den symbolischen Factor (a&)'*+^ oder den wirklichen Factor 
J enthalten. Bis auf die letztgenannten Glieder, welche überhaupt 
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gleichgiltig sind, kaan man also die ganzen Ueberschiebungen aus 
den für sie eintretenden Theilen zusammensetzen, wodurch der Sau 
bewiesen ist. 

Die Anordnung ist, ganz entsprechend dem unter 2. § 70. Ge- 
sagten, folgende: Alle Ueberschiebungen von Producten der Ä über 
Producte der A\ einschliesslich der A, A und ihrer Producte selbst, 
ordnet man 

1. nach dem Gesammtgrad in den Coefficienten von /"(auf- 
steigend) ; 

2. innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade, soweit er von den 
A herrührt (aufsteigend); 

3. innerhalb dieser secundären Gruppen nach der Höhe der 
Ueberschiebung (aufsteigend). 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen einer Ueberschiebung 
und einem ihrer Theile im oben definirten Sinne ein Aggregat aus 
niederen Ueberschiebungen von Covarianten der A über Covarianten 
der Ä. Statt der letztem kann man bis auf Terme mit dem sym- 
bolischen Factor (a6)^*+* oder mit dem wirklichen Factor J Producte 
der Ä setzen. Statt der erstem aber muss man entsprechend nicht 
nur Producte der A^ sondern auch noch Aggregate der A^ Ä und 
der Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der Ä 
setzen. Die von den Producten der A herrührenden Bestandtheile 
des Aggregates kommen in der obigen Anordnung früher vor, weil 
sie in niederen Ueberschiebungen auftreten. Die anderen lassen sich 
auf Ueberschiebungen von Covarianten der Ä über Covarianten der 
A zurückfahren , bei denen der Grad , soweit er von den A herrührt, 
niedriger ist als in dem Aggregate selbst. Man ersetzt sie durch 
Ueberschiebungen von Producten der Ä über Covarianten der -4, und 
die Covarianten der A durch ganze Functionen der A^ A' und der 
Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A\ Schei- 
det man hier nun die Theile aus, welche nur von Producten der A 
herrühren, so sind dieses der obigen Anordnung nach früher^ Ueber- 
schiebungen, weil der Grad, soweit er von den -4. herrührt, niedriger 
ist. Der Rest aber, welcher dann übrig bleibt, ist abermals, soweit 
die A noch darin vorkommen, von niederem Grade u. s. w. 

Man gelangt also auf diesem Wege für die Differenz zwischen 
einer Ueberschiebung eines Products der A' über ein Product der A 
und zwischen einem Theile derselben zu einem Ausdruck, welcher 
zunächst aus einer niedern Ueberschiebung besteht, sodann aber ans 
einer Reihe von Ueberschiebungen der Producte der A über Producte 
der Ay bei denen die letzteren Producte immer niedrigem Grades 
werden, und welche also mit Producten der A' allein endigen 
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mass. Jene Differenz ist also in frQher auftretende Formen aufgelöst, 
wie es sein sollte. 

3. Da nun wieder statt der Ueberschiebungen von Producten der 
A über Producte der A Theile derselben gesetzt werden können, so 
kann man, so oft zerfallende existiren, immer diese wühlen; und 
wenn man also eine möglichst geringe Zahl von Formen sucht, aus 
denen alle sich zusammensetzen lassen, so kann man diese ganz über- 
gehen. Die Anzahl der übrigbleibenden Ueberschiebungen ist aber 
endUch, und man kann den Satz aussprechen: 

Bezeichnen wir durch A"yA^',..AQ' die Formen 
Ay Ä und diejenigen ihrer Ueberschiebungen, 
welche kein zerfallendes Glied enthalten, so ist 
jede Covariante oder Invariante von /* zusammen- 
gesetzt aus einer ganzen Function der endlichen 
Formenreihe Ä' und aus Termen, welche den sym- 
bolischen Factor («6)^^+^ oder den wirklichen Factor 
J enthalten. 

Hiermit ist der Unterschied aus dem Wege geräumt, welcher bis- 
her zwischen den Formen einer durch 4 theilbaren Ordnung und den 
andern bestand; nämlich der Unterschied, dass unter den Formen 
zweiten Grades mit dem symbolischen Factor (er 6)'* sich eine (K) 
befand, deren Ordnung gleich der von f war, deren vollständiges 
System also nicht als endlich vorausgesetzt werden durfte. Wir können 
den Beweis des § 70. jetzt sofort wörtlich wiederholen, wenn wir 
nur an Stelle der A das erweiterte System der -ä", an Stelle der C, 
D das simultane Formensystem der Formen 

setzen, den D aber noch die Invariante J hinzufügen. 
Somit ist denn also überhaupt der Satz bewiesen: 

Jede binäre Form besitzt ein endliches voll- 
ständiges System von Invarianten und Govarianten. 

Und indem wir die Sätze des § 54. hinzunehmen, haben wir 
ebenso für ein System von Formen den Satz: 

Jedes System simultaner binärer Formen besitzt 
ein endliches vollständiges System von Invarianten 
und Govarianten. 



C leb ich, Theorie der hin&ren algebr. Formen. 18 
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§ 78. Formensystem der Formen ffinfter OrdniiBg* 

Als Anwendung und Erläuterung der obigen Betrachtungen will 
ich die vollständigen Systeme der Formen fünfter und sechster Ord- 
nung entwickeln ; wobei denn zugleich einige Hauptpunkte aus der 
Theorie dieser Formen zu besprechen sein werden. Den allgemeinen 
Untersuchungen des Vorigen gegenüber handelt es sich nunmehr da- 
rum, aus den Systemen, wie sie allgemein entwickelt wurden, alle 
überflüssigen Formen auszuscheiden; und man wird sehen, wie schon 
bei den Formen sechster Ordnung die Zahl der auszuscheidenden 
Formen sehr gross ist und ihre Ausscheidung nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten mit sich führt. Man sieht, wie auf diese Weise trotz 
der principiellen Erledigung der ganzen Frage für jede besondere 
Ordnung noch immerhin gewisse, dieser Ordnung eigenthümliche 
Aufgaben zu losen bleiben, wenn man ein kleinstes yollstandiges 
System angeben will. 

Die Form fünften Grades 
besitzt zwei Gorarianten zweiten Grades: 

Nach § 70. entstehen alle zu f gehörige Formen, indem man 
Producte von solchen Formen, welche schon bei Formen yierteu 
Grades auftreten und welche den symbolischen Factor (aft)^ nicht ent- 
halten, über Producte von Formen schiebt, welche zu denjenigen aus 
f entstehenden Formen zweiten Grades gehören, deren Ordnung nie- 
driger als n. Man sieht, dass diese niederen Formen zweiten Grades 
sich auf die Form i reduciren, und sie selbst liefert nur noch eine 
Invariante : 

Dagegen bestehen die aus der vierten Ordnung herübergenommenen 
Formen aus den folgenden 5: 

Von diesen ist die vierte wegzulassen, da sie den symbolischen 
Factor {aby enthält. Aber auch die fünfte lässt sich so umformen, 
dass dieser Factor erscheint. Denn da aus der Identität 

die Gleichung • 

]f + q^ + r^ = i^pqr 

folgt, so hat man, wenn 
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gesetzt wird: 

(ab) (bc) {ca) a, 6, c, = ^ } (fcc)» aj + (caf b/ + {abf c,^ ) . 

Mnltiplicirt man dies mit (ab) (bc) {ca), so entsteht links J, rechts 
aber erhält man drei gleiche Terme, und also 

j = — (a by (ac) (bc) Cj?. 

Diese Form enthält^ wie man sieht , den Factor (a&)^; sie entsteht 
übrigens als zweite Ueberschiebnng von f über i und kann daher auch 
so geschrieben werden: 

Es sind also nur die drei Formen f, H, T, deren Producte von 
der Form f* HP T^ man über Potenzen von % zu schieben hat, um alle 
Formen des Systems von f zu finden; und von solchen Ueberschiebun* 
gen sind nur solche beizubehalten, in denen kein zerfallender Term 
vorkommt. 

Nach dem, was in § 56. angegeben wurde, hat man zunächst 
Ueberschiebungen von i und seinen Potenzen über die einzelnen For- 
men /*, Hy T zu bilden, sodann aber noch gewisse Invarianten, welche 
durch Ueberschiebung einer Potenz von i über Producte ungerader 
Formen, /*./*, /*. T, T.T entstehen. Die sämmtlichen auszuführenden 
Ueberschiebungen sind also folgende: 

i über bez. /*, IT, T, erste und zweite, 

i^ über bez. fj H. T, dritte und vierte, 

i» über /", fünfte, 

i* über bez. fl", T, fünfte und sechste, 

i^ über T, siebente und achte, 

t* über T, neunte,. 

i* über /**, zehnte, 

t^ über f. T, vierzehnte, 

i» über T«, achtzehnte. 

Von diesen Ueberschiebungen sind folgende auszulassen, indem 
sie sich durch niedere Formen ausdrücken: 

1. Die erste Ueberschiebung von i über T, die dritte 'von i* 
über Ty die fünfte von i* über T, und die siebente von i^ über T, 
weil T Functionaldeterminante ist (§ 56). 

2. Die letzte. In der Theorie der Formen vierter Ordnung lernten 
wir die Gleichung kennen: 

18* 
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Nach der von uns eingeführten Bezeichnung besteht diese Gleichung 
fort,N wenn wir unter T, H, f, r, j die in der Theorie der Formen 
fünfter Ordnung ebenso bezeichneten Formen verstehen. Die acht- 
zehnte üeberschiebung von i? über T^ kann also aus den achtzehn- 
ten Ueberschiebungen von i? über 

zusammengesetzt werden. Diese drei aber sind sämintlich aus- 
zulassen. 

Was die achtzehnte Üeberschiebung von i® über H^ betrifft, so 
gehört sie unter die Bildungen, deren System wir hier untersuchen, 
und muss ausgelasseü werden, weil sie ein zerfallendes Glied enthält, 
die dritte Potenz der sechsten üeberschiebung von i^ über H, 

Anders verhält es sich mit den achtzehnten Ueberschiebungen 
von i^ über i Hp und j p. Die Formen i Hp und j P sind hier 
nicht mehr in dem Schema p H? T^ enthalten; man kann also auch 
aus der Existenz zerfallender Glieder der üeberschiebung nicht mehr 
ohne Weiteres folgern, dass die Bildung überflüssig sei, sondern man 
muss andere Schlüsse anwenden. 

Erwägt man, dass j = — (ai)^a,^, so sieht man, dass die beiden 
fraglichen ueberschiebungen sich so darstellen lassen, dass zehn Ter- 
schiedene Symbole von i und daneben nur Symbole von H und f 
vorkommen. Man schliesst daraus, dass diese ueberschiebungen 
ersetzt werden können durch Ueberschiebungen von Hp und P üher 
Co Varianten von i, welche in Bezug auf die Coefficienten von % vom 
zehnten Grade, in den x von den Ordnungen 16 und 20 sind. Da 
nun alle Covarianten von * die Form A^ i^ haben, so ist für deu 
erstem Fall 

2x + A==10, 2A = 16, 



d. h. 



für den zweiten 



d. h. 



A = 8, x=], 



2x + A = 10, 2A = 20, 
;i = 10, x = 0. 



Die erste dieser beiden ueberschiebungen erhält also direct den 
Factor A und reducirt sich daher auf niedere Formen. Die andere 
führt auf die zwanzigste üeberschiebung von i^^ über p. Diese Bildung 
gehört dem betrachteten System von ueberschiebungen an, aber sie 
ist auszulassen, da sie ein zerfallendes Glied enthält, das Quadrat der 
zehnten üeberschiebung von i^ über p. 
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Mit üebergehuhg der genannten Formen erhält man nun fol- 
geudes 

Vollständige Formensystem der Formen fünfter Ordnnng. 
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In dieser Tafel sind jedesmal nur die beiden übereinanderzu- 
schlebenden Formen angegeben und die Höhe der Ueberschiebung 
durch einen untern Index angezeigt. 



S 74« Ersetzung der Formen , welche die Tafel enthält» dorch andere« 

Die Formen der vorstehenden Tafel k'ann man zum Theil durch 
andere ersetzen, indem man, den Sätzen des § 70. gemäss, die Ueber- 
schiebung durch Theile derselben (in dem dort definirten Sinne) ersetzt. 

Wir wollen nun diejenigen Formen angeben, welche an Stelle 
der wesentlichsten Formen der Tafel im Folgenden benutzt werden 
sollen. Es ist, wie oben gezeigt wurde, 

(1) ; = -(««)*«,» = -(»,/•),; 

dies ist die niedrigste Covariante dritter Ordnung. An Stelle der 

zweiten quadratischen Covariante {i^jH)^ können wir nun das Glied 

setzen : 

r = (aft)* [aiY (bi'f a^ hxy 
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oder, wenn wir für — (ai)^ aji at Om das Symbol «Ja j* im setzen, und 
ähnlich für - (btyhhbn., 

(2) . r = {jj'rj.J.. 

Diese Form ist also zugleich die quadratische Covariante der 
cubischen Form j. 

Die dritte quadratische Covariante {i^yS\ kann man ersetzen durch 

^ = - {aby {aiy {hij (aO 6, i\. 
Dies ist die erste Ueberschiebung von r mit i: 

(3) ^={ix)ixr^. 

Es folgt daraus nach der Formel (1) des § 57., dass d^ als qua- 
dratische Function von iy x darstellbar ist: 

(4) -9^ = -^Ur2-2 5tT + C»«l, 
Yfo Ay By C die Invarianten bedeuten: 

(5) ^ = (n')S B^iitYy C={rtf. 

Die Invariante Ä ist die in der Tafel ebenso bezeichnete. B kauu 
an Stelle der zweiten , C an Stelle der dritten Invariante der Tafel 
eingeführt werden. Was B angeht, so ist ein Glied von {i^yH)^^: 

{aiy {a%y {biy {an {b n = ujy un wn = (^ ly = b. 

An Stelle der in der Tafel vorkommenden Ueberschiebung {i^jDio 
betrachte ich zunächst das folgende Glied derselben: 

^ Jf = {ai) {bi) {aif {biy {a{y {bi^*^Y 

^ ^ ^{3i)(fi){iiy{jiiy^ 

Diese Invariante, welche wir später mit C in Beziehung setzen 
werden, steht mit den linearen Co Varianten in genauem Zusammen- 
hang. Die einfachste lineare Covariante ist: 

(7) « = {?yf\ = {iaf {i'a)^ a, = - {jifj^. 
Die zweite ist die erste Ueberschiebung von a mit i: 

(8) ß = (i^a = i}(^f (*"'«)* (*'«) ix = (i«) i,. 
Die Determinante dieser beiden aber ist 

(9) Jf=(ai)« = 03a). 

Die übrigen linearen Covarianten sind, aus (i^yT)^ und {i^,T\' 

y = {abf {ac) {aif {biy b^ . (ci'")* (ci'*))» 
= {abY {aa) {ai'f {biy b. = (j/)« 0'«)/x, 

oder endlich 

(10) y = (t«)T,; 
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und • 

= (a by (« a) (« ly (6 iy {b i) i. ^ Ujy u «) (/ i) /. 

= {ra){ri)i, 

= i 0*t) Ir, (/«) — i:c (t«) I — ^ (ir) Ir, (ia) + «x (ta) J. 

Der erste dieser beiden Theile ist \ B a] man kann daher an Stelle 
(lieser linearen Co Varianten den zweiten setzen^ «ur mit verändertem 
Torzeichen: 

(11) d = (^a)d,. 

Die drei höheren linearen Covarianten sind also die ersten Ueber- 
schiebungen der niedrigsten (a) mit den quadratischen Covarianten. 

Ausser diesen Formen werden wir im Folgenden nur noch die 
letzte Invariante benutzen^ welche in der Tafel durch (p yfT)^^ be- 
zeichnet wurde. Sie ist vom achtzehnten Grade und nimmt daher, 
als von ungeradem Charakter , eine abgesonderte Stellung ein. Wir 
wühlen, um diese Invariante auszudrücken^ dasjenige Glied der lieber- 
Schiebung (p ^fT\^^ welches entsteht, wenn wir i* viermal über / 
schieben (a), sodann ein Glied der achten Ueberschiebungen von i^ 
über T nehmen {y), und das Product ay zweimal fiber i schieben. 
So erhalten wir die Hermite'sche Invariante*: 

JB = (ia) (iy) = (i«) {ix) (r a), 
oder kürzer: 

(12) iJ = (da)«. 

I 75. Invariantenrelationen. 

Die im Vorstehenden betrachteten Formen führen auf eine Reihe 
von Invarianten, deren gegenseitige Beziehungen jetzt noch imtersucht 
werden- sollen und welche uns zugleich Gelegenheit zur Entwickelung 
einiger Relationen geben werden, deren wir später bedürfen, womit 
dann die Betrachtung der Formen fünfter Ordnung hier vorläufig 
abgeschlossen werden mag. 

Wenn man in der Gleichung (4) a^ und — «^ an Stelle von x^^ und 
x^ setzt, so erhält man das Quadrat der Invariante ungeraden Cha- 
rakters durch Invarianten geraden Charakters ausgedrückt; es wird 
nämlich • 

(1) B' = '^\{AN^-2BMN+GM^, 

Dabei ist M={iaf die oben so bezeichnete Invariante; N ist 
analog gesetzt für 

(2) N^{xa)\ 

* Hermite in Cambr. and Dublin Math. Journal, Bd, 9. 
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Auch die Determinanten, welche die vier linearen OoTariauten 
unter einander bilden: 

(^«), (y«), (rß), (««), (Sß), («Jy) 

kann man leicht durch die sechs Invarianten Äj B, C ^My N, R aus- 
drücken. Es war schon oben 

(3) {ßa) = M 

gefimden. Sodann ist aus den Formeln (8), (10), (11) des vorigen 
Paragraphen 

(ya) = (ra)2 ' =N 

(4) (da) = ('&•«)» =jB 

(yß) = (r a) (rß) = (ra) (r?^ (ia) = - iJ. 

Es bleiben also nur noch auszudrücken die beiden Invarianten 

(dß) ^ (d'o) (^i) (i«) 
(dy) = (da)(^r)(Ta). 

Sie entstehen aus den ersten Ueberschiebungen von d mit i und 
r, wenn man darin x^^a^, a;2 = — «j setzt. Nun sind jene Ueber- 
schiebungen, da & selbst die erste Ueberschiebung von i mit r ist^ 
nach § 57. 

und daher, wenn man nun x^ = a2^ x^^ — a^ setzt: 

Die einzigen Invariantenrelationen, welche noch abzuleiten bleiben, 
sind sonach diejenigen, welche M und N mit A, B, C verbindeD. 
Es wird sich zeigen, dass M und N sich als ganze Functionen von 
Ä, By C auf einfache Weise darstellen. 

Was zunächst N betrifft, so ist, wenn wir ftlr a den Ausdruck 
« = — OO^i* setzen: 

= (rj) (rJO {ij) (i'n I (iO Uf) + m {ij) 1. 

Im ersten dieser beiden Gliecl^r vertauschen wir i mit % und 
setzen für das ursprüngliche Glied die halbe Summe desselben und 
des neu entstandenen. Dann haben wir für dieses Glied: 

i (tj-) (t/) (»') {jjf) \ m (»7) - (»/) w) I 

=i(ti)(r/)(iiT(iiT=l^a 

In dem zweiten Gliede von N setzen wir nach der Identität V. 
des § 15. 

{vi irf) {ij) iij) - i I {xjj {ijy + {tjy {ijr - {zir uf)* l 
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Bemerken vir aber, dass nach der Theorie der cubischen Formen 
^jj'jx identisch Null ist, weil r die quadratische Covariante von j, 
so können wir die mit (rjy, {rff behafteten Glieder .auslassen und 
erhalten nur: 

- i B . (0) . (0-) . iij'f = -^1^. 

Es ist also 
(7) N=^HÄC-B^. , 

Man kann aber N auch durch die Determinante von d ausdrücken ; 

denn setzt man in der ersten Gleichung (5) oTj — t^, Xj= — r^, so 

erhält man 

^ (J C-IP) = (^0 (d't) (/r) = (#d')«, 
also auch: 

(8) N={^»y. 

Als eigentliche Quelle dieser Umformungen ist ein Satz über die 
Form & zu betrachten y nach welchem dieselbe zugleich durch die Form 
jxUjccjf die erste Ueberschiebung von j mit a, dargestellt wird. Es ist 
Damlich, indem man —jxU^)^ ^ö' " einführt: 

;<*(;«) = -ix» 07) (/*■)* 

=ia;r'x!!jx(/o+/x(iöi , 

= (t t) t, t* = — fl-. 

« Die Ueberschiebung von et mit^ giebt die Form 

9, nur mit entgegengesetztem Zeichen. 
Daher 

{»»y = UJ'f Ü«) (/«) = ira)* = N. 
Dass ausserdem 

folgt direet aus der Theorie der Formen zweiter Ordnung, welches 
auch i und t seien (§ 57. am Ende). 

Schwieriger ist die Aufgabe, auch ilf durch A, Ji, C auszudrücken. 
Man gelangt zu ihrer Lösung mittelst einiger Hilfssatze. Der erste 
derselben heisst: 

Die dritte Ueberschiebung von f über j ver- 
schwindet ideirtisch. 
Es ist nämlich diese UeberschiqJ;»ung 

(ja)8a^«, 

oder wenn man f tir j den Ausdruck — (fti)* 6^'. setzt: 

- (6 0' (&«)^ «x^ = i {abf |a,« {bif - bj (a i)^\ 

= i (a 6)* ir } «x (b i) + fc, (a i) \ = (a 6) * a^ {b i) ix = (*' *) i'x ix , 

was identisch Null ist, wie zu beweisen war. 

Wegen dieses Satzes kann man jedes Glied , in welchem der sym- 
bolische Factor (Ja)^ vorkommt, als identisch verscli windend übergehen. 
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Der zweite Hilfssatz bezieht sich auf die zweite Ueberschiebung 
von f über r. Diese Form 

kommt in der Tafel nicht vor. Da sie vom Grade 7 und der Ord- 
nung 3 ist, so kann sie sich nur aus den Formen j^ (j^ff)$y h ^) 
a, ß, A zusammensetzen. Doch sieht man sogleich, dass zu («*,/^Js, 
r, ß keine Formen existiren, welche, mit ihnen multiplicirt, jenen 
Grad und jene Ordnung geben. Es bleiben also nur die Producte 
Aj, i u, welche diese Eigenschaft besitzen, mithin muss eine Gleichung 
der Form stattfinden: 

(9) {ary aa:^ = p,Aj + q. i a, 

wo j), q reine Zahlen sind. 

Schieben wir diese Gleichung dreimal über f, so verschwindet 
nach dem vorigen Hilfssatze das erste Glied rechts und man erhält: 

(a ry {a bf hj^q. {ihf {ab) bj, 
oder 

q . U^)J.r' - i (a by [{a ry bj - {b ry aJ] 
= i(rt6)*T,[(rtr)6, + (6T)aJ 
= (ß^y (o^) ^Jt tx = {it) ix tx = ^- 

Hier ist nur nach den früheren Sätzen der Coefficient von q Unks 
gleich — d"; es bleibt also , 

Um sodann p zu finden, schiebe ich i zweimal über die Gleichung 
(9). Links kommt dann 

(fl ry (a iy a, = - {jryjxy 

was nach der Theorie der cubischen Formen identisch verschwindet; 
rechts aber erhält man ^ 

0=^pAUiyis + l\{iiy€t, + 2{ii')(ai)ix\. 

Nun ist (ji)^i^ = '-a und 

2 (ii') {aq ix = OO [(«O i. - (« i) ix] = {üj ax^Aa. 

Daher geht die Gleichung über in 

Q^-pAa + l qAcc, 
oder man hat 

Die zweite Ueberschiebung von f über t ha^ 
den Ausdruck: 

(10) (ar)^a,» = -i^j-ia. 

Um nun die gesuchte Invariantenrelation zu finden, schieben wir 
diese Gleichung zuerst zweimal über j und erhalten : 
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{aty (ajy a.j. = - 1 ^r - i [(ijV a.j. + 2 (ij) («j) isU\ 

Diese neue Gleichung schieben wir nun zweimal über i. Dann 
ergiebt sich 

{axy (aj,* (a») (ji) = -iAB-i |- («»J" + 2 (tj) («j) (t 0»')l- 

Das dritte Glied rechts verscl^windet, weil es durch Vertauschung 

ron i mit t das Zeichen wechselt; das zweite ist -^- . Rechts aber 

sieht; 

(ar)« (ajy (ai) iji) = (ar) (aj)« {ai) [(ai) (jt) + («j) {ri)l 

Das zweite Glied ist auszulassen, weil es den Factor {ajy besitzt; 
das» erste wird , weil j = ^{a /)* Ox^ : 

(a r) iaj)* (a iy (jt) = - (/t) O't) (fjy = - (t'r)* = -C. 

Und man hat daher die gesuchte Relation ausgedrückt durch die 
Gleichung: 
(11) . 3C + M^2AB. 

In Folge dieser Gleichung kann man, wie auf S. 278 erwähnt, 
auch C an Stelle von M als fundamentale Invariante benutzen. 

I 76. FonneBsystem der Formen secbster Ordnnngr« 

Bei den Formen sechster Ordnung sind von der vierten ürdnung 
uur dieselben Formen herüberzunehmen, wie bei der fünften, nämlich 

(1) f-^aj, H={abyajbs\ T^{abY {cb)ajbjc^^', 

denn 

j=^{abr{acf{bcyajbx'cj 

geht wie dort in die Form (§ 73.) 

j = - {aby {ac) (6c) a, b.r c/ 
über, welche wie 

i = (^abynjbx' 

deu symbolischen Factor (aby enthalt. 

Die Formen zweiten Grades, welche von niedrigerer Ordnung als 
/"sind, werden hier: 

(2) i=-(abya,n.r^, A^{abf. 

Die biquadratische Form / veranlasst sofort die Bildungen 

(3) T=(iOVt"i)»x*V«V, 

c=^{iiy{i'iy{riy. 

Die sämmtlichen Covarianten und Invarianten von / 
bestehen also aus den Formen (1), (2), (3) und aus Ueber- 
schiebungen von Producten /"«JJ/'T/ über Producte i»»A»T^ 
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Aber das System von Formen, welches man auf diese Weise er- 
halten würde, wäre sehr gross, und enthielte eine Menge überflüssiger 
Formen. Die mühsamen und wenig interessanten Reduetionen, welche 
nöthig sein würden, um alle diese überflüssigen Bildungen auszu- 
scheiden, kann man mittelst einer Betrachtung umgehen, welche 
gewissermassen eine fortgesetzte Anwendung derjenigen Principien 
enthält, die zum Beweise der Endlichkeit des vollständigen Formen- 
systeras führten. Der Vorzug der Einfachheit, welchen die ent- 
sprechende Untersuchung bei den Formen fünfter Ordnung besass, 
rührte wesentlich daher, dass dem System f^ U? T^ nur das Formen- 
system einer quadratischen Form /, also nur Potenzen einer Form 
gegenüber gestellt wurden, während hier auch das zweite System 
iPA^T'" einen verwickeltem Charakter hat. Man kann nun folgenden 
Weg einschlagen, um hier ähnliche Vortheile zu erreichen, wie sie 
bei den Formen fünfter Ordnung eintraten. Man vermehrt das System 
/', H, T um einige Formen; zeigt dann aber, dass alsdann alle Bil- 
dungen durch Ueberschiebungen von Producten dieses erweiterten 
Systems über Potenzen einer quadratischen Covariante Z entstehen, 
welche in den Coefficienten von f von drittem Grade ist. indem 
man also das zweite System nicht mehr aus den Covarianten zwei- 
ten Grades entwickelt, sondern auf solche vom dritten Grade ein- 
geht, muss man allerdings das erste System, welches sonst nur die 
aus der vierten Ordnung herübergenommenen Formen enthielt, erwei- 
tern; aber dieser Umstand wird bei weitem durch den Vortheil über- 
wogen, dass das zweite System dann wieder nur aus einer einzigen 
quadratischen Form besteht. 

Um die in Frage stehende Betrachtung durchzuführen, ist es 
nothig, einen ganz ähnlichen Gang zu verfolgen, wie in dem all- 
gemeinen Beweise. Zur Vorbereitung aber muss ich einige Sätze an- 
geben, welche sich auf gewisse Eigenschaften von i beziehen. Es 
sind folgende: 

1. Die dritte Ueberschiebung von /'mit % ver- 
schwindet identisch. 

Man hat nämlich 

{cif cj" L = (a hy {caf {ch) cj 6, 

= (a6)3 {cay {cb) cj K \{ac) K + {cb) a^\. 

Beide Theile dieses Ausdrucks verschwinden, der erste, weil er 
bei Vertauschung von b mit c, der zweite, weil er bei Vertauschung 
von a mit b das Zeichen ändert. 

2. Die biquadratische Covariante von t setzt 
sich aus dem Producte Ä.i und aus der zweiten 
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Ueberschiebung von f mit der eiufachsten quadra- 
tischen Covariaute 



l = (a iy aj 



zusammen. 



Nach der Identität (III) des § 15. ist uiunlich: 

= (a 6)* { (a h)' ij + {a t)* K^ + {b i)* o,^ - 2 (a hf (a /)- bj ij 

- 2 {aby {b i)^ a,« i/ - 2 (a*)« (6 iy' aj bj\, 

oder 

(4) = A,i + 2(aT)UJ-4{aby{aiybJiJ-'2{aby{aiy{btya:,nj. 

Die letzten beiden Glieder dieser Gleichung kann man nun anders 
ausdrücken. Schieben wir f dreimal über die nach Satz 1. yerschwin- 
ilende Co Variante (aiy üs^ ix, so erhalten wir 

= {aty\{abyUb/ + 3{aby{ib)a^b/\', 

oder wenn im .ersten Theile a mit b vertauscht, sodann aber das 
Product (ai) (hi) üxb^ mittelst der Identität (II) § 15. umgeformt wird: 

= i {aby ij \ {a iy bj + {b ly a,^ + (a /) {b i) a^ b^\ 

- 3 (a iy (a by bJ (a i) (b i) a^, 6, 
- i {aby ij \?, (aiy bJ - i {aby «..^1 

- ^ (ö ty (a by b.r' I {a if b,r^ + {b iy a/ - (o by ij j 



oder: 



Ai 



.5, = 3 (a by {a i^ b/ ij - -^ ^ i {Iby 6.^ 

-i{aiy{bi)^{abya.nx\ 

Führen wir hieraus den Werth des letzten Gliedes in die Gleich- 
ung (4) ein, so erhalten wir nach Divison mit 4: 



Ai 



2 

.T • 



(6j = ^ + (a If o,^ -2{a h)* (« 0* V ü 

Es ist endlich 

A = {ity ij i'J = i (06)* {(a *7 V + 2{ai) (hi) a, 6,} »,«, 

oder, wieder mit Anwendung von § 15. (II): 

A = i (aby |3 (ai)« 6," - (06)« ij\ ij, 
also 

'7} 



(«6)«(o«y6,'»,''=A + ^* 



FOhrt mau dies noch in (6) ein, so hat man die gesuchte Be- 
ziehong : 

(8) (a/)*o,^-2A-^ = ü, 
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vermöge deren A sich durch Äi und durch die zweite üeber- 
schiebung von f über l ausdrückt. — 

Entwickeln wir nun die Anwendung ^ welche diese Formel auf 
die Theorie der Formen sechster Ordnung gestattet. 

1. Es war der Ausgangspunkt für die Aufstellung des vollstän- 
digen Systems y dass alle Formen desselben , abgesehen von A, durch 
Ueberschiebungen der Covariantea von t über Ausdrücke der Form 
faSßTy entstanden. Nun zeigt sich aus (8), dass bis auf Glieder, 
welche die Coefficienten von l enthalten , die erste Covariante A vou 
i auf i zurückführt. Schieben wir (8) einmal über i, so zeigt sich, 
dass die zweite Covariante T von i geradezu nur aus Termen besteht, 
welche die Coefficienten von l enthalten. Lassen wir also Terme, 
welche die l enthalten^ jedesmal aus^ so bleiben nur Ueberschiebungen 
von Potenzen von i mit f^ HP T^ übrig, welche man zu bilden hat. 
Auch von den Invarianten von i braucht man die erste, By allein; 
denn nach der Theorie der Formen vierter Ordnung drückt sich (' 
durch (A«)^ aus, und dieses wiederum kommt nach (8) auf AB und 
Glieder zurück, welche Coefficienten von {enthalten. Man kann daher 
sofort den Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von f ist bis 
auf Glieder, welche die Coefficienten von l enthal- 
ten, eine ganze Function von 

(9) f, H, T, A, i, B 

und von den Ueberschiebungen von Potenzen der 
Covariante i über Ausdrücke der Form f*^ HP Ty. 

Da im früher entwickelten vollständigen Systeme, aus welchem 
dieser Satz mit Hilfe von (8) sich ergiebt, nur solche Ueberschiebungen 
von Potenzen der Covariante i über f^ HP T^ auftraten, welche kein 
zerfallendes Glied enthielten , die übrigen aber durch Theile (im Sinne 
des § 70.) ersetzt werden durften, so gilt dasselbe auch hier noch. 
Zugleich können wir hier alle Bildungen auslassen, welche etwa das 
Symbol l enthalten sollten. Dies tritt z. B. ein bei allen Ueber- 
schiebungen, welche den symbolischen Factor {a%f enthalten; denn 
diese enthalten die Coefficienten der Form 

Während nun aus dem Verschwinden der Covariante (/li^a^^t, folgt: 

(at)' ax' iy + 3 (a if a,* a^ i* = 0, 
hat man andererseits: 

{aif aj ij, — {ai)^ Ux^Uyis = {ai)^ a^^ (xy) = l {xy), 
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also 

Die Coefficienten des Ausdrucks links setzen sich also aus den 
Coeffidenten von l zusammen, und demnach kann jedes {ai)^ enthal- 
tende Glied ausgelassen werden, sobald es sich nur darum handelt, 
die Formen bis auf Glieder zu bilden, welche die Coefficienten von 
/ enthalten. 

2. Entwickeln wir zunächst die übrig bleibenden Ueberschiebungen 
von «^ über f^ H^ T^f. Da H von der achten, T von der zwölften 
Ordnung ist, also die Ordnungen beider durch die von i theilbar sind, 
90 braucht man nur über H und T einzeln Potenzen von i zu 
schieben, da sonst immer zerfallende Glieder erzeugt werden können. 
Dagegen muss man i^ ausserdem über / und f^ schieben , denn erst 
die Ordnung von f^ ist durch 4 theilbar. 

Aber wenn man i oder eine Potenz von i mehr als zweimal über 
eine der Formen 

oder über eine Potenz von f schiebt, so entsteht immer ein Glied, 
welches den symbolischen Factor {aif hat. Demnach sind überhaupt 
iinr beizubehalten die Ueberschiebungen: 

i über /*, ein- und zweimal; 
flO) i über Hy ein- und zweimal; 

i über T, zweimal. 

Die erste Ueberschiebung von i über T fallt aus, weil T Functioual- 
determinante ist. 

Aber auch von den Formen (10) kann man die beiden letzten 
noch als überflüssig nachweisen. Die zweite Ueberschiebung von H 
mit i kann ersetzt werden durch das Glied 

für welches man nach der Identität (III) § 15. die Gleichung hat: 
2 {ahy {aif ijüs^ bj = a^« bj [i {aby ij + {aty 6,^ - (a i)^biy a^^Jl 

Von den Termen rechts ist der erste ^ *^, der zweite l»f, der 
dritte wird nach (5), (6) auf A.i und Terme, welche das Symbol l 
enthalten, zurückgeführt. Dieses Glied und damit die ganze Ueber- 
schiebung ist also auszulassen. 

Da, wie oben bemerkt, die dritte und vierte Ueberschiebung von 
i mit H auszulassen ist, so folgt, dass die Formen 

(11) {HiyHJi/, {HifEJ'u, {Hi)*HJ, 



288 Sechster Abschnitt. Endlichkeit 

also überhaupt alle den symbolischen Factor {Hif und kein weiteres 
Symbol enthaltenden Formen bis auf Glieder, welche das Symbol 
l enthalten, durch 

ausgedrückt werden können; T, {Hi) i?/ /^^ ^nd {Tif T/^ /^^ kommen 
dabei, als von zu hoher Ordnung, nicht in Betracht, /", B und die 
beiden Ueberschiebungen {aijaj'ix und {aifax^ix^ nicht, weil keine 
Combination der Formen (9), (10) existirt, welche, mit jenen multipli- 
cirt, Ordnung und Grad einer der Formen (11) haben könnte. Die 
Formen (11) aber haben nach § 31. Satz 6. die Eigenschaft, dass alle 
das Symbol {Hif' enthaltenden Bildungen sich durch ueberschiebungen 
mit ihnen darstellen lassen. Dies führt zum Beweise dafür, dass di^ 
letzte der Formen (10) ebenfalls überflüssig ist. Sie kann, da 
T=(a-ff)a,^fi/, ersetzt werden durch den Theil 

(aH)(niyajnjij. 

Es ist aber, wenn q)=?{Hiy HJiJ gesetzt wird: 

{Hiy Hj> i,^ Hy - {Hty Hj i. iy = (50^ Hj^ u iyx) , 

also 

{Elf HJ^ ij Hy = g)/ q>y + i {HiY ^/ i^ . (yx). 

Setzt man nun yi = — a,, yt^=a^ und multiplicirt mit a,^, so ent- 
steht links der gesuchte Ausdruck ; rechts ist das zweite Glied nach dem 
Obigen bis auf Terme, welche das Symbol { enthalten, das Produet tos 
fmit einer Combination der Formen (12), das erste aber die erste lieber- 
Schiebung von f mit q). Dieses Glied muss sich also aus den Grossen 
(12) und aus ihren ersten Ueberschiebungen mit f zusammensetzen. 
Aber die letzteren führen auf T und {a i) aj* ij^ also auf schon bekannte 
unter den Formen (9), (10). Das an Stelle von {aH) a^^ HJ gesetzte 
Glied ist also durch die anderen Formen bis auf Terme, die das Sym- 
bol l enthalten, darstellbar, und kann demnach ausgelassen werden. 

So kann man jetzt folgenden Satz aussprechen:- 

Jede Covariante oder Invariante von /"ist bis 
auf Glieder, welche das Symbol l enthalten, eine 
ganze Function von 

(13) f, H, T, Ä, i, li, {ai)ajis^, (aifa/i^\ {H{)Hs'i^ 

3. Man knüpft nun leicht hieran den Beweis des Satzes: 

Jede Covariante und Invariante von f ist eine 
ganze Function der Functionen (13), der Form /, 
ihrer Discriminante Äii = {Uy , und der üeber- 
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Schiebungen von Potenzen von l über Producte der 
Formen (13)/ 

Ein Glied, welches das Symbol l enthält, kann nur den Factor 
A^i haben oder durch Ueberschiebung von l über eine Form niedern 
Grades entstanden sein. Nehmen wir nun an, der fragliche Satz sei 
bis zu Covarianten und Invarianten (7»— 3)*®° Grades bewiesen. Er 
gilt dann auch für Formen m**° Grades, wie jetzt gezeigt werden 
soll. Es besteht nach dem Gesagten jede Covariante oder Invariante 
»t*®° Grades aus drei Theilen: 

1) aus einer ganzen Function der Formen (13); 

2) aus einer Form (w— 6)*®" Grades, multiplicirt mit Ait] diese 
Form hat die im Satze angegebene Form nach der Voraussetzung; 

3) aus Ueberschiebungen von l über Formen (m— 3)*«" Grades. 

Da letztere nach der Voraussetzung die im Satze angenommene 
Form haben, so zerfallen die unter 3. angegebenen Terme wieder in 
drei Glassen: 

1) Ueberschiebungen von { über Producte der Formen (13); 

2) Terme mit dem Factor Äir^ diese beiden Glassen haben, die 
erste der Definition, die zweite der Voraussetzung nach die im Satze 
angegebene Form; 

3) Ueberschiebungen von l über Ueberschiebungen, bei denen 
Potenzen von l über Producte der Formen (13) geschoben sind. 
Aber diese kann man nach § 31. auf Ueberschiebungen derselben 
Producte über Covarianten von Z, also auf Ausdrücke zurückführen, 
welche theils den Factor An haben, theils Ueberschiebungen von Po- 
tenzen von l über Producte der Formen (13) sind. Alle diese Aus- 
drücke aber haben die im Satze angegebene Form. 

Es ist also nur noch zu zeigen, dass für m = l, 2, 3 der Satz 
richtig ist. Da aber jede .Covariante oder Invariante von einer ganzen 
Function der Formen (13) sich nur durch Terme unterschied, welche 
das Symbol { enthalten, welches eine Form dritten Grades repräsen- 
tirt, so können solche Terme bei den Covarianten und Invarianten 
ersten und zweiten Grades überhaupt nicht, bei denen dritten Grades 
nur durch die Form l reprusentirt auftreten, womit denn der Satz 
bewiesen ist. 

4. Statt der im vorigen Satze angewandten Ueber- 
schiebungen kann man Theile derselben benutzen. Diese 
Theile müssen nur, analog der in § 70. gegebenen Definition, so 
gebildet werden, dass das Symbol { niemals in andere Symbole auf- 

Clobioby Theorie der biiiUren algebr. ForioeD, 19 
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gelöst wird. Der Beweis wird wie der entsprechende in § 70. geführt. 
Es wird gezeigt, dass, eine bestimmte Anordnung der Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) vorausgesetzt, die Differenz zwischen einer 
üeberschiebung und einem ihrer Theile stets durch firühere Formen 
ausdrückbar ist. Die Anordnung geschieht 

1. nach dem Gesammtgrade a; 

2. nach dem Grad /3, soweit er von den Formen (13) herrührt; 

3. nach der Höhe y der üeberschiebung. 

Wir setzen den Satz als bewiesen voraus bis zu einem gewissen 
Werthe von a exclusive, bei diesem Werthe von a bis zu einem ge- 
wissen Werthe von ß exclusive, bei diesen Werthen von a und ß bis 
zu einem gewissen Werthe von y exclusive, und beweisen, dass er 
dann auch für diesen Werth von y gilt. 

Die zu betrachtende Differenz zwischen der y*®" üeberschiebung 
und einem ihrer Theile drückt sich nach § 53. durch niedere Ueber- 
schiebungen von Formen, welche nur die Symbole der Formen (13j 
enthalten, über Formen aus, welche nur Symbole von l enthalten. 
Letztere sind Ä/t oder Potenzen von l. Tritt An vor, so bleibt der 
andere Factor eine Covariaute niederen Grades, und für die in ihr 
auftretenden ueberschiebungen gilt also der Satz der Annahme nach. 
Hat man es dagegen mit der üeberschiebung einer Potenz von / 
über eine niedere Form zu thun, so ersetzt man diese, dem vorigen 
Satze nach, durch eine ganze Function der Formen (13) und durch 
Theile, welche das Symbol l erhalten. Die Theile der üeberschiebung, 
welche von der ganzen Function herrühren, genügen also den For- 
derungen des Satzes der Annahme nach, weil die üeberschiebung eine 
niedere ist; die anderen Theile, weil sie höhere Dimensionen in den 
l, daher niedere in den Formen (13) haben. Alle Theile der Differenz 
genügen also den Forderungen des Satzes, wie zu beweisen war. 

Da der Satz für die ersten drei Grade offenbar richtig ist (denn 
für sie existiren noch keine ueberschiebungen der behandelten Art), 
so ist er überhaupt richtig. 

5. Aus dem vorigen Satze folgt nun sofort, dass man nur die- 
jenigen ueberschiebungen von Potenzen der Covariante { über Pro- 
ducte von Formen (13) beizubehalten hat^^ welche keine zerfallenden 
Glieder haben. Da l quadratisch ist, alle Formen (13) aber gerader 
Ordnung sind , so braucht man demnach nur Potenzen von l über die 
einzelnen Formen (13) zu schieben (vgl. §56.). Es entstehen so 
folgende ueberschiebungen, bei welchen nur die ungeraden Ueber- 
schiebungen über Functionaldeterminanten, dem am Ende des § 56. 
bewiesenen Satze entsprechend^ schon ausgelassen sind: 
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,>, p=,l, 2,3,4; 


(2(>-l)''iiiici 2p" , , , (Ol)' 


o/ 
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An Stelle jeder dieser Ueberschiebungen kann man aucb einen 
Theil derselben setzen ; man sieht dann, dass sehr viele dieser Formen 
noch Qberflflssig sind. 

I 77. RedDction des Systems der ans einer Form sechsten Grades 
entspringenden Uildnn^en. 

Man kann zeigen, dass folgende Ueberschiebungeu sich aus nie- 
deren Formen zusammensetzen: 

1. die zweite Ueberschiebung von H mit /; 

'i. die zweite Ueberschiebung von j) = (n/)' a^* /V mit l\ 

3. die vierte Ueberschiebung von i mit l-. 

Hieraus folgt dann, dass ausser diesen noch eine fp-osse Zahl der 
unter (I) aufgefohrten Formen auszulassen sind. Man beweist zunächst 
leicht den Satz: 

Wenn eine Summe von Producten einer Anzahl 
von Formen, unter denen sich keine lineare befin- 
det, ein- oder zweimal Über eine quadratische Form 
geschoben wird, so entsteht wieder eine Summe von 
Producten. 
FOr erste Ueberschiebungeu ist dies an und für sich klar. Bei 
den zweiten aber entstehen aus jedem Producte <f . ^ einerseits Terme, 
welche einen der Factoren p, ^ und die zweite Ueberschiebiing ii.>^ 
anderen über l zu Factoren haben; andererseits Terme der Form 

(9'^)(^l■0 9'**"~'«'x"-', 

was durch die identische Gleichung 

it^f. (vi)*?'*'— ' + ?'■('/' Q' *..'-' -I-C9'l(')*9'."-'tfv"-'|, 
also in ein Aggregat von Producten übergeht, wie zu beweisen war. 
Da in der vorliegenden Untersuchung immer nur Formen gerader 
Ordnung auftreten, so tritt die im Satze erwähnte Ausnahme hier 
niemals auf. 

19* 
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Aus diesem Satze folgt, dass die höheren Ueberschiebungen von 
H mit Potenzen von l ausgelassen werden können. Denn dieselben 
haben die symbolische Form: 

{Hif {Er) Hj^ r., {Elf {Hiy h/, 

{Elf {HV) {Hl") H/ Tx, {Ht)^ {Hiy (HXy HJ 

etc. 

Von diesen entstehen die ersten aus Ueberschiebung von l über 
die Form {Hl)^ SJ^, welche, wie weiterhin gezeigt werden soll, 
zerfällt, und sind demnach selbst Summen von Prodncten-, die 
folgenden aus Ueberschiebung von l über die zerfallende Form 
{HlfiHrfHJ u. s. w. • 

Ganz ebenso ist es mit den Ueberschiebungen der Potenzen 
von l über p = (aiY üx^is^'^ auch diese können, indem (pQ^jp^r* zer- 
föllt, bis auf die erste ausgelassen werden. 

Aber auch für die Ueberschiebungen von { mit 

T^{aH)aJ^Hx\ S={Hi)HJiJ 

lässt sich dasselbe zeigen. Man kann nämlich die zweiten Ueber- 
schiebungen von T und S mit l durch die Theile 

r=:{aH)aJ>{HTfHs^, S' = {Hi)iJ{HT)^Hx^ 

ersetzen ; und da dieses nichts anderes als die ersten Ueberschiebungen 
von f und i mit der zerfallenden Form {Hlf HJ sind, so können sie 
ausgelassen werden. Nun darf man aber ferner die vierten Ueber- 
schiebungen von T und S mit P durch die zweiten von l mit T' und 
S' ersetzen, die sechsten von T und S mit P durch die vierten von P 
mit T' und ^ etc., so dass man lauter zerfallende und auszulassende 
Formen erhält. Diese Ersetzbarkeit ist nicht ohne weiteres klar; 
denn man darf im Allgemeinen nicht Ueberschiebungen durch Theile 
ersetzen, bei deren Bildung Symbole, wie die von T\ S^, benutzt 
werden, welche die Symbole der über einander zu schiebenden Systeme 
jhier { einerseits und die Formen (13) andererseits] gemischt enthalten. 
Dass es hier erlaubt ist, die Formen in der genannten Weise zu er- 
setzen, sieht man an einer derselben folgendermassen ein; bei den 
andern ist es genau ebenso. 

Die vierte Ueberschiebung von T mit P kann durch die Theile 

Fl = (a J50 {Hl)^ {Hiy aj^ HJ^, V^ = {aH) {Elf (HV) {a V) aj HJ" etc. 

beliebig ersetzt werden. Diese Ausdrücke sind aber auch zugleich die 
Theile der zweiten Ueberschiebung von T' über -Z, und zwar kommen 
unter den V sämmtliche Theile derselben vor, wenn T' in der sym- 
bolischen Form 
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T = (aH) {Hl)* aj' U,^ 
gegeben wird. Daher ist 

(T'o«r,8=c,r,+a,r, + ..., 

wo 

flfj + Äj . . • = 1 ^ 

oder 

Da nun die Differenzen der V durch frühere Formen (im Sinne 
der auf S. 290 getroffenen Anordnung) ausdrückhar sind, so ist 
auch fj oder die Ueberschiebung, welche f, vertritt, durch die zweite 
Ueberschiebung von T' mit l ersetzbar, was zu beweisen war. Dass 
für die folgenden üeberschiebungen dasselbe gilt, liegt auf der Hand; 
ebenso ist es mit den aus S entstehenden Bildungen. 

Es kommt also nur noch darauf an, das Zerfallen der Formen 

{HiYH.\ {pVfpj, (iVfiiiy ' 

nachzuweisen. 

1. Die Form (Hl)^ HJ. Entwickeln wir nun nach den For- 
meln am Ende des §8. den Ausdruck (aby aj bj hy^, so erhalten wir 

wo 

q, = {abf aj^ bJ^Hy ^ = | {abf a/ 6/ = 0, 

%^i{abyaj^bj^li, 
also 

{a by a/ bj by^ = HJHy^ + ^ {xyy . /. 

Setzen wir nun ^^ = 2^,1(2 = — ?^, so wird aus dieser Gleichung: 

(1) HJ' {Hiy = {aby aj 6^» (biy - 1 i J. 

Aber der Term (ahy üx* bJ (biy ist die zweite Ueberschiebung 
von f über die Covariante (biyb/, welche nach § 76. (8) den Aus- 
druck hat: 

(biybx':=2A + ^. 

Daher wird auch nach (1): 

(2) H/ (H[)^ = 2 ( A ay AJ aj + JsAp- | i l 

Es bleibt der Term (^^ayAJUx* zu untersuchen. 

Zu diesem Zwecke entwickeln wir zunächst nach der Tafel des 
§8. den Ausdruck (ii)ix^iy^ und erhalten 

(W) ijc^ i'y^ = J {xy) J^^ + \{xyyGif 
wo 
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80 dass endlich: 

Setzt man hierin yj = a^, ya=^~"i ^^^ multiplicirt mit aj, so 
hat man: 

(3) (iO (aO'*x^«x^ = H«Ap^*'«-*+ V • 
Aber der Ausdruck links entsteht aus 

wenn man darin yj = i^, y^ = — i'j setzt und mit iV multipliciri 
Da nun, wie in § 76. bewiesen wurde, die Form (ai^aj^ix identisch 
verschwindet, so erhält man mit Anwendung der Tafel des § 8. : 

(ai)^ as^iy = i (xy) . (a »)* a,» = | L (xy). 

Man hat daher durch die angegebene Operation: 

(4) ' (aiy(ii')ajtj=^-il.i. 

Aus (3) findet man also, indem man den Werth des Ausdrucks 
(4) einträgt: 

(5) («A)»A,»o,*=-y-^, 
und bat daher aus (2) die gesuchte Darstellung: 

(6) HJ{Hlf^ ^^:^^f ^^\il . 

2. Die Form {pVfp^^. Nach der Tafel des § 8. hat man: 

wo * 

9 = (« 0* «** «*** = P ; ^ = - H« 0' a*^ «X = , ;c = i (ö 0^ ö*' =^ i '» 

« 

also 

(a *)* aj üy^ 1/ = |,^4 py^-^^l. (xyy. 

Setzt man hierin y^ = l^j Vi'^-^h} ^^ wird: 

(7) (a if aj (a Z)« ij = (p IfpJ^ + ^ Z«. 

Die linke Seite ist die zweite Ueberschiebung von- i mit 

(a0^a,^-2A + ^\ 

und indem man dies in (7) einträgt, findet man: 

A A 
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Endlich weiss man nach der Theorie der biquadratischen Formen 

r§40.(8)l, dass 

Daher wird endlich die gesuchte Formel: 

3. Die Invariante {il)^{il')^. 

Aus der Tafel des § 8. erhält man die Formel : 

Setzt man darin y^ei^l^, ^ä~— 'u ^i = ''2; y2 = "~^'i> ^^ ®^" 
;jriebt sich 

00 (a by iaiy (bry = {uy airy +iA.Än. 

Hier steht rechts die gesuchte Form, links die vierte Ueber- 
schiebung von 

(al)*a/ = 2A + ^ 
über sich selbst, also: 

A A A2 

Nach der Theorie der biquadratischen Formen ist 

CAA'r = f, OA)« = C, 
80 dass (9) in 

(10) {iiy^iry=^iB'+iÄC+iiÄ*B--iÄÄu 

übergeht. Hierdurch ist eine Zerlegung unserer Invariante in niedere 
Formen sohon gegeben; um sie durch möglichst wenige Bildungen 
auszudrücken, muss man noch C axit An zurückführen, was oben schon 
als möglich angedeutet wurde. Die Formel für diese ßeductiou, 
welche wir später brauchen, mag hier gleich gegeben werden. Schiebt 
man nämlich * viermal über die Gleichung 

so kommt 

links steht aber nichts anderes als Au, und man hat also die Be- 
ziehung 
(11) At, = 2C+^AJi. 
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Die Formel ^10) nimmt hierdurch die einfachere Gestalt an: 

(12) . (iifiiry^üB'+AC). 

Das ganze vollständige System der Form sechster Ordnung besteht 
nunmehr aus 26 Bildungen^ welche man in der folgenden Tafel zu- 
sammenfassen kann, in welcher die Höhe der Ueberschiebungen immer 
durch den .beigesetzten Index angezeigt wird : 
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§ 78. Die InTarianten und die quadratischen Corarianten der Formen 

sechster Ordnung. 

Ich werde jetzt die sechs quadratischen Covananten näher unter- 
suchen , wobei denn zugleich die Invarianten behandelt werden müssen. 

Wenn man^ von l ausgehend , successive die quadratischen Cova- 
riaiiten bildet: 

(1) m=:{il)^ij, n = (imyij, q = (inyij ..., 

so gelangt man zu einer Reihe von Ausdrücken, von denen der erste 
in der Tafel vorkommt, von denen der zweite an Stelle der vierten 
Ueberschiebung von P über f gesetzt werden kann, und von denen 
die übrigen die bemerkenswerthe Eigenschaft haben, aus Z, m, n auf 
sehr einfache Weise linear zusammensetzbar zu sein. 
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Was zunächst die Ersetzung von {alf{aTyax^ durch w anbetrifft, 
so folgt aus der oft benutzten Gleichung 

iudem man dieselbe zweimal über { schiebt: 

(aVf («r/ a,* = 2 (AO^ A.^ + ^ {ilf eV 

= 2(AZ.«A/ + ^. 

Man kann also [aiy (aVY a^^ in der Tafel durch (AZ;*A.r* er- 
setzen. Da sodann aber, nach einer schon oben benutzten Formel 
uus der Theorie der biquadratischen Formen [§ 40. (2)] 

SO folgt y indem man y^z=l^j y^=z^l^ setzt: 

{uy ij (ny = {imy ij = n = a,« (A ly + ^^ , 

d. h. Aj.*(AZ)* ist durch n ersetzbar, was zu beweisen war. 

Führen wir also /, m, n als fundamentale quadratische Covariaii- 
ten ein. Die übrigen in der Tafel enthalteneu sind dann durch dereu 
Functionaldeterminanten ersetzbar. Es ist nämlich erstens: 

Sodann kann (/*, P\ als erste Ueberschiebung von (/*, P)^ mit l 
betrachtet werden. Da nun (/', Z^\, wie soeben gezeigt, bis auf Glie- 
der von der Form Bl und Am durch n ersetzbar fst, so ist auch 
seine erste Ueberschiebung mit { bis auf ein Glied von der Form 
B ,{mJ)fnxhi *lso überhaupt, durch {nVjtixlx ersetzbar. 

Endlich ist nach den allgemeinen Regeln die Form ((/*, 0>P)rj 
also die sechste Ueberschiebung von {ai) aj'lj mit P, durch das Glied 

iai){arf{ary{iiyajcis 

ersetzbar. Dieses aber ist die erste Ueberschiebung von (iiyix^ = m 
mit (aTy((irfas^] und da letzteres sich von n nur um Terme Bl, 
Am unterscheidet, so ist auch der obige Ausdruck von (nw)nxWj. 
nur um einen Term der Form A.{ml)mxlx verschieden und kann 
also durch (ww)w,Wx ersetzt werden. 
Bilden wir nun die Covariante 

q =r {iny ix^ = {lij {i'my /,« = {iij {liy {nf ixK 

Nach den Formeln der Tafel des § 8. ist 



also 
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wo 

^ ^ (I ,-y (/' ly rj ij = ^ [§40. (7).] 

i^ = {iiy{riy{i{y =c, 

(ny (ny i/ iy = ^ jb . ij i,^- + \c. {xyy. 

Setzt man nun y^ = l^j Vi^ — hf ^o wird hieraus: 

(2) q=^Bm + ),CI. 

Bemerken wir, dass wir bei Ableitung dieser Formel von deu 
Eigenschaften der Form / gar keinen Gebrauch gemacht, sondernden 
Beweis lediglich auf das Gesetz der Bildungen (1) gestützt haben. 
Die Formel (2) gilt also nicht nur für die Formen l, m, q^ sondern 
für je drei Formen der Reihe (1), welche ähnliche Stellungen zu einan- 
der einnehmen. Und so darf man den Satz aussprechen: 

In der Reihe (1) drückt sich jede Covariante durch 
die zweit- und drittvorhergehende mittelst der For- 
mel (2) aus. 

Wenn nun die quadratischen Covarianten der Form sechster 
Ordnung mit den aus den simultanen Formen ?, m, w hervorgehen- 
den quadratischen Covarianten identificirt werden, so können ebenso 
die höheren Invarianten der Form sechster Ordnung aus den Inva- 
rianten dieses simultanen Systems hergestellt werden, zwischen denen 
dann freilich Beziehungen eintreten, welche in den Beziehungen von 
ly m, n zu der Grundform sechster Ordnung ihre Begründung finden. 

Bezeichnen wir die durch gegenseitige zweite Ueberschiebung von 
l, m, n erzeugten Invarianten durch 

Äu ^{liy A„,n=^{mny 

(3) Ä,„„ = {mmy Ani^{nVf 

A„n ={nny Ai„ = {lfnY, 

endlich die aus allen gebildete Invariante ungeraden Charakters durch 

(4) R = -{lm){mn)(nt). 

Die Form Au findet sich schon in der Tafel. Die Bildung (/J P^V 

hingegen, oder 

(ar)^{ay{aiy 

geht durch zweite Ueberschiebung von l mit {alf{aya,^ hervor, 
also mit einer Form, welche von n nur um Glieder Am, Bl unter- 
schieden ist. Diese Form kann also bis auf Term Aimtf, Bi).lf) 
also überhaupt, durch 

(5) D = (nlf = A„, 
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ersetzt werden. Wenn wir jetzt A, B^ C, D, R eis die fundamen- 
talen Inyarianten betrachten, so ist zunächst Au durch § 77. (U), 
dann Ani durch (5) gegeben. Es ist aber auch 

{nlf = {imY {iiy = {mmy = A,„^ , 
daher auch 

(6) 4*.m = i>. 

Ferner, indem man (2) zweimal über / oder m schiebt: 

{qiy ^{iny(;il)^ ^{mny = A„,n=iliA^i +j,CAu 
{qmy = (:inY{imy' = {7inY' = Ann =^BA„„ + ^CA„i 

Es ist also nur A„,i noch auszudrücken; dies aber ist die schon 
in § 77. behandelte Invariante 

•8) -L/ = (ilf {iiy ==i{B^ + AC), 

Führen wir also überall A, B, C, D ein, so erhalten wir für 
diese simultanen Invarianten von l, m, n folgende Tafel: 

An =2C+^AB A,,„=^B(B'+AC)+i^C{2C+^AB) 

i9) A^^=D Ani =B 

Ann ^^BB+IC^B^+AC) A,„ =|(^+.1C). 

Durch diese drückt sich das Quadrat von jß mittelst der Formel 
§ 58. (5) aus : 



(10) 



JZ^=i 



Au Alm 
^m l -^m m 
An l An m 



Ain 
A 

An 



mn 



Und R ist zugleich an Stelle der letzten Invariante der Tafel 
'(/, i),l\ zu setzen; denn es ist wie diese vom 15. Grade und un- 
geraden Charakters, und kann also da es eine andere Invariante un- 
geraden Charakters nicht giebt, von dieser nur durch einen Zahlen- 
factor verschieden sein. 

Die Gleichung (10) stellt so zugleich die einzige Beziehung dar, 
welche zwischen den Invarianten A, B, C, B, R eintritt. Zwischen 
den A, JB, C, B und l, m, n tritt eine Gleichung ein, welche l, m, n 
quadratisch enthalt und nach § 58. (9) die Gestalt hat: 

Au Alm Ain l 

Ami Amm Amn ^ 
Ani Anm Ann W 

l m n 



0= 



Durch diese Untersuchungen sind die wesentlichsten derjenigen 
l^eziehungen gegeben, von welchen ich später Gebrauch machen werde. 



Siebenter Abschnitt 

Typische Darstellungen. 



I 70. lieber die Anzahl der Parameter, tob welchen die InTarianten 

nnd CoTarianten eines Systems abhlng^en. 

Die vier willkürliclien Grössen, welche eine lineare Substitution 
mit sich führt, kann man im Allgemeinen so bestimmen, dass vier 
Coefficienten einer gegebenen Form n*®° Grades, /*, nach der Trans- 
formation gegebene Werthe annehmen. Dabei müssen nur gewisse 
Werthsysteme ausgeschlossen werden, durch deren Auftreten eine 
specielle Invarianteneigenschaft herbeigeführt wird ; wie denn z. B. die 
beiden ersten Coefficienten niemals gleichzeitig verschwinden können, 
ohne dass die Discriminante verschwindet, was durch lineare Trans- 
formation nicht erreichbar ist. 

Nehmen wir etwa irgend zwei der Verschwindungselemente der 
Function zu Grundelementen 5 = ^^ i^ = 0. Dann verschwinden in der 
transformirten Form das erste und das letzte Glied von /", so dass das 
Product der neuen Veränderlichen 5 . 7] ein Factor von f wird. Indem 
wir noch diese Veränderlichen um constante Factoren passend ändern, 
können wir es ferner erreichen, dass in der übrig bleibenden Function 
(w — 2)**^' Ordnung die äussersten Coefficienten gegebene Werthe an- 
nehmen, wofern nicht etwa einer von diesen, oder beide, verschwinden, 
was nur bei dem Verschwinden der Discriminante eintreten kann. Wir 
können also, wenn nur die Discriminante nicht verschwindet, mithin 
immer, so lange die Coefficienten als ganz beliebig gedacht werden, der 
Function f die Form geben : 

Hier ist die Anzahl der Coefficienten von f nur noch gleich n— 3, 
um die Anzahl der Substitutionscoefficienten kleiner als die ursprüng- 
liche Zahl der in f enthaltenen Coefficienten. 

Wenn man sich f in der Form (1) gegeben denkt, so sind die 
Coefficienten x^ A . . . beliebig und von einander unabhängig. Zwischen 
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diesen Coefficienten kann daher auch im allgemeinen Falle keine Be- 
ziehung stattfinden. 

Bildet man nun eine Invariante von f, einmal aus der ursprüng- 
lichen Form (J), einmal aus der transformirten Form (1) (e7'), und 
ist r die Substitutionsdeterminante, so hat man 

(]. h. J ist eine ganze rationale Function von r^ x, X , , , q. Man hat 
also den Satz: 

Alleinvarianten einer Form w*®** Grades /"lassen 
sich als ganze rationale Functionen von n— 2 will- 
kürlichen Grössen darstellen, von deren einer nur 
immer eine Potenz als Nenner auftritt. 

Führt man die Veränderlichen 1^, rj in irgend eine andere Futiction 
(jp derp^^^ Ordnung ein, so behält diese |)+ 1 willkürliche Coefficienten. 
Daher gilt für simultane Invarianten der folgende Satz: 

Alle simultanen Invarianten eines Systems 

von Grundformen f, tp, ^... lassen sich als ganze 

• Functionen von so viel willkürlichen Parametern 

ausdrücken, als die Zahl der Coefficienten in diesen 

Formen beträgt, weniger 3. 

Es konnte nun die Frage entstehen, ob diese Parameter nicht 
bei solchen Darstellungen nur immer in einer geringeren Anzahl fester 
Verbindungen auftreten, so dass die Invarianten in der That nur von 
einer kleineren Anzahl von Parametern abhingen. Dass dies nicht so 
ist, sieht man aus folgender Betrachtung. 

Die Aufgabe, eine Form f in die Form (1) zu bringen, ist völlig 

bestimmt und auf w.n — 1 verschiedene Arten lösbar, indem man je" 

zwei der linearen Factoren von f zu Formen 5, r] wählt; diese Arten 

w fi — — 1 
ffruppiren sich übrigens in ^ Paare, so dass die Lösungen eines 

Paares sich nur durch Vertauschung von 5 mit rj von einander unter- 
scheiden. Hat man die linearen Factoren, welche benutzt werden 
sollen, gewählt und bezeichnet sie durch p 5, (Jij, so nimmt /* zunächst 
die Form an: 

und man setzt noch 

(2) 9— Itf=l, p <,»-! = J-. 

Man hat, um q und <s zu finden, eine n(n— 2)*« Wurzel zu 
ziehen und demnach für jede der .' ^ Losungen noch n . w— 2 
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Unterfalle, welche aber in der That sich auf nur n — 2 reducireu. 
Irgend ein Coefficient nämlich der transformirten Function f besteht 
ausser einem bekannten Theile aus p^-'cr*, was nach (2) in 

p"-' 1 

übergeht und also rational von 9" abhängt; diese Grosse aber ist aas 
(2) durch die Gleichung (n— 2)*«» Grades gegeben: 

(3) l9V-'=^,. 

a 

Man konnte hiemach die Aufgabe, f in die Form (l) zu bringen, 
sich in der Weise behandelt denken, dass man die Grösse t = p" sucht. 
Diese Grosse, welche im Ganzen n.n — l.n — 2 Werthe annehmen 
kann, ist durch eine Gleichung von diesem Grade gegeben^ deren 
Coefficienten ganze homogene rationale Functionen der gegebenen 
Coefßcienten von f sind. Aber da immer w — 2 Werthe von t sich 
der Gleichung (3) wegen nur durch (n—2)*« Wurzeln der Einheit 
unterscheiden können, so darf diese Gleichung nur Potenzen vonr*~* 
enthalten, d. h. sie muss die Form haben [p = n{n—l)\: 

(4) Ä (t^-'^)P + Ai (r— 2);'-i + A^ (t"-2)p-3 . . . + ,4^ = 0, 

in welcher die Ä ganze homogene Functionen der Coefficienteu von 
f sind. 

Zu jedem Werthe von r gehört nur ein System der Grössen x, 
A..., der Coefficienten von f in seiner transformirten Gestalt; und 
zwar sind diese Grössen bis auf die oben durch a, . ^.b bezeichneten 
Factoren, welche nur von der Wahl der l, rj, also von t"~' abhängen, 
gleich den Grössen 



• 




1 1 1 




e»' p*""' p«"-»)" 


gleich 




11 i 


Man hat also 






V 


1 


B^ (t— V ' + -B» (*"-*)'•-* . . . 


A 


T 


B 


iL — 


1 


C, (t"-»)»'-» + Cj (r"-»)P-2 . . . 


/v — 


C 



WO die B, C . ,. wieder ganze homogene Functionen der Coefficienten 
von /* sind^ oder auch, indem man diese Gleichungen mit bezüglich 
mit der (n — 3)^^, (w — 4)*«° etc. der ersten multiplicirt^ und die Po- 
tenzen von T mittelst der Gleichung (4) reducirt: 
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ir , x"-^ . X = B\ (T^-y-« + zr, fT»-> 



-2 



• • 



(5) C . X"-* . ;i = C'i (T"-2)r-« + C'^ (r"-^)P-*^ . . . 



wo die jy, C ähnliche Bedeutungen haben. 

Denken wir uns nun auf f eine lineare Transformation angewandt, 
so bleiben die linearen Functionen q^, ori völlig ungeHndert, also 
auch die Coefficienten a^ h, aus denen q^ a sich bestimmten, und 
endlich, wegen der Gleichung (3), auch r"" ^. Durch eine lineare Trans- 
formation wird demnach keine der p Wurzeln der Gleichung (4) 
geändert, und die Quotienten • 

A' Ä "' Ä' 

welche rationale Functionen der Coefficienten von f sind, müssen 

(iiese Eigenschaft theilen. ^ 

Femer haben die links in den Gleichungen (5) auftretenden 
Grossen 

die Eigenschaft, sich durch a, .,.6 und die (w— 2)*« Potenz von r 
auszudrücken, also durch eine lineare Transformation von f ebenfalls 
nicht geändert zu werden. Denken wir uns nun, durch eine lineare 
Transformation von f gingen J5', B'^ ... in B', B\ . . . über, ebenso 
f", C, . . . in r, r'i u. s. w. Man hätte dann beispielsweise aus der 
ersten Gleichung (5) 

(l_a)(,.-y-,+(-5-|;')(..-')i-.+...+(§-|f)=o. , 

Diese Gleichung muss für diep Werthe von ir""' bestehen, welche 
der Gleichung (4) genügen, und da diese im Allgemeinen sämmtlich 
verschieden sind, so würde man die p Gleichungen, welche so ent- 
stehen, als p von einander unabhängige homogene und lineare 
Gleichungen mit den Unbekannten 

IT &' Jr ff'" R B' 

ansehen können und daraus schliessen, dass diese Unbekannten sämmt- 
lich verschwinden müssen, weil die Determinante des Systems, das 
Differenzenproduct der r""-^, nicht verschwindet. Man hat also 

J?j B| B 2 B'2 

und ebenso: 
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(1. h. auch die Quotienten 

i • f * 11 fi "Vir 

T*' •' W ' ' '} /""; f^'i ' • * **• o« "»j 

werden durch lineare Transformation nicht geändert. 

Nun wird im nächsten Paragraphen der folgende Satz nach- 
gewiesen werden, welcher zugleich die Invarianten in einem neuen 
Lichte erscheinen lä^st: 

Jeder Quotient zweier Functionen P, Q der 
Coefficienten simultaner Formen f, q>, ^..., wel- 
cher sich durch lineare Transformation der Formen 
nicht ändert und dessen Zähler und Nenner homogen 
für jede der Coefficientenreihen sind, ist der Quo- 
tient zweier Invarianten. 

Aus den Gleichungen (5) folgt, indem wir diesen Satz als bewiesen 
voraussetzen, dass x, A . . . irrationale Functionen der Invarianten von 
f sind. Da nun x, A . . . dem Obigen zufolge ein System von n — 3 
ganz willkürlichen Grössen bilden, so können auch die Invarianten 

-j^ , -jfjr . . • ; ^, f -pt • • • ; U. S. W. 

nicht von weniger als n — 3 Parametern abhängen. 

Was nun die Grössen J?, B/..., C\ C/... selbst anbetrifft, so 
dürfen wir immer voraussetzen, dass wenigstens je einer der Quotienten 

IT' C 

in Zähler und Nenner keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzt Da- 
her sind nach dem angeführten Hilfssatze 2?', C. .. Invarianten, und 
also auch alle JB'^, (7,-. . . Diese Grössen selbst hängen, ausser von den 
ersterwähnten w--3 Parametern, noch von der Determinante der 
I, ij ab, von welcher sie eine Potenz als Factor enthalten. Von dieser 

jB*- C' 
Determinante hängen die Quotienten -~ , ^ . . . nicht ab ; denn durch 

lineare Transformation kann man der Determinante jeden beliebigen 
Werth geben, während jene Grössen sich nicht ändern. Diese Deter- 
minante ist also ein (n— 2)*®' Parameter und die Invarianten JS*;, (7,-... 
hängen also von 71 — 2 Parametern ab, was zu beweisen war. 

Ich will an den obigen Satz, unter der Voraussetzung, dass auch 
der Hilfssatz nachgewiesen sei, einige Bemerkungen knüpfen. 

Da alle Invarianten eines simultanen Systems nur von k — 3 Para- 
metern abhängen, wenn k die Anzahl aller Coefficienten beträgt, so 
muss zwischen je i— 2 Invarianten immer eine Relation 
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stattfinden. Man erhält also alle Beziehungen^ welche zwischen 
den Invarianten eines Systems stattfinden, deren Zahl etwa i sein mag, 
wena man i^k + S Beziehungen zwischen k — S fest gewählten und 
je einer der übrigen ableitet. Diese Beziehungen werden im Allge- 
meinen nicht so beschaffen sein, dass man etwa alle übrigen Invarianten 
durch k — S rational auscfrücken konnte ; ja es wird im Allgemeinen 
kein System von k — 3 Invarianten existiren, welches dieser Forderung 
GeDGge leistet. 

Da nach § 4. Covarianten immer als Invarianten aufgefasst werden 
können, bei deren Bildung das System der Grundformen nur um eine 
lineare Form , das System der Coefficienten also um zwei vermehrt ist, 
so folgt daraus, dass alle Covarianten und Invarianten eines simultanen 
Systems immer als Ausdrücke mit k—\ Parametern angesehen werden 
dürfen und dass also zwischen je k Covarianten, bez. In- 
varianten eine Relation existirt. Ist h die Gesammtzahl aller 
Covarianten und Invarianten des Systems, so giebt es also h — k+l 
von einander unabhängige Relationen, welche etwa wieder zwischen 
A'~l fest gewählten und je einer anderen Form bestehen können. 

Wenn man die Veränderlichen |, ij einführt und nun ^e Co- 
varianten und Invarianten bildet, so kommt man in der That auf 
Functionen von J—l Parametern; zu den k — 3 bei Inrarianten 
auftretenden kommen noch | und rj liinzu. 

Bezüglich des ganzen Systems der Invarianten und Corarianten 
wird nun weiterhin der Satz nachgewiesen werden : 

Man kann immer k-^ 1 Covarianten und Invarian- 
ten so wählen, dass durch sie jede andere Corariante 
oder Invariante sich rational ausdrückt, wobei 
immer nur eine Potenz von einerjener i — 1 Formen 
-den Nenner bildet. 

Dieses System von k — l Formen lässt sich einfach angeben. 



I 80. Partielle Differentialgleichnngen, denen die Covarianten nnd 
Invarianten eines simaltanen Systems genflgen. 

Der Zweck, den wir bei dem Folgenden im Auge haben, besteht 
in dem Beweise des im vorigen Paragraphen angeführten Hilfssatzes. 
Aber bei der Führung dieses Beweises werden sich einige an und für 
sich interessante Momente ergeben. 

Bezeichnen wir durch P und Q zwei ganze rationale Functionen 
der Coefficienten simultaner Formen /, 9, ^..., homogen für jede 
der Coefficientenreihen. Dieselben Functionen, aus den Coefficienten 

Clebschi Theorie der biu&ren Algebr. Formen. ^0 
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der linear transformirten Functionen gebildet, seien P', Qf. Nehmen 
wir an, es sei für jede lineare Transformation mit nicht verschwin- 
dender Determinante 

p p; 

und zwar mögen P und Q keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 
Es folgt dann 

P' = f»P 

(if =fnQ, 

und da die transformirten Coefficieuten lineare Functionen der ursprüng- 
lichen sind, so stimmen die Dimensionen von P und P' oder von Q 
und ^ in Bezug auf die Coefficieuten der gegebenen Formen /*, qp, ^ . .. 
überein; m kann daher nur noch eine ganze Function der Transfor- 
mationscoefficienten sein. 

Wir werden nun folgenden Satz beweisen: 

Wenn eine ganze rationale Function P der Goef- 
ficienten von /*, g>, ^•.., welche für jede dieser 
Coefficientenreihen homogen ist, die Eigenschaft 
hat, dass die für die linear transformirten Fun- 
ctionen gebildete Function P' sich von P nur durch 
einen von den Transformationscoefficienten ab- 
hängigen Factor unterscheidet, so ist dieser Factor 
eine Potenz der Transformationsdeterminante und 
P eine Invariante. 

. Bezeichnen wir die Coefficieuten der verschiedenen gegebenen 
Formen /*, g>, ^ . . . beziehungsweise durch 

Äq , ö j , ^2 . . . 

^o; ^i ; öji . . . 



^01 ^i; ^i 



• • • 



die Coefficieuten der transformirten Formen durch beigesetzte obere 
Striche. Ist n die Ordnung von /*, und sind 

^ ^ a;j = a2 5 + ftij 

die Transformationsformeln, so ist 

(2) /•= aoÄ^i" + y a^ a:^"-^ ^2 • • • = »o 5" + j «'i 5""^ i?+-.; 

und die a'i daher linear in den a,-, von der n*^ Ordnung in den a] 
ähnlich sind die doppelten Darstellungen von 9, ^ . . • 



Typische Daretellungen. — S dö. 307 

Als unabhängige Veränderliclie können wir hierbei die folgenden 
Grossen auffassen: 

h Die ursprünglichen Coefiicienten der Formen f^ Vfif^», 
deren Gesammtzahl k sein mag. 

2. Die neuen Veränderlichen |; 17. 

3. Die Substitutionscoefficienten a, ß. 

Die neuen Coefficienten und die ursprünglichen Veränderlichen 
erscheinen als Functionen dieser Grossen. Aber es ist charakteristisch, 
dass die i + 6 Grössen a^, 6,..., i, ri, «,, ^, nur in Ä + 2 Functionen 
fl',, h'i. , . f Xi auftreten. Ich werde nun ein System von Differentialen 
angeben, welches man den unabhängigen Veränderlichen beilegen 
kann und für welches die Differentiale von x^y x^ verschwinden, 
während die Differentiale der k Functionen a^-, Vi , , , sechs einfache 
Werthesysteme annehmen. Setzen wir, indem wir durch dt irgend 
eine unendlich kleine Grösse bezeichnen: 

(Qx d ff, = (pai+gft) dt dßi = {ra^+sßi) d t 

^'^ da^^{pa^+qß^)dt d ß^^ (ra^+8ß^)dt, 

so wird aus (1): 

• dx,=^a,[di+{pl+rfi)dt] + ß,\dti + {qi+8rj)dt'] 
dx^=^a,[di+{pi+rii)dt] + ß,[dfi+{Qi+sv)dt]. 

Daher hat man 

dx^ = Oj rfa;2 = 0, 

wenn man dl, dtj aus den Gleichungen bestimmt: 

f.s di = ^{pi+rfi)dt 

^^ dji=-{q^+Sff)dt. 

In diesen Formeln sind py q, r, s noch ganz willkürliche Grössen. 

Sehen wir nun, welche Werthe die Differentiale der a'i, Vi... 
annehmen; wobei es hinreicht, eine der Formen, etwa /) zu betrachten. 

Wenn wir die Gleichung (2) differenziren und statt der Diffe- 
rentiale die oben angegebenen besonderen Werthe setzen, so erhal- 
ten wir: 

n 



-\ipi +rf,)^+(qi+Sfi)l^\dt. 



Setzen wir nun die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
If 17 einzeln gleich Null, so finden wir für die Differentiale der a' 
folgende Ausdrücke: 

20* 
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d a\ = 1 « .pa^ +n.q a\l dt . 

•^nsa^ dt 
n.w — 1 , , r n—1. »—2 , . w— 1 , . n— l.»i— 2 



2 
«-1 



!/« 



+ 11. r -SOj «/ 



oder anch: 

da\ = («— 1) (l>«'i+5«' ) + (*•«'„ +»^«'i^ 

(5) d a\ = (n-2) (j>a j+gri',) + 2 (rfl\ +.^#1',) 

• •••■• 

Differenziren wir nim die Relation 

P' = wP, 

in welcher P' dieselbe Function der a',- ist, wie P von den a,-, und « 
eine Function der a, ^ allein; an Stelle der Differentiale setzen wir 
die einfachen Ausdrucke (3), (5). Dabei bleibt P constant; dm wird 

ra, <^ai ^Pi cß^ 

Man erhalt also, mit Beseitigung des Factors dt die Gleichung: 

(6) +C'-«,+s^,)^ + (r«, + s^,)^] 

*^^^ P' 

T—r- [(w — /«) fl^a A +g«'>n-i) + * (ra'A-i + so'*)] . 

In der rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich die Summe !> 
auf die verschiedenen Coefficienten einer Function; die Summe S 
dagegen auf die verschiedenen Functionen f, q>, tf^ , .., so dass die 
verschiedenen Glieder dieser Summe sich ergeben/ wenn man in dem 
ausgeschriebenen Gliede statt der a die b, c . . ., und statt der Ord- 
nung n von f die Ordnungen von 9, iff . , . setzt. 
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Die Gleichuug (6) repräsentirt vier verschiedene Gleichungen, 
welche man erhiilt, indem man die Coefficienten von j>, (/, r, s einzeln 
gleich Null setzt; nämlich die Gleichungen: 

V ^dttf ^ caj ><^\ *W«,/ ^ '<^a, can-\/ 

Die Substitutionscoefficienten kommen hier explicite nur in den 
eingeklammerten Factoren der linken Seite vor. Geht man von der 
allgemeinen linearen Substitution zu derjenigen über, für welche 
i , = I , a:^ = iy , also überhaupt a', = a, , 6'/ = 6/ . . . , wird , so hat mau nur 

«^=1, «, = 0, ^1 = 0, ^,= 1 

zu setzen. Die eingeklammerten Factoren links gehen in gewisse 
numerische Werthe. 

&)-■ m-^' iw^r. Gi)=* 

über, welche weiterhin bestimmt werden sollen; und indem noch P' 
sich auf P reducirt, erhält man das folgende System partieller 
Differentialgleichungen, welchemjede durch dieGleichung 
P'=mP definirte Function der Coefficienten von /, q>, ip... 
genQgen muss: 

^^^ D Q/ ?P, ,, ?P ^ ?P\ 

Es ist eine besondere Eigenschaft dieser vier Gleichungen, dass 
sie gemeinsame Losungen gestatten, deren Existenz wir aus der 
Existenz der Invarianten kennen. Aber sie gestatten dieselben nur 
fOr besondere Werthe von a, ß, y, d, wie wir jetzt zeigen werden. 

Bezeichnen wir durch <t> (P) und y (P) irgend zwei lineare Com- 
l)inationen der Diiferentialoperationen, welche auf der rechten Seite 
dieser Gleichungen stehen; es sei also 
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(9) 



0(P) = S(a^+^.I--+^.I^...^ 






wo 



Äh = {n — h) (p ah+(j aß,^\) + h (r oa^x + s anf 
Ak=^(n—}i) Cp'aA + 5''<'A+i) + *(»•' «A-i +5' «a), 

und ähnlich 'Bky Sh} Ca, Ca, , ., den Functionen 9, ^ . . . entsprechend; 
während Pf Q, t, s^ p, gf, r', s' ganz beliebige Grossen bezeichnen 
sollen. 

Die Operationen O und Y haben die Eigenschaft, 
dass 
(10) [V (P) ] - Y [0 (P)] - X (P) 

wieder ein Ausdruck der Form 0(P) oder V(P) ist, 
dass alsO; wenn man beide Operationen nach einan- 
der anwendet, aber in entgegengesetzter Reihen- 
folge, die Differenz der entstehenden AusdrGcke 
sich aus den rechten Theilen der Gleichungen (81 
'wieder linear zusammensetzt. 

Man beweist diesen Satz bequem in folgender Weise. Bei der 
Bildung der Gleichung (10) entstehen zwei Arten von Termen; die 
einen enthalten erste, die andern zweite Differentialquotienten. Die 
Glieder der letzten Art heben sich gegen einander auf, indem in der 
Differenz sich immer zwei Terme der Form 

Aa Bk X ^ Bfc Aa 



tttAcak dOkcaA 

zu Null vereinigen. Die linke Seite des Ausdrucks (10) hat also zu- 
nächst wirklich die Eigenschaft, nur erste Differentialquotienten von 
P zu enthalten; es bleiben dabei diejenigen Glieder von O [V(P)] und 
V [0(P)] steten, welche von der Differentiation derCoefficienten AjÄ.^ 
herrühren, so dass 

X (P) =8 j||[0 {A,) - VC^,)] +||[0 (^'J - M'(^,)]+.- 

Da nun die Aa nur von den a^, nicht aber von den CoefGcieuten 
der übrigen Functionen abhängen, so ergeben bei der Bildung von 
{Alk) — V (^a) auch nur diejenigen Theile der Operationen <l>, V 
etwas von Null Verschiedenes, bei welchen nach den oa differenzirt 
wird. Es ist also 
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uud demnach: 



=Si;i(- 






Um diesen Ansdruck nun in übersichtlicljer Form darzustellen, 
bemerke man Folgendes. 

Die unter dem Summenzeichen der rechten Theile der Gleichungen 
(8) befindlichen Ausdrücke gehen, wenn man 

ap ap 5P 

dUg da^' da^" ' 
durch 

n , n.n — 1.,_ 

ersetzt, in die ÄusdrQcke 

0f 8f df df 

^'^' ^'^' ^'^' ^'^' 
iu welchen / immer mit den Argumenten y, , y^ geschrieben gedacht wird. 
Betrachtet man also die Gleichungen 

(12) ä^-T'' '■ 

dP n.u-1 



So, 1 



-172-!'.- 



(13) 



als aymboliBche (jleichungeu, welche die «*"■ Dimensionen der y sym- 
bolisch definiren, so nehmen die Gleichungen (8) die symbolische 
Form an: 

Die unter den Siimmeazeichen der Gleichungen (9) enthaltenen 
Ausdrücke erhält man, wenn man die in (8). oder (13) enthaltenen 
Auadrücko mit p, q, r, s, bez. p', r/, r", s* multipHcirt und addirt; 
es ist also symbolisch: 
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I^'* |£= (i>>. + r'y,) ^ + (,>. +.>,)!£ . 

Da hierbei nur die Differentialquotienten von P, nicht aber die 
Coefficienten ak symbolisch verändert sind; so kann man diese Aus- 
drücke in die Gleichung (11) einfahren und daher symbolisch setzeu: 

(15) X (P) 




-81 






Die beiden hier vorkommenden Summen 

haben sehr einfach anzugebende Werthe. Denn die Gleichungen (12\ 
welche symbolisch in Bezug auf irgend eine Function P sind , werden 
wirkliche, wenn man P durch /'ersetzt; jene beiden Summen sind 
also wirklich gleich den Ausdrücken (14), und die Gleichung (15) 
verwandelt sich demnach in folgende: 



^(^)^)^{p'yi+^'y^)^\ipyi + ry.)^ + (äyv + ^y2) 



dy,Y^ ^^ ■ -^^cy, ■ ^--^ ' ^""'dy 



i 



-^{iy,-^sy,)^\^{py, + r'y,)^ + {q'y, + s'y,)^^^- 

Bei der Ausrechnung dieser Ausdrücke sieht man sogleich, dass 
die mit zweiten Differentialquotienten von f behafteten Glieder sich 
aufheben, und es bleibt daher übrig: 



Typische Darstellungen. — § 80. 313 

X (P) = {i>r'- rj/) gy, |^ + {qp'- sp) gy, ^^ 
+ ('•'/-, r')8y.,-^ + (r«'-«r')8y,^ 

Diese Formel beweist, tlass wirklich, wie oben bebauptei, der Aus- 
druck 

(17) X{P)^<t>[W{F)]'-W[<t>{F)] 

sich aus den rechten Theilen der Gleichungen (8) zusammensetzt, da 
die Ausdrücke rechts in (13j, welche jene symbolisch vertreten, hier 
direct vorkommen. 

In Folge der Gleichungen (8) ist aber ferner: 

<t>{P) = {ap+ßq+Yr+ds)P 
V (P) = {ap' +ßq+ yr + ds') P, 
daher 

[y (P)] - V [0 (P)] 
= {ap'+ßq'+yr'+ds)<t>{P)--^ap + ßq + Yr+ds)V(P)^0. 

Mit Hilfe der Gleichungen (8) verschwindet also der 
Ausdruck 

cD[V(P)]-y[0(P)l 

identisch; es ist also auch für jede Function P 

X(P) = 

oder wenn man in (IG) für die Summen ihre Werthe aus (13) setzt, 
uud den Factor P auslilsst: 

(18) = (rr/'- qr) {a-ö) + [{pr'- rp) + {rs'-sr)] y 

\\{qP'-pq)^'{Sii^qs)\ß. 

Diese Gleichung muss für alle Werthe von Pj q, r^ s und p\ q, 
r'f s bestehen; daher ist nothwendig 

(19) a = S, ß = 0, y = 0. 

Die erste dieser Gleichungen findet man, wenn man jp, p' und 
s, s gleich Null setzt, die zweite, wenn mart r, r', und die dritte, 
weun man g, q' verschwinden lässt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (19) verwandeln sich nun die Gleich- 
ungen 1^8) in folgende: 



(20) 
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Qf dP^ ,. dP ^ dP \ ^ 

Auch die Bedeutung der Grosse a ist aus diesen Gleichungen 
leicht zu erkennen. Addirt man die erste und die letzte, so findet 
man: 

2aP=JS5«(a, — + «, — + . .. + a.^. , 

Ist also P vom Grade g^y 9t * - ' beziehungsweise in den Coef- 
ficienten von /*, q>, ^ . .., und sind w^, n^ . . . die Ordnungen dieser 
Functionen, so verwandelt sich dies in: 

2aP^n^g^P+n^g^P+ ,.., 
oder man hat: 

«^iKi/i + Hg^fa + ...), 

80 dass a mit der in § 15. mit X bezeichneten Zahl (für Invarianteuj 
übereinstimmt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (20) ist es nun leicht, zu zeigen, dass 
jede Function P eine Invariante ist, und dass in der Gleichung 
P'=mP immer m eine Potenz der Transformationsdeterminante 
bedeutet 

Da die Gleichungen (20) eine bestimmte Wahl der Veränderlichen 
nicht voraussetzen, so bestehen sie auch nach jeder linearen Trans- 
formation, d. h. sie hören nicht auf zu bestehen, wenn man P, öi 
durch P', a'i ersetzt. Gehen wir also auf die Gleichungen (7; zurück, 
so können wir für ihre rechten Theile die Ausdrücke 

aP'=^afnP, 0, 0, aP'^amP 

setzen; und indem wir den Factor P auslassen, haben wir numuehr 
folgende Differentialgleichungen für m: 

dm, d tut 
a rm . ^ cm 
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Bezeichnen wir^ wie sonst, durch r die Substitutionsdeterminante 

so erhalten wir aus den obigen Gleichungen die Werthe der Differen- 
tialquotienten Yon logm: 

dlogm_^a er clogm^a dr 



daher ist 



clogm _a er c logm ^a dr ^ 



dlogm=iad log r, m = c .r**. 

Die Gleichung für P geht also in 

P'^cr^.P 

über. Aber für die identische Substitution «1 = 1, «2 = 0, ^|=0, 
^2=1, ist P = P', r=l, also auch c=l, und demnach 

r^f^.P, 

daher P eine Invariante, was zu beweisen war. 

Hiermit ist denn auch zugleich der in § 79. ausgesprochene Hilfs- 
satz bewiesen. Denn demselben zufolge sollte eine rationale Function 

p 
der Coefficienten -yjy welche durch lineare Transformation sich nicht 

ändert, der Quotient zweier Invarianten sein. Es wurde aber im 
Anfange dieses . Paragraphen gezeigt, dass daun P, Q bei linearer 
Transformation sich nur um einen von den Coefficienten der Formen 
unabhängigen Factor andern können, und soeben sah man, dass dieser 
Factor nur eine Potenz der Trausformationsdeterminante sein kann« 
Jener Hilfssatz ist also bewiesen. 

Den in § 79. ausgesprochenen Sätzen ist jetzt noch der folgende 
hinzuzufügeu : 

Jede Invariante simultaner Formen /*, qp, ^ . . . 
genügt den vier partiellen Differentialgleich- 
ungen (20)*. — 

Es ist schon wiederholt erwähnt, dass die Co Varianten unter 
simultanen Invarianten mit einbegriffen sind. Will man indessen die 
Gleichungen (20) für Co Varianten so aufstellen, dass die der Differen- 
tiation nach den Veränderlichen entsprechenden Glieder abgesondert 
erscheinen, so braucht man nur, wenn Xy, x^'y x\^ x\ etc. die in der 



* Diesa partiellen Diti'erentialgleichungen gab Cayley in Crelle's Journal 
Bd. 47. Sie bilden den Ausgangspunkt für Aronhold^s Begründung der Inva- 
riantentheorie (Borchardt's Journal, Bd. 62). Siehe auch die Abhandlungen des 
Verf. in Borchardt's Journal, Bd. 59, S. 1 und Bd. 65, S. 257. 
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Covariante auftreteudeu Iteiheii vou Venmderlichen sind, aas den 
Summeu links Glieder auszusondern, welche linearen Formen mit den 
Coefficienten x^, — ^n ^\j ^^\ ^^' entsprechen. Für solche Glieder 
ist n= 1, und Oj,, a^ sind durch x^^ —x^ etc. zu ersetzen. Es treten 
also aus den vier Summen (20) folgende Glieder heraus, in denen die 
Summenzeicheu sich auf die verschiedenen Ileihen von Veränderlichen 
beziehen: 

Ö^^aa:/ Ö^l^a:/ Ö^^rx,' ^''' c x,' 

oder auch, wenn m, w*'... die Ordnungen der Covariaute P iu den 
Xj x' . . . bezeichnen : 

^ ^ CX^ ^ * f X^ ' ^ ^ r Xj ^^ * cx^ 

Setzt man ausserdem in (20) Zin + a au Stelle von or, so erhalt 
man für eine Covariante P die folgenden Differentialgleichungen: 

S(~«o^+(n-l)a.^...) -8x,;-|=«P 
Q/ ^P^ ,, ^P\ CJ^i^n 

a{ aP. ,. rP\ ci?P jy 

Die Bedeutung der hier durch a bezeichneten Zahl ergiebt sich 
wieder, wenn man die erste und letzte Gleichung addirt, und es findet 
sich mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen: 

abermals übereinstimmend mit der Zahl A des § 16. 

Ich erwähne noch eines Satzes, welcher als eine Art veränderten 
Ansdnicks für die Differentialgleichungen (20) aufgefasst werden kann, 
sobald dieselbe sich nur auf eine Form beziehen. Bilden wir aus einer 
Invariante P einer Form f die Covariante 

(21) ö = ||./-||v-x. + ||.-.,« + -.... 

Dass dies eine Covariante ist, folgt aus § 3., denn P ist nach 
den Coefficienten von f differenzirt, und die Differentialquotienten 
sind mit den Coefficienten der Form gleich hoher Ordnung 

(x, Z, - X, ^2)" • 

(die ß als die Veränderlichen angeschen) multiplicirt worden. Ver- 
möge der symbolischen Bezeichnung (12) geht Q in die Form 



. Typische DarBtelhmgen. — §§ 60, dl. $1^ 

Ober, und schiebt man dies (n— l)mal Ober f=.as*, so erhält man 
R = {ifx). a„— ' a,= -(y,a;g-yga;,)(a;, -^^^ + ^t^j^^ 

Inzwischen nehmen die Gleichungen (20) nach (13) die sym- 
bolische Form an: 

so dass man identisch erhalt: 

B = 0. 

Man kann also folgenden Satz aussprechen*: 

Bildet man aus einer Invariante P einer Form 
w**' Ordnung die Covariante 

^ dP ^ dP ^ , ,dP , 2 2 L 

so ist die (n— !)*• Ueberschiebung dieser Covariante 
mit /'identisch Null. 

Die n*® ueberschiebung würde 

dP dP 

also P multiplicirt mit einer Zahl geben. 



§ 81« TjTpische Darstellung und assoellrte Formen« 

Nach dem Vorigen kann man alle Invarianten eines simultanen 
Systems mit k Coefficienten durch k — S Parameter ausdrücken. Man 
kann also auch alle Invarianten als Functionen von solchen k—S In- 
Tarianten auffassen, zwischen denen selbst keine Relation besteht. 
Aber diese Functionen sind im Allgemeinen irrational. 

Ebenso kann man alle Covarianten durch k—1 Parameter dar- 
stellen ; man kann sich also alle Covarianten als Functionen von zwei 
Covarianten und Ä— 3 Invarianten, oder allgemeiner als Functionen 
von k—1 Covarianten denken. Auch diese Functionen sind im All- 
gemeinen irrational. 

Setzen wir die Bedingung der Rationalitat voran, so können wir 
die Aufgabe stellen: 



* Ich verdanke denBelben einer Mittheilung des Hrn. Gordan. 
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i'^rianten und Invarianten eines simul- 

^ -v'.etus sollen durch k+l—l Covarianten 

. jinten rational ausgedrückt werden, wäh- 

% ^chen den letztern X Relationen bestehen. 

.. i;i^»>e wird auf unendlich mannigfaltige Weise gelost 

-vorie der associirten Formen.* 

. ., ..tu wir irgend zwei Covarianten der simultanen Formen 

« welche zwei Reihen von Veränderlichen enthalten, and 

.. #^ linear, rCj, x^ zu beliebig hoher Ordnung. Diese Coya- 

. ^^ 1^ sind nach § 8. immer zusammengesetzt aus der ersten 

.... oiuer Covariante mit einer Reihe von VeiÄnderlichen, und aus 

, acii tischen Covariante {xy), haben also die Form 

wo M und K Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen sind 
iiid fi die Ordnung von M bedeutet. Die Ausdrücke 

sind, wenn wir auf die Veränderlichkeit von x^, x^ für den Augen- 
blick keine Rücksicht nehmen, neue Veränderliche, welche wir mit 
llilfe der Substitution (1) an Stelle von y^ und y^ einführen können. 
Wir erhalten dadurch die Formen f, 9, ^..., wenn dieselben mit 
den Veränderlichen y geschrieben werden, transformirt in Functionen 
der I, Tj, deren Coefficienten von Xi, x^ abhängen. Betrachten wir 
irgend eine dieeier Formen, etwa /*, genauer, und f&hren die Trans- 
formation an derselben aus. Man hat 

Ist also symbolisch 
so ist die transformirte Form von /* durch die Gleichung gegeben: 

(6i?)-./-(y)=Koi?)|-(og)i?}" 

Wir nennen diese Darstellung von f eine ty- 
pische**, insofern darin die Veränderlichen sowohl 
als die Coefficienten Covarianten sijid. 

* Diesen Begriff stellte (in etwas epeciellerer Fassung) Hermite aofi 
Cambr. and Dublin, math. Journal 1854 und Crelle's Journal Bd. 5S. Vgl- 
auch Brioschi, Annali di matem. tom. I., S. 296. 

•• Auch dieser Begriff rührt von Hermite her (vgl. die in der vorigen An- 
merkung dtirten Abhandlungen). Doch wandte derselbe ihn hauptsächlich ib 
einer etwas andern Form an, indem er die linearen Factoren einer quadratisches 
Covariante, also irrationale Formen, ab typische Veränderliche einführte. 
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Das letztere ist leicht einzusehen. In dem Ausdrucke (2) kom* 
mea n+2 Coefficienten vor, die Grössen: 

.o^ A = («^)"-'(a|) 



Nun verhalten sich in Bezug auf lineare Transformationen die 
Coefficienten 5i, S«; i^i, % wie Coefficienten linearer Formen. Geht 
z. B. bei linearer Transformation g in |' = r^.S über, und sind 

die Transformationsformeln, so hat man 

6' = S'i ^1 + 5'2 ^2= ^M 6i («11 e^ + «ij ^a) + fe («21 ^1 + «« ^2)1, 

also 

6'i = ^^ (61 «11 + 5a «21) 

6'2 = ^^(6l«12+62«22)- 

Dies sind dieselben Transformationsformeln, welche für lineare 
Formen mit constanten Coefficienten oder für die Symbole a gelten, 
nur dass noch der Factor r^ hinzutritt. Hierdurch übersieht man so- 
fort, dass die Ausdrücke (3) die Invarianteneigenschaft besitzen. 

Den Gleichungen (2), (3) entsprechend, erhalten wir andere, 
welche sich auf 9, ^ . . . beziehen. Dabei bleibt D ungeändert; an 
Stelle der A aber treten andere Covarianten B^ C . , . . Die Anzahl 
aller A, B, C , . , ist gleich der Anzahl Je sämmtlicher in /*, 9, ^ . . . 
vorkommenden Coefficienten. 

Setzt man, wie oben als die allgemeine Annahme bezeichnet 
wurde: 

wo Z", i, M, N Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen, 
fi, V die Ordnungen von Jf , N sind, so wird, wenn man die y durch 
die X ersetzt: 

und man kann folgenden Satz aussprechen: 

Die i + 3 Formen 

D, Äq, -4j . . ., jB^, B^ . . ., Mj N 
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sind associirte Formen, d. h. solche, durch welche 
alle Invarianten und Covarianten des simultanen 
Systems f, q>, i; , . . sich rational ausdrücken lasseu. 

Bildet man nämlich irgend eine Invariante oder Covariante der 
Form f(y), so erhält man im Falle einer Invariante dieselbe direct 
ausgedrückt durch D und die A, B .. .] im Falle einer Covariante kom- 
men in der Bildung auch noch ^^ r^ vor. Da femer die Transfornia- 
tionsdeterminante beim Uebergange von den ursprünglichen Veränder- 
lichen zu Sy ^ ebenfalls D ist, so wird, wenn man die ursprünglichen 
Coefificienten durch a, b... bezeichnet, die Invarianteneigenschaft 
ausgedrückt durch eine Gleichung der Form: 

D^ . n(ao, «1 . . .5 \y 6^ . . .; . . . ; y,, y^) 
= TT(-4^, — ^1 . . .; Bq^—Jj^,..] ...;§, ly), 

wo nur, wenn TT eine Invariante ist, links y,, y^, rechts |, 17 fehlen. 
Es wird also 

1. jede Invariante von f eine rationale Function der A, B ... 
und von D, und zwar ist der Nenner eine Potenz von D 
allein ; 

2. jede Covariante, geschrieben mit den Veränderlichen y^, y^, 
eine rationale Function der Ay B ... und von 2), |, 17, und 
zwar ist der Nenner eine Potenz von D allein. 

Setzt man aber x^^, x^ sn Stelle von y^, y^j so verwandelt sich 
die obige Gleichung in folgende: 

U . TT \0>Qy öl • • • 5 ^Q} ^1 • • • ) • • • 5 ^1 > ^tj 

= T7(^o, — ^1 ...; ^01 — ^1- •; •••; ^} ^)i 

und man erhält also jede Covariante, geschrieben mit den x, als 
rationale Function der A, B ... und von 2), Mj N, und zwar ist 
der Nenner wieder nur eine Potenz von 2>. 

Hiermit ist nicht nur der obige Satz bewiesen, sondern auch zu- 
gleich die Form gegeben, in welcher die Covariante TT durch die 
associirten Formen sich ausdrückt. Man erhält ..den Ausdruck 
einer Covariante (bez. Invariante) durch*die associirten 
Formen, wenn man in denselben die Coefficienten durch 
die Ay B..., die Veränderlichen durch M, iV ersetzt und 
durch die passende Potenz von D dividirt. 

Es handelt sich also zunächst nur noch um die Auffindung der 
vier Relationen, welche zwischen den k + 3 associirten Formen be- 
stehen müssen. Man findet dieselben, indem man die Covarianten l 
und ij für die transformirten Formen bildet, wo denn den Veränder- 
lichen x^, x^ die Ausdrücke itf, N, den Veränderlichen y^y y^ die 
Ausdrücke |, ij entsprechen. Vergleichen wir die ursprünglichen 
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Bildungen von g, iy mit den aus der Form (2) von /"gewonnenen, 
so erhalten wir Gleichungen von der Form: 

wo Pj Q, Ry S ganze Functionen der Ä, B ., , sind. Aus Ver- 
gleichung der Coefficienten folgen hieraus die vier gesuchten Re- 
lationen : 

(4) P=:^D^, Q^O, U--0, S = D^. 

Man kann sich leicht überzeugen, dass diese Gleichungen vier 
Tou einander unabhängige Bestimmungen enthalten. Denn in Folge 
derselben siild 6? V wirklich diejenigen Covarianten, als welche wir 
sie vorausgesetzt haben; wenn man also die 2), A, B... zunächst 
als ganz beliebig voraussetzt, und nur die Gleichungen (4) zwischen 
ihnen annimmt, so müssen die Gleichungen (2) und die entsprechen- 
den wirklich die gesuchten typischen Darstellungen geben , weil 
mit denselben Covarianteu §, 17 überhaupt nur eine Darstellung mög- 
lich ist. Es folgt daraus, dass auch die ^, JS etc. nur in Folge der 
Relationen (4) schon die symbolischen Ausdrücke (3) annehmen 
müssen, und dass also weitere Relationen nicht vorhanden sein kön- 
nen. Die Gleichungen (4) bilden also die einzigen vorhandenen 
Relationen, und da es solcher vier geben muss, so müssen jene 
vier Gleichungen nothwendig von einander unabhängig sein. 

• 

§ 82. Einfachstes System assooilrter Formen. 

* 

Während die Gleichungen (4), welche zwischen den associir- 
ten Formen bestehen, im Allgemeinen verwickelter Natur sind, so 
kommt es doch vor, dass zwischen den associirten Formen einige in 
die Augen fallende Beziehungen von vornherein ersichtlich sind, und 
diese können dann die Relationen (4) des vorigen Paragraphen zum 
Theil oder gänzlich ersetzen. • 

Eine besondere Beachtung verdient ein Fall — der einzige seiner 
Art — , in welchem eine Reduction der Bedingungsgleichungen (4) 
in sehr einfacher Weise eintritt, der Fall nämlich, wo eine der Co- 
varianten |, 1?, etwa iy, von den Coefficienten gar nicht abhängt, son- 
<lern sich auf die identische Covariante (^y) reducirt. Ist 

(1) n^{^y)> 

so wird 
(2) D^{l7i)=^l,x, + l,x, = M, 

und die Coefficienten A haben die Werthe (wie ähnlich auch die 
B u. s. w.): 

Clebich, Theorie der binftren algebr. Formen, 21 
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Ferner ist N identisch gleich Null. Die Gleichungen ^=0, 
D= M ersetzen zwei der vier Gleichungen (4) des vorigen Para- 
graphen. In diesem Falle hängt also alles von den k+l Grössen 
A, B . . .j M ab, unter denen diesmal die gegebenen Formen selbst 
sich befinden. Bildet man S und ij für die transformirien Formen, 
so erhält man für £ wieder eine Gleichung der Form 

uud daher die Relationen 
(4) P=AfS Ö = 0. 

Aus der Bildung von i; aber findet sich nur die Identität 

und in der That können zwischen den A* + 1 Covarianten (2) , (3) aucli 
nur zwei Relationen bestehen , welche durch (4) gegeben sind. 

Bildet man nun eine Covariante oder Invariante für die ursprüng- 
liche und für die typische Form, so ergiebt sich eine Relation der Fomi 

und wenn man yj = j:^, y^=:x^ setzt, geht dieselbe über in: 

~TT(/*, — ^1 . ..; <p, — -B|...; ...; Jlf , 0). 

Man bildet also die Darstellung von TT durch die associirten For- 
men, indem man statt der Coefficienten a, b... die Ausdrücke 

statt der Veränderlichen aber M und setzt. Dies lässt sich noch 
anders ausdrücken. Setzt ma;^ Null für die zweite Veränderliche, so 
reducirt sich TT auf seinen ersten Coefficienten, multiplicirt mit einer 
Potenz von M. Indem man durch diese dividirt, kann man die Regel 
so ausdrücken: 

Man bildet eine Covariante. indem man in ihrem 
ersten Coefficienten die a, 6... durch/", — -4|,-^..- 
ff, — -Bi, B^...] ... ersetzt und durch die passende 
Potenz von M dividirt. 

Bei einer Invariante tritt an Stelle dieses ersten Coefficienten die 
Invariante selbst. 

Man erhält also alle Formen als ganze Functionen der k Bildungen 
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mit Nennern, welche Potenzen einer (A+1V*° Grösse M sind. 
Zwischen diesen Ä^ + l associirten Formen bestehen zwei Gleichungen 
(4), deren eine eine Potenz von M durch die übrigen Grossen aus- 
drückt, während die andere M nicht mehr enthält. 

Endlich kann man auch die Relationen (4) noch beseitigen, in- 
dem man die erste Polare einer der Formen /*, 9, ^ . . . selbst als 
Veränderliche | einführt. Setzt man 






so ist die Transformationsdeterminante 

die Ausdrücke der B, C ... erfahren keine wesentliche Abänderung; 
aber die ersten beiden A werden 

Man hat hier schon vier Relationen vor sich, nämlich 
D = M, A^,r=M, Ä,^0, iVr=0, 

welche die Stelle der vier Relationen (4) des vorigen Paragraphen 
einnehmen, und auf deren zwei man auch geführt wird, wenn man 
nach Analogie der Gleichungen (4) | für die transformirte Function 
bildet. Man hat also den Satz: 

Setzt man im Vorigen 

so lassen sich alle Covarianten und Invarianten des 
simultanen Systems durch die B, (7... und durch 
f, A^y ^3 • • • -4/17 ^^ Ganzen durch Ä — 1 Covarianten, 
zwischen denen Relationen nicht mehr bestehen, 
rational so ausdrücken, dass nur noch jedesmal 
eine Potenz von /*im Nenner erscheint. 

Die oben gegebene Regel über die Bildung einer Covariante 
(bez. Invariante) drückt sich nun aber so aus: 

Man erhält eine Bildung TT, wenn man im ersten 
Coefficienten derselben die Coefficienten der ur- 
sprünglich'en Formen durch 

ersetzt und durch eine entsprechende Potenz von 
f dividirt. 

Es ist bemerkenswerth, dciss die hier benutzte Transformation 
Immer möglich bleibt^ wie speciell die Functionen /*, tp, ^ . . . auch 

21* 
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gewählt sein mögen, da man immer voraussetzen darf, dass von den 
gegebenen Functionen keine identisch verschwindet. 

Die letzte im Vorigen auseinandergesetzte typische Darstellung 
beweist den am Ende des § 79. gegebenen Satz. Denn in der That 
sind hier nur fc— 1 associirte Formen vorhanden , durch welche alle, 
mit Nennern von der Form f^^ rational sich ausdrücken, und Be- 
dingungen zwiachen diesen Formen bestehen nicht mehr. 

§ 83. Becurslonsformel fflr die Coefflclenten gewisser typischer 

Darstellon^eii« 

Wenn man von der Substitution ausgeht: 

welche den zweiten und dritten der im Vorigen behandelten Fälle 
umfasst, so kann man für die Bildung der dabei auftretenden typischen 
Coefficienten eine Recursionsformel angeben. Es ist genügend, 
au einer der Grundformen, etwa an /*, dies zu beweisen. Für den dritten 
und wichtigsten der oben behandelten Fälle ergiebt sich aus derselben 
das bemerkenswerthe Resultat, dass alle Coefficienten A durch f theil- 
bar werden. 

Die typische Darstellung war für diesen Fall in der Formel ent- 
halten: 

WO 

(3) ^i = fi^"-»(«g) 



Bilden wir nun den Ausdruck 



dAky. dAk^ IfdAkdM dAkdM\ 



5«- 



g _ 1 ( dAkdM dAkdM \ 



d Xi d x^ 

Wenn man für A^ seinen symbolischen Ausdruck einführt, so 
geht dieser Ausdruck über in: 



+,,.^(„e.,(«M)j,_«M,), 



wo der erste Theil rechts gleich (n— A)-^a+i ^s^ 
Es sei nun symbolisch 
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also 

Demnach wird 

Vertauscht man aber rechts a init ß und setzt dann für die rechte 
^feite die halbe Summe des ursprünglichen und des neuen Ausdrucks, 
so hat man: 



8x, 



Der Ausdruck 
ist eine aus M entspringende Co Variante. Führt man diese ein, so ist 

und daher aus (4): 

was die gesuchte recurrente Formel giebt; denn man erhält daraus At,^\ 
durch Ak-\, Ä^ und die Diiferentialquotienten des letzteren ausgedrückt: 

Wenn, wie im dritten Falle des vorigen Paragraphen, M — fy so 
wird M nichts anderes als die zweite üeberschiebung von f über sich 
selbst, welche hier durch A bezeichnet sein mag: 

(7) A = (a6)2a,-2 6,«-S 

und die recurrente Formel wird also: 

.^. , 1 (dÄH df dÄA df\ , h{n-\) ^ . 

Es ist leicht ersichtlich, dass in Folge dieser Formel alle A durch 
/" tlieilbar werden. Die ersten sind es, da A^ — f, -4i = 0. Nehmen 
wir also an, es sei gezeigt, dass Ak und Ak—\ durch /*theilbar seien; 
die Formel (8) lehrt dann, dass Ah^\ ebenfalls den Factor /enthalte, 
und demnach muss diese Eigenschaft allen A zukommen. Setzt man 
nämlich für jeden Werth von h 

so ist 

9>ü=l> 9>i = 0) 
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sodanu wird 

oder, da der erste Theil wegen der Bedeutung der | identisch ver- 
schwindet: 

öx^ ^' cx^ ^'''''\dx, ^* dx^ ^V' 

Daher ist in (8) der Werth von Ah^\ wirklich durch /* theilbar, 
und zwar erhält man aus jener Formel jetzt für die 9 die Recursions- 
formel : 



(9) 






Durch Einführung der tp verwandelt sich nun die typische Dar- 
stellung von f{y) in folgende: 

und alle Covarianten und Invarianten von /'sind durch die 
n— 1 Covarianten 

rational und zwar so ausdrückbar, dass nur jedesmal eine 
Potenz von f als Nenner erscheint. 

§ 84. Die independente Darstelliuig der Fanctionen 9. 

Bei der grossen Wichtigkeit der Formen tp ist es wünschenswertb^ 
sie auch independent darzustellen. Hierzu gelangt man auf fol- 
gende Art. 

Es ist symbolisch 

^A = Z'. 9* = ^x»-* (ö i)" (h>2). 

Ich werde nun in zweien der Factoren (a|) für die | ihre sym- 
bolischen Ausdrücke (2) setzen. Alsdann ist 

/•. <Ph = a:r-:* («S)*-' (06) (ac) 6,»-' c,»-S 

oder wenn man die Identität II. § 15. anwendet: 

= /". |a,"-* (ag)*-' (a 6)« 6,«-2 - 1 A . 9 ^«2}. 
Bezeichnet man also durch ^^ die Covariante: 
(1) " tk = (a6)^ (ag)*-' a^"-'* ^.'-^ 

welche von der Ordnung 

(n-l)(Ä-2) + n-Ä + »-2 = Ä(n-2) 
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•ist, so hat man für tpk die Formel: 

(2) ' g}/, = V'A — 1A.9A-2. 

Diese Becursionsformel aber gestattet leicht die indspendente 
Darstellung der (p\ denn indem man in (2) für cph^i seinen Werth 
in g>h—i und tlfh—2 einsetzt u. s. w., erhalt man: 

(3) tpA =- ^A — I A ^A_2 + i A^ rph-A — i A3 ^a_ü . . . , 

eine Formel, welche die independente Darstellung der 9 vollständig 
liefert, wenn man noch bemerkt, dass wegen der Gleichungen 9?^= 1, 
(p^ = die Gleichung (2) für 9.^ und cp^ giebt : 

93 = ^3 

9ä = ^2 - i A. 

Die Gleichung (3) endigt also für ungerade h mit tp^] für gerade 
h kann man sie bis tl^Q fortsetzen ^ aber dann ^^^ = l annehmen; oder 
man kann überhaupt den Gleichungen (1) noch die beiden willkür- 
lichen Bestimmungen hinzufügen: 

(4) V'o=l> ti=0, 

und in der rechten Seite von (3) die Glieder so lange fortsetzen, als 
die Indices nicht negativ werden. 
Bemerken wir noch, dass. 

^, = (aby a^r"-'^ ftx"-^ = A, 
so können wir jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
rationale Functionen der n Covarianten 

f, A, ^3, ^, . . ., ^n [V'A = (a6)U«S)*-'«x»-*6*"-'J, 
wobei immer der Nenner nur eine Potenz von f ist. 

Indem man das bei dieser Darstellung der 9 angewandte Ver- 
fahren weiter benutzt, wird es nun möglich, allgemein ein einfachstes 
Formensystem anzugeben, durch welches man rational mit Potenzen 
von f im Nenner alle Invarianten und Covarianten ausdrücken kann. 
Die Untersuchung, welche wir zu diesem Zwecke ausführen, besteht 
aus zwei Theilen; in dem ersten werden allgemein Endformeln ge- 
geben, durch welche man die (p oder ^ auf ein einfacheres Formen- 
system zurückführt. Eine weitere Reduction, welche dann zweitens 
erfolgt, gestattet eine Angabe von Endformeln nicht mehr, liefert 
aber ein Formensystem, welches offenbar eine Reduction nicht mehr 
zulässt. 

Wenn man die oben für den Zusammenhang der 9 mit den tp 
entwickelten Gleichungen in eine zusammenfassen will, so kann dies 
folgendermassen geschehen. Die Gleichungen 
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• 9?2 = ^» — 1^ 

93 = ^3 
(5) ^ 94 = ^4-^^92 



kanu man sich bis in's Unendliche fortgesetzt denken, wobei denn 
immer nur die n — 1 ersten Gleichungen für den vorliegenden Zweck 
eine Bedeutung haben. Multiplicirt man die Gleichungen (5) mit 1, 
z\f z^ , , , und summirt; so erhält man: 

9i + 93^ + 94 ^* • • • = ^2 + ^3 ^ + *4 «^* • • • 

-iA {1 + ^^92 + 93^ + 94^' •••)!, 
und daher: 

KP) 9« + 93 ^ + 94 ^ • • • = — 1 + lAjg^ ' 

Die Formen tp sind also die ersten n — 1 Coef- 
ficienten bei der Entwickelung des Ausdrucks rechts 
nach aufsteigenden Potenzen von z. 

Wenn wir nun die Formen ^^ und ^g ausnehmen, so können wir 
für die übrigen ^ Formeln aufstellen, welche den Reductionsfornieln 
(5) der tp ganz analog sind. Ist h > 4*, so kann mau in dem Aus- 
drucke * 

^A = (o hy (a I)»-» «,"-» &x"-^ 

abermals für zwei Factoren (a|) ihre Werthe einflihreii uud erhält, 
gauz wie bei der Beduction der tpi 

i>k = {ab)' (a|)*-* iac) (ad) aj'-'' ftx"-" c^»-' rf,—» 

= (o Vf (a g)*-* o,«-» 6,"-' Cx"-» (h' - » i (a c)« rf,* - t (crf)« a, 
= /•. (a&)« (ac)« (o|)*-* «x"-* 6^»--' Cx"-'^ - i A ^»_2 . 

FQlirt man also die Bezeichnung ein: 



»* I 



(7) 


• 


X,, = (o 6)« (oc)« (og)»-< a,-* i 








(Ä>4), 


SO hat 


mau 


die Gleichungen 


• 








*4 = 


= f-Zi- 


-iA^, 






t^5 = 


= f-Xi- 


-iA^3 






^f-«' 


= f-X6- 

■ • • • 


• • 



und es sind daher, indem man ganz wie oben verfährt, ^4, ^5. 
die ersten w — 3 Entwickelungscoefficienteu der Reihe: 

(p) ^i + t&e + We^ l + lAe^ 



Typische Darstellungen. — § 84. 



329 



Gauz ebenso k^nn man nun die Formen x^^ behandeln, für welche 
/{ ]> 6. Setzt man 

(0) »k = (a ly (acy (a cl)' (ag)*-« a,«-* 6,«-'-^ c^r--» rf,--2, 
so hat man die Reductionsformeln: 



und Xey Xi ' ' ' s^"^^ ^^^^ ^^^ n — 5 ersten Entwickelungscoefficienten 
des Ausdrucks: 

(10) r+r^+, -« -^A(x> + l,^\ + f{»,+»,e+»,zK..) 
^'"'i lU-t-Zi^-tX»" ••• — 1+TÄl^ 

Indem mau ho fortfuhrt, erhält man eine Reihe von Gleichungen 
(6), (8), (10): 

Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit 



1 



,i 



f^ 



Pf^ 



uud addirt, so bleibt, mit Weglassung der sich aufhebenden Terme: 

l + iA;Ef^'^(l + iA;?Y"^ (1 + iAj^Y (1 + iA;?^)* "^•••" 

Mit Hilfe dieser Formel drücken sich die Functionen fp durch 
die Formen 

(l^) A = *2) *3; X4> Xs; -^6; ^7 • • • 

UU8. Um die darin liegende Vereinfachung abzuschätzen, bemerke man, 
dass Grad (in den Coefficienten) und Ordnung (in den Veränderlichen) 
bei den g? die folgenden sind: 





f>i 


»'s 


1 <P< 


^>f, 


96 


q>, 


Grad : 2 


3 


4 


5 


6 


7 ... 


Ordnung : 


2»-4 


3n 6 


4n 8 


5n-10 


6»-12 


7n — 14 ..., 
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dagegen bei der neu eingefQhrten Reihe Ton Forpten: 



^1 



il). 



Xh 



ft 



6 



», 



Grad: 



2 



3 



3 



Ordnunjr : 



2n-4 3n-6 3ti -8 4n-10i4n,-12 5«-14 ... 



Entwickelt man die rechte Seite des Ausdrucks (7), so hat man 

9>« + «Ps -^ + ")04 •f' • • • = - iA(l-4A«Hi A«jf*- iAV...) 

+ (^;-,+^(',^)(l-iA«Hf AM-IAV...) 
+ /'ä=' (z4+r5^)(l-*A^HJA»£r*-VAV...) 
+r^H*6+*7^)(l-^A*;*+yAV-VAV...) 



V»*: 



und daher, mit Rücksicht darauf, dasa A 

V8 = *S 

fö^-tti'i+fXi 



WO das Bilduiigsgesetz minder übersichtlich ist. 

Sprechen wir den in Obigem enthalteneu Satz folgender- 
massen aus: 

Alle Invarianten und Covarianten von f sind 
bis auf Nenner von der Form f^ ganze rationale 
Functionen der folgenden n Bildungen: 

f 

tC3 = (aJp(«l)«x"-''6x"-* 

Xs = (oft)» {acy (og) a,- -» fc,— » c,—» . 

*« = (o &)* (a c)« (o d)» a," - • 6," -* c," - * d," - » 

*, = {ahy {acf {ady (ag) o,—' 6,"-» c.— »d,— ' 



f 86. Da8 elufiioliste Srstem assoelirter Forme». 

Eine riel wesentlichere Grad- and Ordnungsemiedrigong der 
Formen, durch welche sich alles ausdrucken lässt, erhält man aber 
durch folgende Betrachtung. 

Die Formen ^,, ^,, x^, Xs--; ^ welche oben alles sorSck- 
gefÖhrt wurde, mit Ausnahme der letzten von allen, haben die 



Typische Darstellungen. — §§ 84, 85. 331 

Eigenschaft^ dass jedes darin auftretende Symbol auch durch einen 
linearen symbolischen Factor vertreten ist. Denken wir uns die For- 
men der Reihe nach für n= 1, 2, 3 . .. entwickelt^ so tritt also b^i 
jedem folgenden Werthe von n nur eine wesentlich neue Form auf, 
die letzte; die anderen aber sind aus den Formen des um 1 niedrigeren 
n dadurch ableitbar, dass man in jedem der symbolischen Ausdrücke 
das Produet aller seinen Symbolen entsprechenden linearen Factoren 
als Factor hinzufügt. So kommen bei n = 2 nur 

/ =: aj und ^.^ = D = (a 6)« 

vor; aus diesen werden bei w = 3 die Formen 

/■= aj, ^^ = A = (a by a, b,, 
und es tritt die neue Form 

^,^-Q = -(iaby(ca)bjrcJ 

auf u. 8. w. Jede Covariante einer Form n^^ Ordnung, bei welcher 
alle Symbole auch durch lineare Factoren vertreten sind, kommt schon, 
mit je einem linearen Factor weniger für jedes Symbol, bei den 
Formen (w— !)*•' Ordnung vor, und ist dort durch f und die den 
Formen (n— 1)*®' Ordnung entsprechende Reihe von Formen ^, ;|r.. ., 
mit einem Nenner f^ rational ausdrückbar; daher ist eine solche bei 
den Formen n**' Ordnung durch die entsprechenden Formen i^, % , . , 
ausdrückbar, d. h. man bedarf bei einer solchen Covariante nicht der 
letzten, bei den Formen n^^ Ordnung neu auftretenden Bildung, 
welche zugleich nur in dem letzten Coefficienten ihrer typischen Form 
vorkommt. 

Man kann also sagen, dass jede Covariante, in welcher 
jedes Symbol durch einen linearen Factor vertreten ist, 
bereits durch die ersten n— 1 der Formen f, ^g, ^3, x^, Z5 • •• 
als rationale Function mit einem Nenner ß ausgedrückt 
werden kann; ebenso jede Covariante, in welcher jedes 
Symbol durch das Quadrat des betreffenden linearen 
Factors vertreten ist, durch die ersten w— 2 der Formen 
f} ^%} ^8> Xi) X5 • • • ^' s. w. Da aber umgekehrt aus den letzten 
Formeln des vorigen Paragraphen .'^^ durch /", tp^\ ^3 durch /*, 9^, 93; 
X4 durch fj 9j, 93, 9^ etc. als ganze Functionen dividirt durch Po- 
tenzen von f ausgedrückt werden können, so kann man in dem soeben 
ausgesprochenen Satze auch statt der ersten w — 1, n—2 etc. der For- 
men /*, ^g, ^3, %^, x^ , , . immer sagen: die ersten w— 1, w— 2 etc. 
Coefficienten der typischen Darstellung. 

Man kann daher nun auch den letzten bei den Formen n^®' Ord- 
nung auftretenden Coefficienten 9« oder die ihn vertretende Form 
der Reihe /*; V's? V'aj Z4; Z5 • • • ^^ dieser Reihe durch eine andere 
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Form ersetzeil, welche sich von der urspruuoflicheii durch eiii Glied 
unterscheidet, in welchem jedes Symbol durch einen linearen Factor 
Vertreten ist und welches also schon als rationale Function mit einem 
Nenner* f^ durch die vorhergehenden Glieder der Reihe ausgedrückt 
werden kann. Dann aber überzeugt man sich leicht, dass durch Zu- 
fügung solcher. Terme die betreffende Form wiederholt durch f theilbar 
gemacht und also auf eine nach Grad und Ordnung wesentlich niedrigere 
Co Variante zurückgeführt werden kann. 

Betrachten wir zunächst den Fall, wo n gerade ist. In diesem 
Falle ist die neu hinzutretende Bildung von der Form 

Setzen wir dann für {acyhx^ seinen Werth: 

{acy bj =\(ah)C:,+ (bc) a^ \\ 

so brauchen wir davon nur den Term 

(a hf c* 

ZU berücksichtigen; denn das von den übrigen Termen Herrührende 
enthält den symbolischen Factor a.r bxCjc , . . und kann also übergangen 
werden. An Stelle der obigen Form kann man also eine setzen, 
welche den Factor Cx^ = f enthält, und mit Uebergehung desselben 
bleibt dann die Form übrig: 

{aby {ady . . . (amy &.^«-* rf.^:»-2 . . . w^—^. 

Verfährt man nun mit {ad)^bj ebenso wie oben mit (a6)-6x", 
so kann man, mit Hinweglassung von Termen, welche übergangen 
werden dürfen, und mit Auslassung eines Factors f, statt der obigen 
die Form einführen: 

(aby {acy . . . {amy fcx" "^ Cx"~^ . . . m^'-l 

So kann man, da die Zahl der Symbole b, c . . . m gleich — 5— 

ist, fortfahren, bis man zu der Form 

(a6)»-2(aw)2 6x^Wx«-2 

gelangt. Bei dieser kann man noch einen Factor (^afn)bx durch 
(afc) Wx + (&w) «x ersetzen und den letzten Theil auslassen, weil er 
axb^nia; enthält. Es bleibt also 

(aby-^ (am) &.r ni^c^-K 

Da nun w— 1 ungerade ist, so erhält man durch Vertauschuug 
von a mit b, indem man für den obigen Ausdruck die halbe Summe 
zweier gleicher einführt: 

i (aby-^ mjr"-* t (^ w) b:g — (bm) a^ \ 
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Es bleibt also endlich die einfachste Invariante (ah)*' der Form n^" 
Ordnung übrig; und diese ist das einfachste Gebilde, welches' als 
neue Form eingeführt werden kann. Bei den Formen höherer Ordnung 
treten för sie die Covarianten 

(a hy ttx hx , [a hy a,^ bj . . ., 

ein. 

Alle geraden Formen geben, wie man sieht, bei dieser Unter- 
suchung nur zu Covarianten oder Invarianten Veranlassung, welche 
in deÄ Coefficienten vom zweiten Grade sind. So trat bei den Formen 
zweiter Ordnung (aby auf, bei den Formen vierter Ordnung (ahy. 

Gehen wir nun zu dem Falle eines ungeraden n über. Hier ist 
die zu betrachtende neue Bildung: 

(aby (acy . . . (amy (ag) 6^—^ c^"- » . . . m,"-^. 

Wir können, indem wir ganz wie oben verfahren, an Stelle die- 
ser Form die Form 

(a6r~»(«6)6x 

einfuhren, die Functionaldeterminante von (a6)"~*a, 6^ mit /l För 
Formen von höherer als der w*®° Ordnung tritt au Stelle derselben 

was nicht aufhört (bis auf einen numerischen Factor) die Functional- 
determinante von f mit der Form zweiten Qrades in den Coefficienten 

(aby-'ajbx^ 
zu sein. 

Und so könneQ wir denn endlich folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten einer Form f 
von der w*®" Ordnung sind durch die folgenden ein- 
fachsten Formen als rationale Functionen mit Nen- 
nern f^ darstellbar: 

1. / selbst, 

2. die Formen zweiten Grades in den Coefficienten 

(aby a^r"-^ &.v" -S {ahy a^"-^ ft,"-* . . ., 

3. die Functionaldeterminanten der letzteren 
mit f. 

Von diesen Formen sind die unter (2) angeführten von den Ord- 

uungen 

2n-4, 2w-8, 2n-12..., 

die unter (3) angeführten von den Ordnungen 

3w-6, 3w-10, 3«-14.... 

Die letzteren sind sämmtlich Formen ungeraden Charakters. 
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I 86. Methode zur Bereetammg der Coefflcienteii 9. Die ifpiscken 

Darstellangen big sar sechsten Ordnung. 

Um nun wirklich die Coefficienten (p und damit auch alle anderen 
Invarianten und Covarianten durch das vorhin angegebene einfachste 
, System auszudrücken , kann man folgenden Weg einschlagen.* 

Der grösseren Uebersichtlichkeit wegen bezeichne ich die Formen 
des einfachsten Systems associirter Formen durch 0, r^ so dass 

ö^ = (a by a,"- 2 6x"-^ t^ = (a 6)* {a c) aa;''-^ 6,"- ' c,"- * 

ö^^laby a,«--* 6,"-^ u = labY (ac)a,— -"^ b/"-* c,"-^ 



«— I 



ff, = (a5)"ax"--'7>,— «' t, = (a6)»'(ac) o,"-"-> &,"-»•> 

; 

wo denn a^ die früher durch A bezeichnete Form ist. Man bilde nun 
diese Ausdrücke für die typische Form. Nach einem in § 82. gegebenen 
Satze hat man^ um eine Covariante für die typische Form zu bilden, 
nur in dem ersten Coefficienten derselben die Coefficienten von f 
durch die Coefficienten /", 0, A^, —Ä^... der typischen Form zu 
ersetzen und durch eine passende Potenz von / zu dividiren. Da in- 
zwischen gezeigt wurde ; dass 

so kann man diesen Satz jetzt dahin aussprechen^ dass in jenem 
Coefficienten die Coefficienten von / durch die Ausdrücke 

(1) 1, 0, 92, 93 ... 

zu ersetzen sind und sodann durch eine passende Potenz von /*dividirt 
werden muss. 
Ist nun 

/ = Öq 5/j i ~r ^i ^i ^2 H j 9 ^2 ^1 ~~ ¥2 "T • • • ■T* ^n ^2 f 

und- setzt man zugleich 

so erhält man durch Bildung der ersten Ueberschiebuug von f mit O/: 

T,=(o,v-H...)W»V"-"-'+--.)-KV-'+-)(W"-"-'+--) 
=(a,V'>-«o«i"*)V"-'"-' +••• 



* Ich verdanke die hier folgende Methode einer schriftlichen Mittheilung ?ou 
Herrn Brioschi. 
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Man erhält daher r,-, wenn man in dem Ausdrucke %Sj^^ — a^sj'^ 
statt der a die Grössen (1) einsetzt und durch eine passende Potenz 
Ton f dividirt. Dabei aber ist a^ durch 0, Uq durch 1 zu ersetzen; 
man braucht also, statt im ersten Coefficienten von tt diese Ersetzung 
vorzunehmen, dieselbe nur an — s/'^ dem negativ genommenen zweiten 
Coefficienten von 0,, auszuführen. 

Nun ist, als (2i)** Ueberschiebung von f über sich selbst: 



-yTaiV^^' + ^^-l— *Ö2 V^'"*^2"-) 



(au-i iti"-^' 4- ^—Jai ,• 0?! '•"•"-» ^t ••.) 



, 2i.2f — 1/ „ ... , n — 2^ „ ,. , \ 






+ («2, a:,"-«' + ^?-j~* o^i+i V""""* ^'2 •••) 



daher 



^aoV"*' + ^^— * «1 a:i»-"-^ ^ • .•) , 



m 2i .2i.2t-l 

oder, wenn man gleichartige Terme zusammenzieht: 
M o) 2f 2i.2i-l 

.(-!)• 2i.2i-l...i + l J 

+ 2 r.TTTf — ^'t 

,,, 2/~l ,2i.2;-3 
•V * = «0 ^«+1 1 — ^i «2t H Y~2' ^^ ^^'""* 

2i.2i~1.2i-5 ., ,-2i.2i-l...i + 2.1 
12 5 a3a2tf~2... + (— 1)' -^ — . o . ^ «tfl<+i- 

Setzt man nun hierin die Grössen (1) an Stelle der a, so werden 
die Ausdrücke rechts von der Ordnung der Ausdrücke (p2i und (p^t+t, 
also beziehungsweise von den Ordnungen 2i (n— 2) und (2i+l) (n— 2) 
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(vgl. S. 329), während Oi und r,- von den Ordnungen 2w — 4i und 
3n — 4i — 2 sind. Die hinzuzufügenden Potenzen von /"sind Mso: 

bei...: 2i(n-2)-(2n-4i) ^^._^ 

bei r.: (2^-H)(n-2)"-(3n-4»-2)^g._ 

und die Ausdrücke der 0, t durch die tp werden durch die Gleich- 
ungen gegeben: 

. • .» ,2;.2i-l 2i.2i-1.2i-2 



(-ly 2t.2i-l...t + l , 



^, , ,2i.2i-3 2t.2i-1.2i-5 

T,. /'' ' = 9?2i-lH j-g -9292»-! 12 3 9^3<r2'-2 

. ,., 2f.2i-l ...t + 2.1 
+ ---t—U • 1 2 3\i 9i9i-¥i' 

Diese Formeln gestatten es, successive die verschiedenen q> durch 
die a, r auszudrücken, und indem dieses möglich wird, geben sie zu- 
gleich einen unmittelbaren Beweis dafür, dass alle Co Varianten und 
Invarianten von f als ganze rationale Functionen von / und den 0, r, 
nur jedesmal durch eine Potenz von / dividirt, ausgedrückt werden 
können. 

Da die 9 hier successive berechnet werden, so enthält 9)3« nur 
die ö hh öt, die r bis zu r/-.! einschliesslich; dagegen enthalt 931+1 
die ö bis zu 0^ und die r bis zu r^ einschliesslich. Inzwischen bemerkt 
man, dass die Differenz 

die früheren 9 nach den obigen Formeln nur bis zu 9)21-2, und dass 
die Differenz 

<3P2i.fi — r,-./^*"* 

die q> nur bis zu 921—1 enthalt. Daher kann die erste Differenz, wenn 
man alles durch die 0, t ausdrückt, diese Grössen nur bis zu <T,-i, 
r,_2, die zweite Differenz dieselbe nur bis zu (7,-1, t,_i enthalten. 
Und man hat also den Satz: 

Die Ausdrücke der typischen Coefficienten (p 
haben die Foftn: 

9-2i =i<^/r'"^ + TT2. (A (Tj, 02 "f <^i-h '^17 ^i-M ^.-2) 

921+1= Ti/^*-^ + TT2,.fi(/', (Tj, (Tg..., (Tj-i, r,, Tg..., T,-l)? 

wo die TT ganze Functionen bezeichnen. 



i 
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Die Gleichungen 

i »» /^ = 9'4 + 3 9>»* 

i «s r = 9« + 15 9), 9)4 - 10 9)j* 

iö4/*= 9>8 + 28 tp, 9>« -56 9), 95 + 35 qp^» 



^3/"* = 9j + Ö9»96 —5989« 

«4/* = 99 + 209>,9,-28 9>,9, + 149>4 95 



geben aufgelost folgende AusdrOcke der ersten tp: 

98 = ^1 

94 = i«*/^-i«i* 

9» = «»/■'- ö| *i 

9«= iff,/"*- V *i «,/*+ V tf.' + lOr,« 

98 = i«4r-(7ff.ff8+¥«»*)/'* + (^«i*«, + 56r.r,)r 

- (H " V - 196 ö. T/) 



Die fraglichen typischen Darstellungen werden daher i^r die 
ersten Ordnungen folgende: 

w = 2. Hier wird tfj = D, also 

wie in § 33. 

n = 3. Es wird (Tj^A, r, =^ — (?> *^80 

Alle Invarianten und Covarianten von f drücken sich also durch 
t\ ^, Q aus. In der That bleibt nur noch R übrig; bildet man das- 
selbe für die rechte Seite nach der ausgerechneten Form (§ 34. Anm.), 
so hat man 

Die Vergleichung der Ordnungen giebt A = 2, also 

-" — ~ —p f 

was nichts anderes als die Gleichung (7) des § 35. ist. 
n = 4. Man hat 

Ol = jS^ Tj = — Tf iTj = if 

Clebich, Theorie der biu&ren algebr. Formen. 22 
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also 



r.f{y)^l* + 3S^'v' + ^Tl7f + (^-^-imjr)\ 



Alle Covarianten und Invarianteii drQcken sich also durch f, H, 

T, i aus. Es ist nur j noch übrig, und indem man es fQr die rechte 

Seite bildet, findet man 

H 

2 



i.P-6. 



1 



f T 
H 



2 2 4 



also A = 3, und 



J = 3 



^HP-H^-2T^ 



was die Formel (1) des § 42. ist. 

n = 5. Man hat, indem nach Analogie des § 73. die übrigen 
Bezeichnungen beibehalten werden, nur noch die neue Form 

q=^{a ly {c a) a, bj c,^ = (ci) cj" i^ 

hinzuzufügen; dann ist t^ = — q,y 

und die typische Darstellung wird: 

+ {qP^HT)ff». 

w = 6. Hier tritt die Invariante A = iS^ (§76.) hinzu, und die 
typische Form wird: 



I 87. ABwendnnp der typischen Darstellung auf die L$siuiff tob 

Gleiehnngen. 

Wenn man unter x^ , x^ irgend welche constanten Werthe ver- 
steht, so hat die Substitution 

die Eigenschaft, die Gleichung /'sO von ihrem zweiten Tenne sn 
befreien. 
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1. Bei quadratischen Gleichungen ^ wo nach §86. die neue Form 

wird, hat man an Stelle von /'(y) = sofort die reine quadratische 
Gleichung 

also 



oder 



i=±j/-^v, 



i bi r (^i) + y« r (««)]= ^- 2 • (*i yt - »1 «i) » 

ond daher, was auch a;,, x^ sein mögen: 

was mit der in § 33. gegebenen Lösung übereinstimmt. 

2. Bei cubischen Gleichungen wird nach § 86. die neue Gleichung: 

(1) P + |Agi,«+(2if=:0. 

Diese Gleichung kann, wie in §44., durch entsprechende Modi 
tication der in § 38. gegebenen Lösung, oder direct durch die Car- 
danosche Formel gelöst werden. Man erhält dann 



(2) ^ = t'A + s«B, 

WO £ eine dritte Wurzel der Einheit ist, und, durch Einsetzen in (1), 
nach den gewöhnlichen Regeln: 

daher sind A^ und B^ die Wurzeln der Gleichung 
und es wird 



8 



*4-/f+f 



22* 
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daher 



Aber nach der Theorie der cabischen Formen ist 



Die Grossen A und B sind also durch die Gleichungen 

(4) ^ '^ _^ 

nebst der Bedingung 

(Ö) ^^=-|. 

welche die Wahl der Cubikwurzel von B^ an die von A^ knüpft, 
gegeben; sodann aber findet man nach (2) — aus der Gleichung; 

(6) ^yxO^itty^lMlsiAie^^B. 

Die Losung giebt, ganz analog der für die quadratischen Gleich- 
ungen aufgestellten, eine unendliche Anzahl gleichberechtigter Auf- 
losungen, welche nur durch die Wahl des willkürlichen Parameters 

-^ von einander verschieden sind.* 

Eine andere Darstellung der Auf losung der cubischen Gleichungen 
(1) erhält man, indem man für die x eines der Werthepaare a, ß 
setzt, für welche A verschwindet. Die Gleichung (1) verwandelt sich 
dann in eine reine cubische Gleichung, und man hat daher 

WO die dritte Wurzel jeden ihrer drei Werthe annehmen kann. Die 
Losung der cubischen Gleichung nimmt also dann die beiden For- 
men an: 

* ßiy^-yih " ^^^^^' 

3. Bei biquadratischen Gleichungen ist die transformirte Gestalt 
nach § 86.: 

* Gundelfinger, Math. Ann. Bd. 3, S. 272. 
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Setzt mau uuu, nach Euler'a Methode: 

(8) i-Ä + B + C, 

SO kann mau die Gleichung (7) in folgende drei zerlegeu, welche 

dann die Grössen A, Ji, G vollständig bestimmen: 

T 
ABC =-^ 

(9) A* + B'+C* =-^B 

ir 

4 
Daher sind A*, li', C* die Wurzeln der cubischen Gleichung 



^+iif«' + (^ 



während aua8<;rdem zwischen A, li, C selbst die Zeicheobestimmuiig 

(11) ABC=-j 
besteht, Setict mau aber in (10) 

(12) . = _:? + l', 

und führt dadurch die neue Unbekannte m ein, so verwandelt sich, 
wenn mau zugleich die Identität 



T' = -i(^B'-^Hf'-if) 



berQcksicbtigt, die Gleichung (10) in die cubische Kesolvente des 
§44., aämlich 
(13) „._^„_i = 0. 

Man hat also, wenn wieder m, m', m" die Wurzeln dieser 
Gleichung sind: 

A = 



(U) B~j/~^^ 



c.y- 



'H+m"f 



«0 für die Vorzeichen der Quadratwurzeln noch die Bedingung (10) 
besteht. 

Man sieht, dase A, B, C nichts anderes sind, als die WertLc 

«eiche die irrationalen quadratischen Covarianten von f für ü&i 
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beliebige Werthepaar x^, x^ annehmen. Daher kann man diese 
Lösung der biquadratischen Gleichung endlich in folgender Form 
schreiben*: 

(15) 1 J^/LC^il+^in^ = + ^(^) + ^(:c) + j^ix), 

WO 

(16) +g>V).±X^). + z(^)=-f- . 

Für die wirkliche Darstellung der Lösung haben die hier er- 
wähnten Formen vor den im Frühem gegebenen wesentliche Vorzüge. 
Ich will die Formeln (15), (16) auf eine an und für sich interessante 
Gleichung anwenden, die Modulargleichung für die Transformation 
dritter Ordnung der elliptischen Functionen. Naoh Fundam. S. 23 ist 
dieselbe 

(17) ii*-t;* + 2wt;(l-w«t;^ = 0, 

4 — 4 — 

WO M = |/x, v = yk^ und wo X den gegebenen, A den gesuchten 
Modul bedeutet. Führt man den reciproken Werth t des Multipli- 
cators M ein, so geschieht dies mittelst der linearen Transformation 
(Fundam. S. 25) 

(18) ^ = i=-^' 

und die Gleichung (17) verwandelt sich dadurch in 

(19) /•=^-6^ + 8(l-2x*)<-3 = 0. 

Für dieselbe ist i=*0, 

l -1 

-1 2(l-2x») 

-1 2(l-2x*) -3 

wenn x'* = l — x*; daher aus (13) 

(21) OT = ^^ = 2|/4x*x'«. 

Zugleich ist 

(22) S^=-2<* + 8(l-2x»)<'-12<« + 8(l-2x«)< + 16x«x'*. 

Setzt man also in (15) Xi = l, x^ = 0, so hat man: 



(20) j = 6 



= 96 X» x'*, 



(23) < = ^=^l-^4x«x'*+l/l-cj^4x»x'«+x/l-e»^4 



x«x'« 



* Aronhold in Crelle's Journal, Bd. 62. 
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Um die Zeichenbestimmung (16) zu finden, muss man noch den 
ersten Coefficienten von T (weil ir^ = l, x^^O) bilden, welcher gleich 

1 

-2 2(1-2x2) 

ist. Die Vorzeichen der Wurzeln sind also so zu nehmen, dass 



= 2(1-2x2) 



yi^pA7c^KKy\-BpAx^%KT/\-B^\/Ax^x^=^2K^'--\. 



§ 88. Andere typische Darstellung des Formensystems der Formen dritter 

und rierter Ordnung. 

Wenn es sich darum handelt, nicht nur die Grundform, sondern 
auch ihre Covarianten in typischen Veränderlichen darzustellen, so 
können andere Substitutionen^, als die im Vorigen behandelten, den 
Vorzug einfachster Eigenschaften besitzen. Bei den Formen dritter 
Ordnung ist es die Substitution 

(1) § = A:rA^, ri = (xy), 

bei den Formen vierter Ordnung die Substitution 

(2) l = T,*T„ ij = (a;y), 

welche am einfachsten zum Ziele führt. In beiden Fällen haben die 
neuen Veränderlichen die Eigenschaft, Null zu geben, wenn man sie 
dem Prozesse 8 unterwirft, so dass, um Q, resp. H zu finden, es nur 
nothig ist, die Coefficienten der typischen Darstellung von /"die- 
sem Prozesse zu unterwerfen, während andererseits A und T unmit- 
telbar aus den Formeln des § 86. gefunden werden. Doch ist 
68 auch für die ersteren Formeln nicht erforderlich, auf den Prozess 8 
zurückzugehen, wenn man sofort die Darstellung der zusammen- 
gesetzten Formen xf+kQy bez. xf+XH unternimmt. Zur Be- 
stimmung der Coefficienten in deren Darstellungen führt die recurrente 
Formel des § 83. 

Es sei nämlich F=Fx^ irgend eine Form, und 

g = 9x^-^9>y; »? = (^y) 

eine aus Anwendung einer beliebigen andern, nur nicht linearen, 
Form q> entspringende Substitution. Es wird dann 

und daher 
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wo 
(3) B] = Fl'--^{Fi) 



Die Methode, eine recurrente Formel f&r die B zu finden , kann 
nun aus § 83. ohne Weiteres entlehnt werden. Denn da a. a. 0. eine 
Beziehung zwischen den dort durch f^ M bezeichneten Formen iu 
keiner Weise benutzt wurde, so bleibt das Resultat auch für den vor- 
liegenden Fall bestehen, in welchem /*, M nur durch jP, q> ersetzt 
werden. Man hat abo die recurrente Formel: 

wo die Covariante 

(5) = (<p9>rg),''-2<p'^-» 

bedeutet. Ich wende dieselbe jetzt auf die fragliche Darstellung der 
Formen dritter und vierter Ordnung an. 

1. Cubische Formen. Zunächst wird durch Anwendung der 
Substitution (1) nach § 86. : 

(6) A.A(y) = 6* + |ij«. 

Sodann ist 

(7) A»{x/'+A0 = BoS»-3-Bi6»i? + 3B,|i,«-B,i,», 

und zwar hat man nach (3), (4) (<t> = 22): 

^ ^ p.x/'+A^ »A d.xf-\-kQdia 
' *i dx^ dx^ dXf 8X| 

= X (o A) aj. A, + A (^ A) QJ A, 

= «e-|A/- (§36.(3).] 

■B« = i [x (Q^) Q'' A, - 1 A (o A) o,« A,] + i iJ (X/-+ X Q) 

f (X/ + AV) 

^3 = -^ [x(aA)a,»A. + A (^A) (^J^,^ + R(xQ-^kf) 



= -|(««-|^^)- 
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Die typische Darstellung von nf+kQ wird also: 

Sie zerfallt in die beiden Gleichungen: 

2. Biquadratische Formen. Zur Darstellung von T mittelst 
der Substitution (2) benutzen wir die letzte Gleichung des § 86., in- 
dem wir T an Stelle der dort durch f bezeichneten Form treten lassen. 
Es ist zunächst zu erörtern, was an Stelle der dort durch Hy T, i, 
q, Ä bezeichneten Formen zu setzen ist. Hierzu benutzt man die 
Formeln des § 43. . Bezeichnen wir durch I und J die nach den y 
genommenen Invarianten der Form 

H.m-f.H^y), 

welche aus ixX, j»l dadurch hervorgehen, dass JI für x, —/"für k 
j^esetzt wird, so hat man nach § 43. (7) für die in § 86. durch H 
bezeichnete Form den Ausdruck: 

[T T'f TJ^ TV = - tV /. 

Die in § 86. durch T bezeichnete Form ist die erste Ueberschiebung 
dieser Form mit T: 

_ _l jdTdl dTcI\ 

I2.6,8\dx^ dx^ dx^ dxj 

~ \2,&.tf\cf\dx\dx^ d x^ txj c H\d x^ d x^ dx.^dxjj' 
Aber nach § 42. (2) hat man : 

ar a/;_aT_ ?/"_ a Q (g , - /*) 

d x^dx^ d x^d x^ d f 

uud der gesuchte Ausdruck wird also: . 

"^l öf dU cH df j 

. jaixz aQ(x,A) dhx aQ(x, A) j 

^^\dk äx dr. dX J^^H, A=^^ 

= A^. (§41.) 
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Die an Stelle von i (§ 86.) zu setzende vierte Ueberschiebung von 
T über sich selbst verschwindet nach § 43. identisch; ebenso also auch 
die an Stelle von q (§ 86.) tretende erste Ueberschiebung dieser Form 
mit T. Dagegen wird die sechste Ueberschiebung A von T über sich 
selbst, nach § 43. : 

Da aber für x = H, X = — f, T* in — ^ß übergeht, und nach 
§41.: 

so wird auch 

Wenden wir jetzt die letzte Formel des § 86. au, so erhalten wir f&r 
T die Darstellung: 

(9) TKT{i,) = l^-^Il*ri^ + \JlW—hI*lW 

Um die Darstellung von xf+XHzn finden , wendet man wieder 
die Formel (4) an. Es ist 

Dabei ist 

Man vereinfacht die Aufsuchung der folgenden Coefficienten sehr 
durch folgende Vorbetrachtung. Setzen wir der Kürze wegen 

u=xf+kH 

wo Q immer mit den Argumenten B.^ —f geschrieben gedacht wird, 
so ist 

U- S* - U 5i = 4 f X (a T) fl,» T,» + * (ff T) fl,» T,»] , 
oder nach § 42. : 



Typische Darttelluagen. — g 81 



Ferner : 






i'ia^aHdT iHeT\ 






»f 
ilS- 






?l 



VdHtf »p)aH]' 



Der iu der grossen Klammer beüudliche Ausdruck kaun aber 
Bncli die Form erhalten: 



' »fiB 



2<ß „ a'g ..a-g 



i -, 



8>g_ 



)'g 



so dasa endlich 

(11) 



I ^'° g'g 



-3/(»/-+l//) |§41.(8)|, 



?« 



8,--2/» 



Hieraus folgt, dass man setzen kann: 
(12) Bi-Csii + Bj», C',= l, 



= '>, 
welche ; 



A nicht 



wo Ci und Dk ganze Functionen von f, H sind, 
mehr enthalten. 

In der That, es verwandelt sich die recurrente Formel (4) mit 
Äuwendung der Gleichungen (10), (11) in: 

» + i),+,»=.j— j-il-j— l,--j— 1,-2/i). 






.^«.- 
»B., 



/.(C- 



24(4-4) 

eine Gleichung, welche sofort in die beiden zerfallt: 
SC., „,„\ 5i 









4-4 
1 



m^ 



dx, 

iD, SD, 



a:, / 

^1,-ia )- 



24(4-4) 

54 
24(4-4) 



/A- 



Betrachtet man aber die C und D, wie oben angegeben, 
Functionen von f und i^, bo ist weiter : 



r 



^ 
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~ ^\df dH d-H df) 

und die recurrenten Formeln werden also: 

Führt man nun aus (12) die Werthe C^= 1, Dq — ^ ^^> ^ erhält 
mau weiter: 

c,=o, A=-i, 

^*^-Y2\jfm-IÜTfrV2 (vgl. oben) 

"^=' 48 
^^ 18 Kcf'cU cHcf) 8.24 

'~ 3A8\dfdH dHcf) 18~36" 

Es bleibt nur noch der erste Theil von CT, umzuformen. Man hatte 
mit Bezug auf x, A als Veränderliche in § 41. 

«»i = — 3 Aß 
j»x = -3Qa. 

Setzt man also fUr den Augenblick symbolisch 

so wird 

i«l = — 3 {wu/y Wx w'k = — 3 A,* 

kl = - 3 («; A) w«* A. = - 3 ^/, 
mithin 

--l>.i'- H 35. (2).] 



Typische Daretellungen. — § 8d, d9. 34d 

Setzt man also x = Hf X = — ff so ergiebt sich 

dJdQ dJdQ_ j^ 

dfdU dUdf^ * ' 

und somit: 

Fassen wir nunmehr alles zusammen, so haben wir: 

Die typische Darstellung von x /*+ ^ -ff wird also : 
oder man hat: 

3'*./-(y)=/-(l*+ j I' 1»* - f 5'?'+^ 1?*) 

-47(^5" '?-Ä5'»'+ä'»*)- 



i 89. üeber die Aufgabe, in gegebenen Elementen ein letites in finden, 
80 dass eine bestimmte Inyarlante des ganxen Systems Tersehwindet. 

Im Folgenden werde ich eine Anwendung der typischen Dar- 
stellungen geben^ welche für die Untersuchung der Natur von Invarianten 
von der grossten Wichtigkeit ist. Um nämlich die Bedeutung des 
Verschwindens einer Invariante J zu erkennen^ welche einem Systeme 
von Formen f^ tp . . , simultan zugehört^ kann man die Elemente^ 
welche den Gleichungen /* = 0; ^ = 0... zugehören, bis auf eines 
(etwa von f) als bekannt voraussetzen und nun die Frage stellen: 
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Wie bestimmt man das letzte der Gleichung /*=0 
zugehörige Element so^ dass eine gegebene simul- 
' tane Invariante J von /*, ^ ... verschwindet? 

Man kann in Folge dieser Fragestellung f als das Product einer 
unbekannten linearen Form iy mit einer gegebenen Form F einer um 
1 niedrigeren Ordnung ansehen; und indem man diesen Ausdruck ly.jF 
in die Invariante, welche verschwinden soll, an Stelle von f einfuhrt, 
erhält man aus J = eine Gleichung för das Verhältniss der Coef- 
ficienten von i^, eine Gleichung von ebenso hohem Grade in Be^ug 
auf diese Unbekannte, als J es in Bezug auf die Coefficienten von 
/ war. 

Diese Gleichung hat in vielen Fallen bemerkenswerthe Eigen- 
schaften und dient dazu, die Eigenschaften von J zu beleuchten. Ich 
will zunächst nur zweier Fälle gedenken, in denen das Resultat von 
vornherein klar und daher eine Untersuchung weiter nicht nothig ist; 
ich meine die Fälle, in denen J eine Resultante oder Discrimi- 
nante ist. 

Wenn J die Resultante von f und ^ ist und wir voraussetzen, 
dass die Resultante von F und ^> nicht verschwindet, so kann J nur 
dadurch verschwinden, dass t\ ein Factor von ^> wird. Ist also symbolisch 
il; = ^y'"j so ist die gesuchte Gleichung 

(^12)« = 0. 

Ist J die Discriminante von f und verschwindet nicht schon die 
Discriminante von F, so kann J nur gleich Null werden, wenn ij 
Factor von 2^ ist, und die gesuchte Gleichung ist also, wenn JF== JPy""* 
gesetzt wird: 

Um nun in anderen Fällen die gesuchte Gleichung zu finden, 
werde ich durch x das Yerschwindungselement von 17 bezeichnen, so dass 

und werde in jF, 9? . . . als zweite Veränderliche 

i=.Fs:^-'Fy 
einf&hren. Man hat dann nach § 83. 



1.2 

«— l.OT — 2.n— 3 
(1^ TO 



9, 1"-« »j« . . . , 



t(y)=BJ"- ^ 5,g"-'i?+^^^5^-'' q* 



. . • 
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Die Form f aber kann durch den Ausdruck gegeben angesehen 
werden: 



1^-^ /•(») = n 1? jl-t + **- -J-^|-^ 9, S- - 3 ,ys 



^^^ »-l.w-2.n-3 ' 



936-- 



V.j 



1.2.3 

und die Coefficienten der transformirten Form f sind also : 

0, 1, 0, 39?j, —49?3, 59?4 

Waren nun ursprOnglich a^, a^ ...; 5^^ 5^ ...;... die Coefficienten 
von /*, 9> . . ., und 

so erhält man nur eine Potenz von F als überflüssigen Factor , wenn 
man statt der Coefficienten a, b . . . die der Darstellungen (1), (2) setzt. 
Die gesuchte Gleichung ist daher: 

u pj . 

Ich werde diese Ärt^ die Endgleichung zu bilden^ auf Fälle an- 
wenden, in welchen es sich nur um Invarianten einer einzigen Form 
f handelt. 

I. 

Zu drei gegebenen Elementen soll ein viertes 
gefunden werden, so dass für die Gruppe aller ent- 
weder % oder j verschwindet. 

Man hat für F eine Form dritter Ordnung ii\ der typischen 
Darstellung (§ 86.) 

FKF(y) = l^ + iAin' + Qn' 
zu setzen. Soll nun i verschwinden, so hat man in der Gleichung 

t = 2(aoa4-*«i«8 + 3V) 
zu setzen: 

0^ = 0, ai = l, a, = 0, a3 = ^A, a^==-4Q. 

Man erhält also 

A = 0, 
und hat den Satz: 

Es giebt zu drei gegebenen Elementen immer 
zwei, deren jedes mit denselben ein cyclisch pro- 
jectivisches System bilden kann; dies sind dieYer- 
schwindungselemente der zur Gruppe der drei ge- 
hörigen Covariante A. 



«0 


Ol 


«» 


«1 


o» 


«S 


«2 


«S 


«4 
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Soll dagegen ^' verschwinden, so hat man in 

j = 6 

jene Werthe der a einzusetzen, und findet also 

e=o. 

Dies giebt den Satz: 

Zu drei gegebenen Elementen kann man auf 
drei Arten das vierte harmonische bilden. Diese 
drei vierten harmonischen Elemente entsprechen 
der zu der Gruppe jener drei gehörigen Co Variante Q, 

Man kann hiemach die in § 39. gegebene geometrische Inter- 
pretation der cubischen Formen in folgender Weise ergänzen: Zu den 
Elementen der Gruppe construirt man die drei vierten 
harmonischen, welche Q bilden. Sie geben mit den ersten 
drei Paare einer Involution, und indem man deren Doppel- 
elemente sucht, erhält man die Elemente von A. 

IL 

Zu vier gegebenen Elementen soll ein fünftes 
gesucht werden, so dass eine der Invarianten der 
Gruppe aller fünf verschwindet. 

Bemerken wir zunächst folgendes Allgemeine. Wenn wir eine 
der vier Invarianten A, B, C, B verschwinden lassen, so erhalten 
wir Gleichungen der Ordnungen 4, 8, 12, 18. Nun können nach 
dem Vorigen sich diese Gleichungen nur durch rationale Function en 
der zu der Form vierter Ordnung gehörigen Covarianten F, H, T 
ausdrücken, welche von den Ordnungen 4, 8, 6 sind. Da noch J- 
durch F^ H ausdrück bar ist, so folgt, dass 

A=0 auf eine lineare Gleichung zwischen F^ H, 
B = auf eine quadratische Gleichung zwischen F, H, 
(7 = auf eine cubische Gleichung zwischen Fy Hy 
B = auf jT, multiplicirt mit einer cubischen Gleichung zwischen 
F \md H 
führen muss. Daher hat man den Satz: 

Die Aufgabe, zu vier gegebenen ein fünftes 
Element so zu bestimmen, dass A, B, C oder R* 
verschwindet, führt jederzeit auf algebraisch los- 
bare Gleichungen. 



* Ebenso, wenn etwa M oder N verschwinden soll. 
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Und zwar kann man hinzufügen, dass die Losungen sich immer 
gruppenweise aus den Quadrupeln der Reihe x F + X H zusammen- 
setzen, welche nur (bei T=0) gelegentlich, wenn ein solches Qua- 
drupel in ein doppelt zu rechnendes Paar ausartet^ durch dieses selbst 
ersetzt werden kann. 

Da nach § 8(5. hier: 

SO bat man, um die Gleichungen A=^0 etc. nach der oben gegebenen 
Methode zu bilden , statt der Cocfficieuten von f folgende Ausdrücke 
zu setzen: 

0, 1,0, ?^, -4r, ö{i^-iH»). 

Bezeichnen wir durch t, /, A' etc. die Covarianten der Form 
fünften Grades, gebildet für die rechte Seite der typischen Darstellung 
und für I, iy als Veränderliche, so haben wir: 

^^ A'= - 24 \H{piF' + 6 jgr^) + 12T2|, 

oder, wenn wir für T^ seinen Werth aus der Formel: 

setzen : 
(4) A' =- 48 F^ (AiH-jF). 

Die vier Elemente, für welche A = Oy werden 
also aus der Gleichung gefunden: 

0=:iiH-jF. 

Man erhält sodann, indem man / nach § 73. bildet: 



(5) 



+ [■^6 4 ^1^1 



und daraus 

Wt -^J^ j _j'ir}{9GiH-lG.2^jF) 

+ 12« (12. 18 j FH^-2i iH^-m ij F' + ^-fHF*) , 

mithin durch zweite Ueberechiebung von t' und t: 
(7) B' = 2F*\ 18 (üH-jF)* - 125 F« (t»-6j*) t- 

Clebioli, Theorio der binären algebr. Formon. 23 
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Beiläufig ergiebt sich aus (4); (7), dass die Invariante achten 
Grades 

immer und nur dann verschwindet, wenn zwei der vier gegebenen 
Punkte zusammenfallen oder wenn der fünfte mit einem von jenen 
zusammenföUt. Daher ist -4'^ — 64 jy die Discriminante der Form 
fünfter Ordnung. 

Die Gleichung B' = ist zwar quadratisch für jB", F^ zerfallt 
aber, wie man sieht, sofort in zwei Factoren, so dass man den Satz 
aussprechen kann: 

Die 2.4 Elemente, für welche 5 = 0, werden aus 
den beiden durch verschiedene Wahl der Quadrat- 
wurzel entstehenden Gleichungen 



gefunden. 
Sodann ergiebt sich aus r' seine Discriminante 
CT = 8 F^ \H^ (ßA8t^+2A.25A8f) " H* F .48 .81 .t^j 

-HF^(TA8.48if+^^A+F^(25.80t^j+8.24.S2f)\, 

Die 3.4 Elemente, für welche C=0, werdenalso 
aus der cubischen Gleichung 

0=ir3 (8.4SP+24.25.48f)-H^F.4S.8lt^j 
^SF^(lA8A8Af+^^A + F^25.80t^j+8.24.i2j') 

gefunden. 

Um schliesslich B zu erhalten, bilden wir aus i' und r die erste 
Ueberschiebung : 

-&'= 10 F^ (12 1« T{'^48jH+5t^F) 

+ iri{-12.\2A.jH^''36t^^F+48.3ijHF^+25i^F^) 

+ l2ri^T{24:jH^ + ^t^HF''32ijF^], 

sowie, da cc = —-{iJYJx war, aus i und j die zweite Ueberschiebung 
a' = 5F^[^48Tii+mHjF^2AiH^ + 5t^F^fi], 

und haben dann aus Bes(d'ay die Bestimmunjf: 

B' = 250 . 12 . TF^ [-HK4SA8 (48f+Uf'j) 
+ 6.48£r«i?'(24»V+7i')-48.243.H2^^tV 

+ F^ (625i«+32.48.8i»/)]. 
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Die 18 Elemente, für welche R verschwindet, 
bestehen also 

1. aus den 6 Elementen von T=0, 

2. aus drei Quadrupeln, welche durch die cubische 
Glpichung 

-48.243.fl^2^«iV+1^^625t^+32.48.8.tV) 
gefunden werden. 

Wenn der fünfte Factor der Gleichung fOnften Grades ein Factor 
von T^O ist, so heisst dieses nach der Theorie der biquadratischen 
Formen, dass er^einem Doppelelemente einer der Involutionen entspricht, 
welche durch die Zerlegungen der gegebenen vier Elemente in zwei 
Paare gegeben sind (vgl. § 51.). Man sieht also, dass B ver- 
schwindet, wenn ein Factor der Gleichung fünften Gra- 
des bei einer bestimmten Sonderung der anderen vier in 
zwei Paare eines der zu beiden Paaren gleichzeitig har- 
monischen Elemente ist. Wir werden auf diese Eigenschaft von 
R bei einer anderen Gelegenheit in Zusammenhang mit der Auflosung 
der Gleichung fünften Grades zurückkommen, welche für i2 = 
m algebraischer Form möglich wird. Aber R verschwindet offen- 
bar nicht nur, wenn der hier bevorzugte fünfte Factor den vier 
gegebenen gegenüber die angeführte Eigenschaft hat, sondern auch 
noch, wenn dieselbe für einen der vier gegebenen Factoren ein- 
tritt, gegenüber der Combination der drei andern gegebenen und des 
gesuchten. Dieser Fall ist es, bei welchem in dem oben gegebenen 
Ausdruck von K nicht der Factor T, sondern der in H und /^cubische 
Factor verschwindet. 

Wir können nunmehr die Gleichung 22 = auch auf eine Be- 
ziehung zwischen Doppelverhältnissen zurückführen. Bezeichnen wir 
durch a, b zwei von fünf Punkten, durch c, d zwei andere, durch 
X den fünften. Es verschwindet 12, wenn ein sechster Punkt y 
existirt, so dass x^ y sowohl zu a, 2), als zu o, d harmonisch sind. 
Unter dieser Voraussetzung bestehen die Gleichungen 

^^j^_^a) ^c) ^^ 

iyh) (xby (yd) {xd)' 

Aus diesen erhält man eine Beziehung zwischen x, a, b, c, J, 
indem man y eliminirt. Multiplicirt man die zweite Gleichung links 
in Zahler und Nenner mit,(a&) und wendet die Identität § 15. IV. an, 
so erhält man: 

(ya)(6c) — (j/6)(ac)_ (^c). 
(:ya){bd)-(yb)lad)^'~t^' 

23* 
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daher, indem man das Verhältniss {ya):{yb) aus der ersten Gleichung 
einträgt: 

(xa) (b c) + (xb) {a c) __ (xc) 
{xa) {bd) + {xb) {ad) "" "JxJy 
oder 

(8) {xa) {xd) {b c) + {xb) {xd) {ac) 

+ {xa) {xc) {bd) + {xb) {x c) {ad) = 0. 

Diese Gleichung ist quadratisch in x und liefert die oben durch 
Xy y bezeichneten Punkte. Sie ist fem er symmetrisch f&r a, 6 einer- 
seits, für c, d andererseits, und endlich für die Paare a, 6 und c, d 
als solche. Die linke Seite der Gleichung nimmt also durch Yertauschuug 
der a, &, c, c2, x im Ganzen nur 15 verschiedene Ausdrücke an; das 
Product aller ist vom Grade 18 in Bezug auf jede der Reihen und 
stellt bis auf einen numerischen Factor die Invariante 12 der Form 

fünften Grades 

{ay) (by (cy) {dy) {xy) 

dar, welche durch ihre Verschwindungselemente gegeben ist. 

Uebrigens kann man mit Verletzung der erwähnten Symmetrie 
die linke Seite von (8) in mannigfacher Weise einfacher darstellen, 
z. B. in der Form 

2 ! {xb) {xd) (ac) + {xa) {xc) {bd) I.* 

Eine andere Frage, deren Lösung die vorliegenden Formeln ohne 
Weiteres ergeben, ist die nach dem projectivischen Char^ikter 
desjenigen Systems von fünf Elementen, welches durch 
vier beliebige (jP=0) und ein fünftes gegeben ist, für 
welches die zu jenen vier gehörige biquadratische Co- 
variante (H) verschwindet. In diesem Falle muss eine gewisse 
Invariantenbeziehong eintreten. Man erhält sie, wenn man in den 
obigen Ausdrücken von A', B^^ C überall H^O setzt und dann 
F, i, j eliminirt. Auf diese Weise erhält man leicht 

welches die gesuchte Beziehung ist. 

* Die Zerlegung von B in diese Factoren gab Hermite in Borchardt's 
Journal, Bd 59, S. 804. 



Achter Absolmitt 

Typische Darstellung von Formen ungerader Ordnung 

mittelst linearer Covarianten. 



i 90. Typlsolie Darstellniif Ton Formen y deren eine wenigstens Ton 
ungerader Ordnung ist, mittelst linearer CoTarlanten. 

Im Vorigen (§ 81.) haben wir typische Darstellungen gebildet^ 
indem wir als Veränderliche zwei Covarianten |^ 17 init zwei Reihen 
vüu Veränderlichen x^f x^ und y^, y^ einführten, deren letztere nur 
linear auftraten. Die simultanen Functionen f, <p . . . , geschrieben mit 
den y, liessen sich dann als Functionen Ton £, ij ausdrücken, deren 
Coef&cienten Covarianten waren, mit einem gemeinschaftlichen Nenner, 
welcher gleichfalls Co Variante ist. 

Ist wenigstens eine Form des Systems von ungerader Ordnung, 
so kann man, so lange ihre Coefficienten nicht besonderen Be- 
dingungen genügen, an Stelle von £, tj lineare Covarianten setzen 
und erhält dann f, 9 . . . ausgedrückt durch diese, während die Coef- 
ficienten der typischen Darstellung Constante, also Invarianten wer- 
den. Da man in g, 1} hier stets nur eine Reihe von Veränderlichen 
hat, so wollen wir diese ^durch x^, x^ bezeichnen. Ist D die Deter- 
minante von I, 1}, so hat man also 

-D- ./"* = [(5i?) .«*]- = Kai») 6x - («6) 1^x1- 

wo Ak die Invariante 

bedeutet, und wo Z) = (5i}); analog bei den übrigen Formen des 
Systems. 

Ich werde zunächst beweisen, dass im Allgemeinen eine Form / 
von ungerader Ordnung n(>3) wenigstens zwei lineare Covarianten 
besitzt, deren Determinante nicht verschwindet. Es genügt, wenn 
für irgend eine besondere Form (2 ä + !)*•' Ordnung dieses gezeigt wird. 
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Denn bildet man mittelst allgemeiner Prozesse zwei lineare Covarianteu 
einer solchen speciellen Form und findet , dass deren Determinante 
nicht verschwindet, so kann um so weniger die Determinante der- 
jenigen linearen Covarianten verschwinden ; welche vermöge derselben 
allgemeinen Prozesse aus der allgemeinen Form (2A+1)^' Ordnung 
entstehen. 

Man kann nun lineare Covarianten leicht wirklich bilden, wenn 
man in einer Form (2ä+1)*^ Ordnung nur die beiden ersten, die 
beiden letzten und die beiden mittleren Coefficienten beibehält, alle 
übrigen aber gleich Null annimmt; ja man kann auch noch diese 
übriggebliebenen Coefficienten sjrmmetrisch gleich annehmen; die 
weitere Bestimmung derselben bleibt vorbehalten. Ausgeschlossen ist 
nur der Fall der Formen dritter Ordnung, für welche die beibehal- 
tenen sechs Terme nicht mehr alle verschieden sind; dass aber für 
diese keine linearen Covarianten existiren, wissen wir bereits. Es sei 
also Ä>1,* 

wo l der Kürze wegen für den Binomialcoefficienten 

^^ 2^+1.2^... ^+2 
1 . 2 . . • A 

gesetzt ist. Bilden wir nun die quadratische Co Variante ^, deren 
Symbol {aby^ ajch, ist. Wir erhalten sie nach § 30. aus den durch 
2Ä+1.2A.2A— 1...2 dividirten 2ä*«° DiflFerentialquotienten von /J 
welche folgende sind: 

ax + byj bXf ..., cy, c{x+y), ex, ..., by, ay + bx] 

und es wird also 

tlf^2\{ax+by){ay+bx)-2h.¥xy + {-l)^-^Q(^xy 

= (2a6+tfc«)(x«+y») + 2ja» + 5«-2A6»+(-l)*-'pc« 

wo ^, tf die Binomialcoefficienten 

_ 2h.2h - l...h+2 _ 2h.2h--l...h+\ 
^"^ 1.2...Ä-1 ' ^"" 1.2... Ä 

bedeuten. Nun kann man ofienbar die Coefficienten a und b so be- 
stimmen, dass 



* Einer leichten Modification bedarf die folgende Rechnung auch noch für 
h = 2\ da sie indessen auf der Hand liegt, kann sie hier übergangen 'werden. 
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Dann ist 

und indem wir ^ wiederholt zweimal über /* schieben , brauchen wir 
(von einem nicht verschwindenden Zahlenfactor abgesehen) immer nur 
f zweimal nach x und y zu differenziren. Daher erhalten wir zuletzt 
die lineare Cuvariante 

und indem wir diese noch einmal über ^ schieben, die zweite: 

i? = c(a;-y). 

Man hat also zwei lineare Covarianten vor sich, deren Determi- 
nante nicht verschwindet. Es ist dabei nur auf die Leichtigkeit der 
Bildung, keineswegs darauf Rücksicht genommen, ob S und r^ in den 
Coelßcienten von f möglichst niedrig seien, was keineswegs der 
Fall ist. 

Es hat also, wenn n^3, schon eine einzelne Form ungerader 
Ordnung im Allgemeinen zwei lineare Covarianten der verlangten Art, 
also auch jedes System, in welchem sie auftritt 

Enthalt ein System ausser geraden Formen nur eine lineare oder 
cubische Form, oder beides, so überzeugt man sich leicht, dass man 
Ueberschiebungen von Potenzen derselben über einander oder über 
die Formen gerader Ordnung bilden kann, welche im Allgemeinen 
die erforderlichen linearen Covarianten liefern. 

So sehen wir denn, dass bei einzelnen Formen von n = 5 an 
aufwärts typische Darstellungen dieser Art im Allgemeinen möglich 
sind, bei Systemen, sobald überhaupt wenigstens eine Form ungerader 
Ordnung auftritt. Und zwar geschieht dies auch bei specieller Wahl 
der Coefficienten immer so lange, als noch zwei lineare Covarianten 
existiren, deren Determinante nicht Null ist. 

Ist wieder Tc die Anzahl aller in der gegebenen Form ihrer Ord- 
nung nach vorkommenden Coefficienten, so treten in der typischen 
Form i+1 Invarianten auf; zwischen diesen müssen vier Relationen 
bestehen. Man findet sie, wie in § 81. angegeben ist, indem 
man nämlich die Covarianten S, ri aus der typischen Form bildet 
und dann die Bedingungen dafür au&tellt, dass diese g und ri 
selbst seien. 

Es folgt daraus sofort folgender Satz, welcher für die Invarianten 
eine ähnliche Bedeutung hat, wie für Invarianten und Covarianten 
zusammen die oben aus der typischen Darstellung gezogenen Folgerungen: 

Alle In Varianten ein es simultanen Systems/*, 9. . ., 
welches wenigstens eine Form ungerader Ordnung 
enthält, lassen sich als Brüche darstellen, deren 
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Zähler ganze rationale Functionen von gewissen 
(bei einer einzigen Form n**' Ordnung von n+1) In- 
varianten sind, während im Nenner jedesmal eine 
Potenz einer bestimmten (i+l)*«» steht. 

Diese t+1 Invarianten, durch welche hier alles ausgedrückt wird, 
haben verhältnissmässig hohe Grade in Bezug auf die Coefficienten 
der constituirenden Formen. Will man aber durch einfachere In- 
varianten alle anderen rational ausdrücken, so bedarf man dazu im 
Allgemeinen einer grösseren Zahl. 



I 91. ZurfiokfQhrang der Coefflolenten solcher typischen Darstellungen i 

auf niedrigere Invarianten« 

Schon im vorigen Paragraphen zeigte sich als nächstliegendes 
Beispiel der Fall, wo die zweite lineare Covariante als erste lieber- 
Schiebung der ersten linearen Covariante £ mit einer quadratischen 
Covariante ^ entstand. In diesem Falle kann man gewisse Reductions- 
formeln aufstellen, welche dazu dienen, die grösste Zahl der typischeu 
Coefficienten auf niedere Invarianten zurückzuführen. Es genügt hierbei 
eine Form des Systems zu betrachten. 

Möge die quadratische Covariante ^ jetzt eine ganz beliebige sein; 
immer wollen wir in Verbindung mit /* die folgenden, der Ordnung 
nach absteigenden Covarianten betrachten, welche durch wiederholte 
zweite Ueberschiebung von iff über /"entstehen: 









Die Ay B, C, Z) . . . sind dabei durch folgende Formeln gegeben: 
A=(a5r-*(ai?)* 



Nun ist 



ungerader Ordnung mitbelbt liuearcr Covariaatün. — §§ 90, 91. 361 

I 
daher 

oder nach der Identität II. des § 15. : 
Aber es ist 

(^g)^=-(6i?)--I>; 

setzen wir noch 

SO haben wir die Relation 

Aus dieser Gleichung erhalten wir sofort Relationen zwischen 
den Alf, 5^ ..., wenn wir in derselben x^ durch a,, x^ durch — a, 
ersetzen und sodann die Gleichung mit den Ausdrücken 



• • • < . 



multipliciren. Es ergeben sich dann folgende Beziehungen, in deren 
jeder eine höhere Invariante in niedere zerlegt erscheint: 

= (7fc+Z).2>,«2 + iA.Cfc-.2 



Mit Hilfe dieser Formeln drücken sich schliesslich die Coefficienten 
der typischen Darstellung von f durch folgende m + 3 Invarianten aus : 

A; -D, A^f A^f Bq, x>j, Cy, Ci ..., 

welche grösstentheils von wesentlich niederer Ordnung sind als die 
Coefficienten der typischen Form. 

Alle Invarianten von f allein sind daher gleichfalls rationale Fun- 
ctionen dieser m + 3 Grossen , deren Nenner nur Potenzen von D sind; 
und da die übrigen Formen 9 . . . noch beliebig gewählt werden 
können, so sind die Invarianten von f auf unendlich viele Weisen 
so darstellbar. 

Betrachten wir insbesondere eine Form f ungerader Ordnung 
m = 2n+l für sich, und sind £, 17 lineare Co Varianten dieser Form 
allein, so hat man nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
durch m+1, nach den jetzigen durch w + 2, aber verhältnissmässig 
niedrige y Invarianten alle anderen rational so ausgedrückt; dass nur 
Potenzen von einer derselben in den Nennern auftreten. 



362 Achter Abschnitt. Typische Darstellang von Formen 

Ich will als Beispiel die Formen fünfter Ordnung benutzen. Für 
diese hat man die Coefficientenreihe zu betrachten: 

^bi -^4; -^3; ^} ^1} -^o5 -^3; ^2J ^17 ^05 ^iJ Q) 

und man hat die Relationen: 

Ä, + I)B, + ^AÄ, = ^, + DCo + iAJSo = 0. 
A^ + DB, + i^AA^ = 

Man drückt daher alles durch 

^) ^) -^0> -^l> -^0) -^19 ^09 ^1 

mit Hilfe folgender Formeln aus: 

^ = -^^0-4 ^A B^^-DC^-^ABq 
A,==^DB,-\t^A, B,^--DC,--^AB, 

^ ^ Ä,=^D'C, + DAB, + iA'A, 

Ä^ = D^Ci + DAB, + iA^Ä,. 



f 92« Ueber die Bedin^ngeB, unter welchen Formen dareh lineare 
Sabstitation in einander Ubergeflllirt werden können. 

Mit der soeben behandelten Classe typischer Darstellungen steht 
in genauem Zusammenhange die Frage, ob zwei gegebene binäre 
Formen oder Systeme von solchen durch lineare Transformation in 
einander übergeführt werden können, und wenn dies der Fall sein 
sollte, auf welche Weise die Ueberf&hrung geleistet werden kann. 

Um zunächst die Wichtigkeit dieser Frage in das rechte Licht 
zu stellen, knüpfe ich an den Begriff der sogenannten canonischen 
Formen an, welcher in specieller Fassung schon in § 49. benutzt 
wurde. Unter einer canonischen Form versteht man eine voraus- 
bestimmte Gestalt, welche einer oder mehreren Formen durch lineare 
Transformation gegeben werden soll, und bei welcher die Coeifiden- 
ten vorherbestimmte rationale Functionen von so viel willkürUchen 
Parametern sind, als das Formensystem von einander unabhängige 
absolute Invarianten besitzt. In solcher Weise war |* + .iy' einecano- 
nische Form für eine cubische (§ 38.) , war |* + 6 x 6* iy* + ij* (§ 49.) 
eine solche für eine biquadratische Form; V + if und A{* + f*^ 
waren canonische Formen für zwei simultane quadratische Formen 

(§ 57.). 

Das Problem, einem vorgelegten Functionensystem eine bestimmte 
canonische Form zu geben, zerfällt in zwei Theile, in die Bestimmung 
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der in den Coefficienten enthaltenen Parameter^ und in die Bestimmung 
der linearen Substitution. Was erstere angeht ^ so hat man für sie 
die Gleichimgen, welche aus der Gleichsetzung der absoluten In- 
varianten ftir die gegebene und die canonische Gestalt der Formen 
entspringen [vgl. die Gleichung (6) in § 49.]. Diese Gleichungen ent- 
halten der Voraussetzung nach eine ihrer > Anzahl gleichkommende 
Zahl von Unbekannten, die Parameter der canonischen Form. Ist die 
canonische Form richtig gewählt, so müssen diese Gleichungen losbar 
sein, und werden dann im Allgemeinen zur Bestimmung der Parameter 
hinreichen. Sollten diese Gleichungen aber einander widersprechen, 
so ist die angenommene canonische Form überhaupt im Allgemeinen 
nicht zulässig. 

Sind die Parameter der gedachten Gleichungen gemäss bestimmt, 
so handelt es sich um die Bestimmung der Substitutionscoefficienten. 
Man kann leicht hinreichend viele Gleichungen für die Substitutions- 
coefGcienten in folgender Weise erhalten. Zunächst bildet man irgend 
eine Invariante für die gegebenen («/) und für die canonische Form 
(J'). Da eine Gleichung der Form 

7.wi8chen beiden besteht, so findet man daraus die Transformations- 
determinante. Ist femer tp (x^, x^ eine Govariante der gegebenen, 
9)'(£, 1^) die entsprechende Co Variante der transformirten Formen, so 
hat man auch 

Eine solche Gleichung besteht unabhängig von den Werthen der x^j x^y 
und sie enthält keine Unbekannten mehr, als die in |, 17 linear auf- 
tretenden Substitutionscoefficienten. Entwickelt man daher beiderseits 
nach Potenzen von x^y x^ und vergleicht die Coefficienten, so erhält 
man Gleichungen für die Substitutionscoefficienten. 

Aber es entsteht die Frage, ob diese Gleichungen immer ver- 
traglich sind. In der That hat man hier genau das Problem vor sich, 
welches im Eingange bezeichnet wurde. Die Coefficienten der ge- 
gebenen und der canonischen Formen sind jetzt bekannt; die absoluten 
Invarianten beider sind einander gleich; es entsteht die Frage, ob 
oder wann unter solchen Verhältnissen eine lineare Substitution an- 
gegeben werden kann, welche die gegebenen Formen in die cano- 
nischen überführt. 

Betrachten wir, ganz abgesehen von der Anwendung auf cano- 
nische Formen, die im Eingange gestellte Frage, so bleibt immer 
Vorbedingung für die Möglichkeit einer solchen Ueberführung die 
Gleichheit der absoluten Invarianten, d. h. entsprechend gebilde- 
ter Quotienten von Potenzen von Invarianten, deren Zähler und 
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Nenner gleichen Grad in den Coefficieuten besitzen. Sind z. B. t, j 
die Invarianten einer biquadratischen Form f, »', / die einer andern 
f'y so ist die nothwendige Bedingung, welche erfüllt seinmuss, damit 
f durch lineare Substitution in f übergeführt werden könne , 

oder besser, so muss eine solche von Null verschiedene Grosse 
gefunden werden können, dass 

wo dann r die Determinante der Substitution ist. 

Aber diese Bedingung, wiewohl nothwendig, ist nicht immer hin- 
reichend. Sobald nicht i, j, bez. /', / gleichzeitig verschwinden und so- 

bald -:^y -^ von 6 verschieden sind, so haben nach § 50. (1) die vier 

durch /'=0 oder /" = () dargestellten Elemente dieselben völlig be- 
stimmten Doppel Verhältnisse, unter denen der Werth 1 nicht vor- 
kommt, so dass zusammenfallende Elemente in den Gruppen nicht 
existiren. Bei der Gleichheit der Doppelverhältnisse sind dann die 
Formen linear in einander überführbar; man braucht nur nach §49. 
f und f auf die Form 

zu bringen, wo'— = — r eine Wurzel der Gleichung [§49. (6)] 

P P 

ist, und __ 

ist dann die lineare Substitution, mit deren Hilfe f in f übergeht. 

Wenn aber -= = -75 = 6, oder wenn i = 0, j = 0, *=0, j=<', 
J J 
so sagen die Invarianten nur aus, dass in einem Falle zwei, im 

andern drei Wurzeln jeder Blementengruppe zusammenfallen. Aber 

dabei ist nicht ausgeschlossen, dass nicht im ersten Falle noch ein 

zweites Paar von Wurzeln sich bei einer Gruppe vereinigen kann, 

ohne dass dies bei der andern zu geschehen braucht, und im zweiten 

Falle kann sich bei einer Gruppe noch die vierte Wurzel mit den 
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drei ersten yereinigen^ ohne dass dies bei der andern zu geschehen 
braucht. Man sieht alsO; dass in diesem Falle ^ obgleich die 
Inyariantenbeziehung stattfindet ^ docH die UeberfÜhrung der einen 
Form in die andere durch lineare Substitution unmöglich werden 
kann, so dass in diesen Fällen eine genauere Untersuchung der Eigen- 
schaften von f nothwendig wird. 

Aehnlich ist es schon bei den cubischen Formen , wo freilich ^ da 
keine absolute Invariante existirt^ eine Vorbedingung wie die oben 
gedachte, nicht zu erfüllen ist. Damit zwei cubische Formen linear 
in einander transformirbar seien, genügt es schon, dass ihre Inva- 
rianten Ry R von Null verschieden seien. Denn wie in § 38. gezeigt, 
kann man den Formen f, f dann immer die Form geben: 

und indem man nun die lineare Substitution 

5 = 5', V = V 

anwendet, wird f in f übergeführt. Auch hier wieder hört diese 
Möglichkeit auf, nothwendig zu bestehen, sobald 22 ^und dann noth- 
wendig auch K) verschwindet. Denn dieses umfasst sowohl das 
Zusammenfallen von zwei wie das von drei Elementen einer Gruppe, 
und die Transformation wird unmöglich, sobald f und f sich nach 
dieser Richtung verschieden verhalten. 

Im Allgemeinen kann man nun hier folgenden Satz aussprechen: 

Wenn zwei Formensysteme /*, 9...; /*, 9'... gleiche' 
absolute Invarianten besitzen; wenn ferner das 
System /*, 9... zwei lineare Covarianten l, rj von 
nicht verschwindender Determinante besitzt und 
die entsprechenden ^y, tjy des Systems /^, 9'... eben- 
falls eine nicht verschwindende Determinante 
haben, so lässt sich durch die lineare Substitution 

« !f ^^ f* ' «* 

in welcher fi, v Constanten bedeuten, das System 
fy q> ,.. in das System f, 9 . . . überführen. 

In allen anderen Fällen ist eine besondere Untersuchung nöthig; 
doch betrifft sie immer nur sehr specielle Formen, da das Nicht- 
vorhandensein zweier linearer Covarianten von nicht verschwindender 
Determinante immer schon eine grössere Anzahl von besonderen 
Werthen der Invarianten voraussetzt. 

Damit lineare Covarianten existiren, muss man voraussetzen, dass 
wenigstens eine der Formen jedes Systems von ungerader Ordnung 
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sei. Denn wir nehmen ausdrücklich an^ dass die linearen Cova- 
rianten, von denen hier Gebrauch gemacht wird, durch allgemein 
anwendbare Bildungsprozesse entstehen^ und also bei allgemeiner 
Wahl der fy 9 . . . immer vorhanden sind. Solche können aus lauter 
Formen gerader Ordnung niemals entstehen, während allerdings bei 
specieller Wahl der Goefficienten auch lineare Covarianten (etwa 
indem eine sonst quadratische Covariante in rationale Factoren zerfallt) 
auftreten können, welche indessen hier ausgeschlossen bleiben. 

Ein entsprechender Satz für ein System von lauter geraden For- 
men wird weiter unten gegeben werden. 

Der Beweis des obigen Satzes wird folgend ermassen geführt. Da 
S, 17 eine nicht verschwindende Determinante D haben, so kann man 
sie zur Herstellung einer typischen Form benutzen, und erhält: 



(1) 



jD«./*(a:i, 0;,) = ^. 5," — j^.-i it"-> 1?, + ..., 



sowie entsprechend: 



n 



analoge Gleichungen gelten f[ir 9, 9' etc. 

Nun wird vorausgesetzt, dass die absoluten Invarianten beider 
Systeme einander gleich seien, oder, was dasselbe ist, dass zwischen 
den Invarianten des einen und den entsprechenden des andern Gleich- 
ungen bestehen, wie zwischen den Invarianten gegebener und linear 
transformirter Functionen. Sind also n, n\ . . die Ordnungen yon 
/*, 9..., J eine Invariante, welche in Bezug auf die Coeffidenten 
jener Functionen die Grade g, ^ . . . besitzt, J' die entsprechende 
für /^, 9>'..., so muss eine allen Invarianten gemeinsame Grosser 
existiren, so dass (vgl. § 16.) 

(3) J'^J.r 2 . 

Seien ferner Tcy k\.. die Grade von 5; l, T . . . die von rj. Dann 
sind in Bezug auf die einzelnen Functionen f, 9 . . . die Grade yon 
D, An, An^i . . . folgende: 





f 


9 




D 


Jk + i 


Jif + r 




An 


nÄ; + l 


nk' 




^.-1 


(«_l)A; + i + l 


{n-\)k' + r 




An-i 


{n-2)Tc+2l+\ 


(« 2)i' + 2r 
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Man hat also^ der Gleichung (3) entsprechend: 

ly =2) .r 2 

An =Au .r ^ 

(4) n({n^l)k-\-l-{'\)-^n'{(n^\)k'-\-n-{' ... 

■ nHn-2)k + 2l-\-\)-\-nU(n-'2)k'^2f)-{-... 



Diyidirt man also die Gleichung (2) durch 



r" 2 



so erhält man 

(,, 5!.r|u».)=^(&)-_«^.,(^)-(5.)+..., 

r ^ 

wo 

P = 2 ' ^=" ^ • 

Diese Zahlen q, ö sind für die verschiedenen Functionen f^ q> ... 
ganz symmetrisch gebildet; setzt man also 

2y~t 

(6) 6'»=^ * 5* 

SO geben (5), (1) und die analogen Gleichungen: 

f dfij y%)=fiPiy ^2); 9' (Jfi> Vi) = 9 i^i, ^2) etc. 

Die Gleichungen (6) bilden also eine lineare Substitution, yer- 
moge deren das Functionensystem f, tp , . , in das Functionensystein 
/*, 9 . . . übergeführt wird. Die Gleichungen (6) haben ganz die 
Form, welche in dem oben ausgesprochenen Satze angegeben wurde, 
und zugleich sind die dort durch fi, v bezeichneten Zahlen hier röllig 
bestimmt. 

Es entsteht nur noch die Frage, ob r auch, wie in (3), (4) vor- 
ausgesetzt wurde, wirklich die Determinante der gefimdenen Substi- 
tution ist, also die Determinante der Coefficienten, mittelst deren 
sich die x linear in den y ausdrücken. Nennen wir diese vorläufig 
Sj und bilden wir von den beiden Seiten der Gleichungen (6), indem 
wir sie als Functionen der x betrachten, ihre Determinanten. Wir 
haben dann 
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Aber die erste der Gleichungen (4) können wir schreiben: 

Aus Vergleichung dieser Gleichung und der vorigen findet sich sofort 

was zu beweisen war. 

Endlich ist noch zu untersuchen, ob die Substitution (6) nur eine 
oder mehrere Ueberführungsarten ergiebt. Man sieht leicht, dass sie 
in der That eindeutig bestimmt ist, bis etwa auf einen allen Sub- 
stitutionscoefficienten gemeinsamen Factor. Ihrer Entstehung nach 
aus (5) kann man nämlich die Formeln (6) auch so schreiben: 



hy — y— 6« 



yr 

wo j/r in beiden Gleichungen dieselbe Bedeutung hat. Nun kann 
man femer mit Einführung der Zahlen p und ö den Gleichungen (4) 
die Form geben: 



D' =2) .r^+« 



Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen findet man 

und dies in Verbindung mit der ersten Gleichung zeigt, dass r^ und 
r* bis auf einen gemeinsamen Factor + 1 gegeben sind. Hieraus 
geht hervor, dass die rechten Seiten der Gleichungen (7) wirklich 
bis auf einen gemeinsamen Factor völlig gegeben sind, und zugleich^ 
dass dieser Factor nur noch eine Einheitswurzel sein kann. 

Dass solche Einheitswurzeln in gewissen Fällen schliesslich beliebig 
hinzutreten können, sieht man an einem Beispiel sofort ein. Ist z.B. die 
Ordnung aller Functionen f, g? . . . durch 3 theilbar, so wird jede 
lineare Substitution, welche ein solches Formensystem in ein anderes 
überführt, diese Eigenschaft noch behalten müssen, wenn man allen 
Substitutionscoefficienten dieselbe dritte Wurzel der Einheit zum 
Factor giebt 

Was die Anwendung auf die oben angezogene Theorie der cano- 
nischen Formen angeht, so sieht man, dass die Herstellung einer 
canonischen Form immer zulässig ist, sobald erstlich die ans der 
Gleichsetzung der absoluten Invarianten entspringenden Gleichangen 
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einander nicht widersprechen^ und sobald zweitens für die gegebene 
und die canonische Gestalt der Formen Paare entsprechen der linearer 
Covarianten von nicht verschwindender Determinante existiren^ und 
zugleich sind dann durch die Gleichungen (6) die Substitutionsformeln 
in einfachster Weise gegeben. 

1 93. Anwendung anf Formen fünfter Ordnung. Besondere Fälle derselben.'*' 

Wenn wir diese Betrachtungen auf die Formen fünfter Ordnung 
anwenden ; so zeigt sich^ dass aus der Gleichheit der absoluten In- 
varianten die Möglichkeit der Transformation immer folgt, sobald 
nicht je zwei der vier linearen Covarianten (§ 74.) a, ß, y, d eine 
verschwindende Determinante haben. Nach den Formeln § 75. (3), 
(4), (6) sind die aus jenen Formen gebildeten Determinanten: 

Tir T.r T> T> NÄ-MB NB-MC 
M, N, R, ^R, 2 , ^ . 

Man sieht also, dass die Ausnahmefälle nur eintreten, wenn zu- 
gleich 31=0 und N=Of wo dann wegen § 75. (1) auch R verschwin- 
det. Es sind dieses also die einzigen Falle, in welchen keine der 
oben angedeuteten typischen Darstellungen mehr möglich ist. 

Wir wollen hier wie in den folgenden Anwendungen zunächst 
immer die Ausnahmefälle charakterisiren , sodann aber die typische 
Darstellung für diejenigen Fälle behandeln, in denen sie möglich ist. 
Sehen wir also zunächst, welchen Umfang und Charakter diese Aus- 
nahmefalle hier haben. 

Nehmen wir an, dass M und N verschwinden. Man kann dann 
folgende Sätze beweisen: 

1. Wenn M und ^verschwinden, verschwindet 
d" identisch. 

Betrachten wir nämlich die Gleichung 

Mt — Ni = {iay rj — (r a)^ ij = \{ia) t^ + (ra) i,) {ix) a^ 

so sehen wir, dass mit M und N entweder a oder S verschwindet. 
Ist a identisch Null, so folgt dasselbe für ^^—jx^ij^)- Ist aber 

a = (-9'a)'9'jp = 0, so verschwinden -^r- und - — für x^=^cc^, x^^ — a^, 

C X* C Xa 

d. h. a muss ein Doppelfactor von O* sein, daher %=--yLa^, Inzwischen 
lehrt die Gleichung 

* Für diesen und den folgenden Paragraphen vgl. die Abb. von Hm. Gordan 
und mir, Annali di Mat., Ser. IT., Vol. 1. 

Clebach, Theorie der biuären algebr. Formen. 24 



370 Aphter Abschnitt. Typische Darstellung von Formen 

dass in diesem Falle, wo tf — 0, d = ^a* war: 

also wenn a nicht Null ist, was schon vorhin ^ = gab, muss 
r = — ^2ß,2 ggjjj Aber auch i hat wegen M—(iay = den Factor 
«, daher muss die erste üeberschiebung d von r mit i verschwin- 
den, was zu beweisen war. 

2. Wenn M und d identisch verschwinden, so 
verschwindet auch a. 

Es ist nämlich 

was unter der gegebenen Voraussetzung sofort auf a = führt. 
Aus den beiden Sätzen 1. und 2. folgt nun sofort: 

3. Wenn M und N verschwinden, so verschwin 
det auch a identisch. 

In den zu untersuchenden Ausnahmefällen existirt also überhaupt 
keine lineare Covariante mehr. 

Da d^ identisch verschwindet, so können die Functionen r und i 
sich nur um einen constanten Factor unterscheiden, wenn nicht eine 
oder beide verschwinden. Der Fall, wo i identisch verschwindet, ist 
der zuletzt zu behandelnde, da in ihm auch die Covarianten j, r, a, 
verschwinden. Aber auch r wollen wir zunächst von Null verschieden 
annehmen, und wollen endlich auch annehmen, dass i kein Quadrat, 
also nicht -4 = sei. Wir behandeln also den Fall: 

I. a = 0, r, i, Ä von Null verschieden. 

Denken wir uns die Factoren von i als Veränderliche eingeführt, 
so dass 

(1) i = 2ifi 

(2) i=l)5« + 3gg2i? + 3r|i2«+siyS 

so giebt die Bedingung a = — (Ji)^ = 0: 

(3) i=i>5» + si»». 
Femer, wenn 

gesetzt wird: 
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also im Vergleich mit dem vorigen Ausdruck: 

c = 0, d = 0. 
Bildet man nun i für den Ausdruck (4), so hat man: 

und daher^ damit dies mit (1) übereinstimme: 

Es folgt hieraus noth wendig, wenn nicht j, also auch r, iden- 
tisch verschwinden soll: 

a = 0, (7 = 0, 

(6) f=5iri{hi^ + eri'). 

Man kann diese Form von f in der Weise auffassen, dass f als 
Product einer cnbischen Form mit ihrer quadratischen 
Covariante erscheint.* Von diesem Gesichtspunkt aus will ich die 
Frage jetzt direct untersuchen und zeigen, dass dann wirklich immer 
/ die verlaugten Eigenschaften hat, ausgenommen wenn die Discri- 
minante der cubischen Form verschwindet, wo dann noch speciellere 
eintreten. Sei also tp eine cubische Form, ^ = {fp(p'y <pa:g>'jt ihre 
quadratische, Q^{(pA)(pJAx ihre cubische Covariante, i2 = (AA')* 
ihre Discriminante. Haben wir 

/'=5A.9, 
oder symbolisch 

Oa:^ = Ü AJ (pj , 

SO ist 

= 5 (A6) {q>l)^ Aa:6,- 3 (9 A) {Ab) {g>b)n,^. 

Der mit 5 multiplicirte Ausdruck ist die erste üeberschiebung 
von A über {fpbybj^cjj, der mit 3 multiplicirte die dritte üeber- 
schiebung von Q mit f. Man kann also schreiben 

(7) i = 5 (A a>) A. o, - 3 {Qbf &,% 
wo 

(8) ö = ((pi)3V. 

Schieben wir nun 9 = 9?^ dreimal über f=bAJg)je^, so er- 
halten wir 

a> = i [3 (9' A)» (9» tpj + 6 (9' A) (9»« if^ A, + (9»« A,^]. 

Das letzte Glied verschwindet, weil es durch Vertauschung von 
9 mit q>' das Zeichen ändert, das zweite, weil es in 6(A'A) A«A.r 



♦Geometrisch: Unter den fünf Punkten, welche /* repräsentireni 
liegen drei mit den beiden übrigen cyclisch-projectivisch. 

24* 
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übergeht, das erste endlich, weil (y'A)^^', nach der Theorie der 
cubischen Formen identisch Null ist. Daher hat man o = 0, und 

(9) i = -S{Qh)nj. 
Nun ist ganz ebenso wie o gebildet wurde: 

{Qby bj = i^\3 {QAy {Qq>) q>J + 6 (g A) {QfpY tp. Ar -h {QvY A,*|. 

Da {QAY Qx identisch Null ist, so verschwindet das erste Glied. 
Der zweite Theil der Klammer ist 

6 (09) . ((?A) {Qrp) A, 9), = 3 {Qfp) [{QAf g>s'+{Q9>Y ^J-i9>^Y Q^'l 

Mit Hinweglassung verschwindender Glieder wird er 3(^qp)^Ax^ 
was sieh mit dem dritten Terme der Klammer vereinigt, so dass 

(^6)3 h,^ = 2 {Qq>y A,« = - 2 B . A, [§ 35. (4).] 

und also 

(10) i = 6Ä.A. 

Daher ist wirklich i ein Factor von /*; nur wenn iJ = 0, verschwindet 
i identisch. 

Man erhalt nun weiter: 

j = -{aifaJ = -6R.{aAyaJ 

= -3B.[(AA')>x« + 6(AA')(«pA0A,9,« + 3(9A7A,«9),t. 

Das letzte Glied verschwindet, weil (^A')^^, identisch Null ist; 
das mittlere wird 

( A AO (9 A-) A. 9,« = i ( A A')« . 9xS 
also 

(11) i = - 12B. (AA79^3=-- 12jR«. 9. 

Es ist also auch (wenn nicht iJ = 0) / ein Factor von f, 

femer i bis aaf einen Constanten Factor die quadratische CoTariante 
von j, wie es sein sollte. 
n. Der Fall 

a = 0, ^ = 0, r und » von Null verschieden, 

fuhrt auf einen Widerspruch. Denn da in diesem Falle t ein Quadrat 
ist, kann man setzen 

(12) i = I»; 
man hat also, wenn 

(13) j=pV + 3qVv + 3rt]V + Sfi», 

aus a = — {j t)* =0: 

= rg + sij, 
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also r = 0, 5 = 0; und wenn 

(14) /•=ag5 + 5j|4^ + 10cg3^« + 10dg*i?» + 56gi?^ + ^)?^ 
HO hat man 

daher im Vergleich mit dem Vorigen 

e = 0, g = 0. 

Bildet man nun i, so erhält man 

i = 2\^4(bi + cti)(n + S{cl + dri)miriy, 

also im Vergleich mit der angenommenen Form von i: 

Hieraus folgt d = 0, also j = — c|*, daher 

r = 0, /•=6^(ag« + 56gi?+10ci?«). 

Man hat also den Satz: 

Wenn a und Ä verschwinden; ohne dass i ver- 
schwindet; so verschwindet auch r^ daher auch B, 
C, und /'hat einen dreifachen linearen Factor. 

Dass auch umgekehrt bei einem dreifachen linearen Factor von / 
die Ausdrücke r, Ä, Bj C verschwinden, folgt sofort, da sich für 
a, b, c keine Bedingungen ergeben haben. Der dreifache Factor 
kann durch Bildung von i immer gefunden werden. 

Es entsteht nun die Frage, welche Eigenschaften f besitzt, wenn 
wir zwar Ä von Null verschieden, dafOr aber ausser a auch 
T identisch Null annehmen, während j noch als von Null ver- 
schieden gedacht werden soll. Aber nach der Formel § 75. (10) 
hat man für diesen Fall nothwendig Ä.j = 0. Die obigen Annahmen 
sind also unnjöglich, entweder wird man auf -4 = 0, also auf den 
vorigen Fall zurückgeführt, oder auf j=:0, und man kann den Satz 
aussprechen : 

Wenn a und r verschwinden, so ist entweder i 
ein Quadrat, oder muss verschwinden. 

IIL Der Fall, wo j verschwindet, aber i nicht, und auch 
t kein Quadrat ist, fuhrt das Verschwinden von r, B, C, «selbst- 
verständlich mit sich. Setzt man 

SO wird 

j = -(af)«a,» = 4(5iy)M6|» + 3cg«i? + 3rf|i,« + eiy8}; 

es muss also 6 = 0, c = 0, d = 0, e = sein, oder man hat den Satz: 
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Wenn j verschwindet, ohne dass i Null oder ein 
Quadrat ist, so ist f die Summe zweier fünfter Po- 
tenzen, deren Argumente die linearen Factoren vou 
* sind.* 

Auch das umgekehrte ist unmittelbar ersichtlich. 

IV. Ist j identisch Null, / ein Quadrat, aber von Null 
verschieden, so hat man ähnlich wie oben: 

also c = 0, d = 0, 6' = 0, 5f = 0, ^ 

Hieraus ergiebt sich aber i = und daher der Satz: 

Wenn j verschwindet und -4 = 0, so ist auch 
i = und /■ hat einen vierfachen linearen Factor. 

Der Fall i = ist hierbei zugleich mit erledigt; denn mit i ver- 
schwindet auch j und -4, und i = führt also immer auf einen vier- 
fachen linearen Factor von /*, sowie umgekehrt die Existenz eines 
solchen immer i = macht. 

Hiermit ist die Anzahl der besonderen Fälle erschöpft, die beim 
Verschwinden von a noch denkbar sind. 

§ 04, Typische Darstellungr der Formen ffinfter OfdnuBg^ mittelst 

linearer Covarianteo. 

Es bleibt übrig für die Fälle , in denen M und N nicht zugleich 
verschwinden, die Coefficieuten der typischen Darstellung durch unsere 
fundamentalen Invarianten auszudrücken. Um alle Fälle zu umfassen, 
muss man einmal 

(1) 5 = «, fi={ia)i^ = ß, D^-M, 
das zweite Mal 

(2) ' 5 = a, ri = {ta)T^=^y, JD^-N 

setzen; denn eine dieser Substitutionen muss der Voraussetzung nach 
möglich sein. Beide Fälle sind unter denen enthalten , für welche 'va 
§ 91. die Coefficienten bereits auf einfachere Formen zurückgeführt 
wurden. Setzt man 

(3) | = «, i? = (^«)^*, 2) = -(V'«)S 

wo ^ irgend eine quadratische Covariante bedeutet, so ist 

(4) D^f==Aa'-öÄ,l'ri+10A,l^'ri'^10A^l'ri^+5A,ifi^-A,ti^ 



* Geometrisch: Die fünf /* repräsentirenden Funkte sind cyclisch- 
projectivisch. 
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und zwar 

wo A, A^, A^, B„, B,, Co, C, die Formeu werden: 

Iß) B^^iaip)* (a«)S, B, = («tf-}» (ace)* (njj) 

<-\ ={ait>y{atyiaa), C, =((n!-)^(ni:.7 {«»/). 

Die Bestimmung der letzten sieben luvurianteu bleibt fUr il)=^ t 
und !^ = c anazufohren. 

Ea ist wesentlicli nur die Bflstimmung des in beiden Fillleu 
f^leichlautendeii Coefficienten A.,, welche einige Schwierigkeiten macht. 
Um diesen Ausdruck dorzusttrlien , werde ich zunächst einige der 
Theorie der Formen fünfter Ordnung angehörige Sätze ableiten, 
welche sich den in § 75. gegebenen anschlieasen. 

Die zweite Ueberschiebung von f mit &■ ist 

(a»y aj = (at) {ai) {ix) aj = (at) {ai) aj \ (ar) i. - (fli) r.\. 

Da.'j erste dieser Glieder entsteht aus 

(ar)'».,> = -j^j-i« 18 75. (10).| 

durch üeberachiebwii mit i, und es ist also 

(at)Hai)a,'i.= -iA.Ut)i.-ii.(m')t. 
= -iÄ.lji)i.+ '-^. 
Dagegen ist, weil j=^~{ai)^ax', das zweite Glied: 
- (ar) (otr a/ r, = 0't)>/ T, = e 
die cubische Govariante von j. Man hat also schliesslich: 

(7) (.«»)'„,• = -iA.U'lj.'i. + '^ + Q. 

Die dritte Ueberschiebung von f mit a* bildet sich nun 
fulgendermsssen. Es ist, da a = — (jifjj: 

a,' (a af - - aj {ad)' (j «f (ojl = - aj {aj) | (aj) (o i) + (n i) (j«) |'. 
Von den drei Termen, welche die Ausführung des Quadrats giel>t, 
verschwindet der erste identisch, weil er den symbolischen Factor 
(«»' enthält (§ 75.). E« bleibt also; 

a.' {a «)' = - o," (oj) (o i)> t,'i.)> - 2 o," (o;)' {a i) (« i) ü«) , 
oder, da j.' (jn) = - », (»•)■ o*" = - j, i, (ki) = - /S : 

(8) a,' {aaf = -jj' Ij») (»o) - 2 a.' (o »)' (»/!). 
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Betrachteu wir zunächst das erste Glied rechts. Es ist 

ix^ 0'^) (^«) =Jx 0*^; ! 0«) ^x - 0'^; «x|. 

Der erste Theil dieses Gliedes ist «^^'jd-^^'x, also Null; der 
zweite wird, indem man —Jx^^J^) för ^ setzt: 

— j* ^J^f . «x = a 'jjc Ufr ^/«) = a . 'r a) r, = a y. 
Man hat also 

jJ U») (*«) = « • y- 

Sodann hat man, um das zweite Glied in (8) zu erhalten, nur (7) 
Ober ß zu schieben und findet: 

Nun ist: 

»X («/J) = »X 0' o (r«) = — i ^ . «. 

Was endlich ^,* ((^/J) betrifft, so ist in der Theorie der cubischen 
Formen bewiesen (§ 3d.), dass für die Polare Qs* V« '^^'^ Ausdruck 

gesetzt werden kann.' Daher ist 

QJ{f^ß) = Ur)jJ(rß) 

oder, da alles mit (jr)* Multiplicirte nach der Theorie der cubischeu 
Formen identisch verschwindet: 

Qs' {Qß) = Ur)j. Uß) r.= Ur) (ji) (i«) j. r. 

= 0* t) O'O ^* [0*«) »* — ü' ' «'] 

weil nun femer 

und nach der Theorie simultaner quadratischer Formen 

(dt)« = 0, (^i7 = (§ 57.), 

so hat man 

Q.'{Qß) = ^B»-ay, 
daher endlich: 

und aus (H): 

(9) a,« (a «)» = (I ^ä- 5) «■ + « y - 1 ^ a ^. 

Man controlirt die Coefficienten dieser Gleichung, indem man die 
Ausdrücke {fli)^(aay, (rtr)*(aa)^ auf doppelte Weise bildet. 
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Schieben wir (9) noch einmal über et, so erhalten wir 

110) a,{aay:={iA^-B).S+(^-^)a, 

WO d = (^a)^je die in § 74. so bezeichnete lineare Covariante ist. 
Nach den Formeln § 75. (4) erhält man endlich hieraus für den Coef- 
ficienten -4Q = (aa)* den Ausdruck: 

(II) A^ = i^A^-B).ll. 

Es hat keine wesentliche Schwierigkeit, nunmehr die Coefficienten 
der typischen Darstellungen zu berechnen, welche man erhält, indem 
man t oder t an Stelle von ^ treten lässt. 

Erste typische Darstellung. ^ = L 
Aus (10) folgt, da 1} = /) wird: 

= (M*-^) (.Sß) + (f - ^) (« ß) 

-{i^ Ji) 2 M\^,^ 3 ;-[§75.(3)(6).] 

Ferner hat man: 

B^={ai)' (aa)» = (ja)»=- («•«)» = -B 

B, = {aif (aay (aß) = (j«)» (jß) = '-(»a) {»ß) 

= -(8ß)^-^{NA-MB) [§75.(6).| 

Co = {aif («0* (««) =>(««) = 
(7, = (a»y {aty- [aß) = (a/J) = - Jf. 

Zweite typische Darstellung. il> = t. 
Man hat t] = y, D = {ay) = — N, A = C. Femer aus (10) : 

A = (ay)iaay=(iÄ*-B){8y) + [^-^)(ay) 

= a^._5)M^_(|_^)^. 

Bo = («r)« (aa)» = - 1 ^ (ja)» = iAB. [§ 75. (10).] 

-Bi = (ar)»(aa)»(«y)= - 1 ^ (i«)* 0» - i (»«)* («r) 

=^lA(»a){»y)+^(ya) 

= I ^ (*y) + f (y«) = f {NB- MG) + fN. [§ 75. (4), (6).] 

C7o=(aT)»(aT7(aa) = -|^(iT)»CJa)-^(»r)(aT)(ta) = ^B. 
C, = (ar)« (ar)» (ay) = - 1 ^ ( jr)« 0» - f (»t) («r) (iy) - i (»r)» (a y) 
BN 

= "3 — i(»0(«^)(»y)- 



378 Achter Abschnitt. Typische Darstellung von Formen 

Nur der letzte Term bedarf einer Bemerkung. Tragt man für y 
den Werth {TOL)Xa: ein, so wird 

-(iT)(«r)(;y) = {ir)(ar)(rO(«T0 

= (ir)^(«r7 - 4 {iaf (ttj ^^üN-^iMC] 

so dass endlich: 

BN+MC 



C, = - 



3 



Charakteristisch ist für diese Darstellungen vor allem, dass 
sämmtliche Coefficienten mit geradem Index den Factor 
R enthalten. Man hätte dieses von vornherein schliessen können, 
denn der Grad aller dieser Coefficienten ist von der Form 4Ä+2, imd 
da alle fundamentalen Invarianten ausser R einen durch 4 theilbaren 
(jirud besitzen, so müssen jene Coefficienten nothwendig die Form 
R. F{A, B, C) haben. Dies ist von Wichtigkeit für die Erkennung des 
Charakters, welchen die Gleichung /'=0 hat, wenn die Invariante R 
verschwindet. In diesem Falle verschwinden Ä^^ -4.^, A^ und /"geht in 
die Form über: 

/•= a {G a*+K a^ß^+L ß% 

Es ist also a = eine Losung von f=0 und der übrigbleibende 
Factor vierter Ordnung enthält nur noch die Quadrate, so dass man 
folgenden Satz aussprechen kann: 

WenniJ verschwindet, ohne dass Jlf und^gleich- 

zeitig beide verschwinden, so ist a ein Factor von /^ 

f 
und der Quotient -^r wird durch die Substitution 

z=^~r oder jBf = -^ eine quadratische Function von i. 

Die Auflosung der Gleichung ^"=0 hängt dann also nur noch 
von einer «quadratischen Gleichung ab. 

Der obige Satz lässt sich in folgender Weise umkehren: 

Ist die fünfte Wurzel einer Gleichung fünften 
Grades eine Wurzel der zu den übrigen vier Wur- 
zeln als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung 
^ = gehörigen Form T<p, so verschwindet R (vergl. 
§ 89.). 

Hierdurch ist in der That der obige Sachverhalt ausgedruckt; 
denn die Veränderlichen (oben «, /J, bez. «, y), durch welche q> auf 
nur gerade Potenzen reducirt wird, sind die Factoren eines der drei 
quadratischen Factoren von T(p, daher auch a, der fünfte lineare 
Factor von /*, ein linearer Factor von Iq?. 
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Um die Umkehrung zu beweisen, konueu wir davon aasgehen; 
dass im allgemeinen Falle, wenn Ttp den Factor i hat, q) die Form 

annehmen kann (§§ 48., 49.); abgesehen von Fällen, wo Tcp identisch 
verschwindet und welche hier nicht zu berücksichtigen sind, tritt eine 
Ausnahme nur ein, wenn fp die Form i^rj annimmt, wo dann alle 
linearen Factoren von Tq, gleich 6 werden. Man hat also f nur unter 
den beiden Formen 

f= % Xi* + 1 a^ x^^ jc^^ + 5 a^ x^ x^\ f=5 x^* x^ 

zu untersuchen. Im letzten Falle aber (§ 93. IV.) verschwinden alle 
Invarianten, also auch 27; der erste bleibt zu untersuchen. In diesem 
Falle aber übersieht man sogleich Folgendes: Durch die Substitution 

X ^^= X^f X ^=^ X^) 

deren Determinante — 1, ändern die Formen ungeraden Charakters 
ihr Zeichen, geht also li in — B über. Aber die Coefficienten von f 
bleiben anverändert, also auch li, mithin hat man li =— i2 oder JZ=0, 
wie zu beweisen war. 

Geometrisch bedeutet dieser Fall, dass von den fünf Elementen, 
welche den Wurzeln von /'s=0 entsprechen, eines ein Doppelelement 
einer Involution sei, welche durch zwei aus den vier übrigen gebildete 
Elementepaare bestimmt ist. 

Ausser den beiden obigen Darstellungen kann man noch eine 
dritte typische Darstellung untersuchen, bei welcher a, d die Ver- 
änderlichen sind und li der Nenner wird. Diese Darstellung hat den 
besonderen Charakter, dass alle Coefficienten durch R theilbar werden, 
80 dass, indem man den ganzen Ausdruck durch li dividirt, rechts 
und links nur noch ganze Functionen von Ä, li, G erscheinen. Ein 
Theil der hierbei auftretenden Bildungen wird im folgenden Para- 
graphen zur Verwendung kommen. 

8 d5. Darstellung einer Form fttnfter Ordnung durch die Summe von 

drei fünften Potensen« 

Ich werde im Folgenden die Aufgabe behandeln* : 

Eine gegebene Form f der fünften Ordnung soll 
in die Gestalt gebracht werden: 

(1) ^ /•=!*+ r+rs 

wo i, r, I" lineare Functionen sind. 
Diese Aufgabe ist, wie man sehen wird, im Allgemeinen, und 
^war auf eine Art lösbar; nur ist erforderlich, dass die Invariante C 

* Sie ist in anderer Weise gelöst in Salmon, Lessons, 2' ed. S. 137. 
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nicht verschwinde, was denn vorausgesetzt werden soll. Ich werde 
bei der Form, welche ich der Lösung gebe, auch noch voraussetzen, 
dass B nicht verschwinde. 

In diesem Falle nämlich kann man sich ö imd a als Veränder- 
liche eingeführt denken und kann daher die* Gleichung des Problems 
in folgender Form schreiben: 

(2) /•= X (*~ma)5 + x' (*-m'a)5 + x" {d-m"a)\ 

Dass es zweckmässig ist, gerade ä neben a einzuführen, wird 
das Folgende lehren. 

Wenn wir auch links d und a einführen, also, da {Sa) = B und 
demnach 

B , üs '■= {a a) d — (ad) a 
wird, 

(3) BKf=[{aa)d-{ad)aY 

setzen, so erhalten wir aus Vergleichung von (2) und (3) die folgenden 
Gleichungen, welche den Inhalt des Problems vollständig ausdrücken: 

iaay =J?5(x +x' +x" ) 

[aay (ad) = B^ {xm + x'm\ + xm" ) 
\aaf (adj« = B^ (xm« + x'm'« + x'm"^) 
{aay {aSf = B^ (xm» + x'm'» + x"m"8) 
{aa) \a8y = B^ (xm* + x'm'* + x"m"*) 
\ady = B^ (xm» + x'm'5 + x"m"5). 



(4) 



Es sind dies sechs Gleichimgen mit ebensoviel Unbekannten 
X, x', x", m, m', m", um deren Auflösung es sich nunmehr handelt 

Wenn man aus je vier aufeinander folgenden dieser Gleichungen 
die Grössen x eliminirt, so erhält man die drei Gleichungen: 

(5) M. (aa)« = 0, M. {an) {a8) = 0, M. (a*)» = 0, 
wo M den symbolischen Ausdruck bedeutet: 



(6) M^ 



(««)» 


1 


1 


1 


{aay (ad) 


m 


m' 


m" 


{aa) (ady 


f»« 


m'« 


m"* 


ladY 


Mt' 


»»'» 


m"» 



Die Gleichungen (5) kann man in eine einzige zusammenfassen; 
denn indem man dieselben der Keihe nach mit * 



^x 



d,2, — 2a*d„ «j 
multiplicirt und dann addirt, erhält man 

= Jf . [{aa) d:c-'{ad) «,]« = Jlf . a,«, («*)», 
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oder mit Hin weglassung des Factors (ad)* = 2?% welcher als nicht 
Terschwindend vorausgesetzt wird: 

(7) O^M. aj. 

Diese Gleichung ersetzt die Gleichungen (5) vollständig, sobald 
man festsetzt, dass (7) für alle Werthe der x erfüllt sein solle. 

Wenn man in M aus der ersten Verticalreihe den Factor {aay 
herauszieht, so geht der übrigbleibende Factor von 31 in eine Deter- 
minante über, welche nach bekannten Sätzen das Di£Ferenzenproduct 
der vier Ausdrücke 

(ad) 

ist. Das Di£Ferenzenproduct der m kann man auslassen, indem man 
diese als sämmtlich verschieden ansieht. Multiplicirt man das Product 
der übrigen Di£Ferenzen mit {aay, so sieht man, dass man an Stelle 
?on M den Ausdruck: 

(8) M' = [(ad) - m (aa)] ] (ad) - w' (ad)'] [(ad) - w" (aa)], 
und an Stelle von (7) die Gleichung 

(9) 0==M\aJ 

setzen kann. 

Die rechte Seite von (9) ist die dritte üeberschiebung von f mit 
der Form 

(10) ip=(d'-ma) (d-nia) (d-m"a). 

Es muss also q) eine solche cubische Covariante sein, dass seine 
dritte Üeberschiebung mit f identisch verschwindet. Durch diese 
Bedingung oder durch die drei in den Coefficienten von q) linearen 
Gleichungen 

(a ipy a^* = 0, (a q)y a^ a^ = 0, (a (pf a,' = , 

ist aber tp bis auf einen constanten Factor völlig bestimmt; und da 
andererseits, wie aus § 75. bekannt ist, die Covariante j diesen Be- 
dingungen genügt, so kann man 

setzen. 

Die Grössen w, m', m" sind also die drei Wur- 
zeln der cubischen Gleichung, welche entsteht, 
wenn man inj = die Veränderlichen d, a einführt 

und dann — als die Unbekannte betrachtet. 
a 

Da man die m als verschieden voraussetzt, so darf die Discrimi- 
nante C der Gleichung j = nicht verschwinden. 
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Die Argumente der drei in dem Probleme geforderten fünften 

Potenzen sind also die linearen Factoren von j] indem wir sie in 

der Form 

d—maj S—m'a, d—m'a 

annehmen, haben wir die absoluten Werthe ihrer Coefficienten fixirt; 
es bleibt dann übrig, die Coefficienten x zu bestimmen. Hierzu führen 
die drei ersten Gleichungen (4), nachdem durch Erfüllung von (5) 
die drei letzten Gleichungen (4) Folgen der drei ersten geworden sind. 
Dieselben geben die x linear und also eine eindeutige Losung der 
Aufgabe. 

Um nun die cubische Gleichung aufzustellen, müssen wir« in j 
die Veränderlichen tf, a einführen. Es ist 

JP.i=[(i«)*-a*)«]* 

wo 

Da nun nach § 75. 
so ist 

oder da d = (d'a)d's: 

J, = -. (^d) (ddO (^'«) = - i Q^^y {da) = -^^NR. [§ 75. (8).] 

Es bleibt noch Jg zu bestimmen. Nun ist mit Benutzung des 
Ausdrucks von d: 

^»= (i*P 0*) (*«) = 0«) 0>) [0«) (*«) + U») (*«)], 

oder wenn man im ersten Theil wieder =d für jx^(Jci) einführt: 

J3 = - (^'d) ipS) (^'^) + R . (jd) (jd)«. 

Der erste Theil verschwindet identisch, da er bei Yertauschung 
von 9 und d' das Zeichen wechselt; sodann aber ist, indem man für 
^ 0" seinen Werth d = (iT) i^et^ einführt: 

= (i») 0'^) { Ur) (iä) + 00 idx) j. 

Hier verschwindet nun rechts der erste Theil nach der Theorie 
der cubischen Formen, weil er den symbolischen Factor (Jty enthält; 
der zweite enthält den Factor (jiy und wird also, da 
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ist: 

= («r) (dz) = (dy) - { {NB-MC). [§ 75. (6).] 
So ist denn 

J^=^(NB-MC), 
und die Darntellung von j wird mit Uebergchung einea Factors B: 

rm, 7^ ■ A3 3-^* . NB-MC , 
(10) B'j = — 6^ ^ tfa» g o*. 

Die Grössen m, m', m" sind also die Wurzeln der cubiachen Gkichnng 
,,,, . ,3N , NB-MC „ 

(113 «^ +-2" »» + - 2 ^'*- 

Die einfache Form dieser cubischen Gleichung ist es, welche es 
zweckmässig erscheinen lüsst, gerade die Covariante S neben a in dem 
Ausdrucke des Problems einzuführen. 

Setzt man für die Wurzeln der Gleichung (11) die Ausdrucke: 



(12) 


mm = e'» + f"«, 


so wird 


, , , NB- MC 
» +«■ = 2 


(13) 


N 
«« = -2' 


daher 





,. j. ("B-MCy , N' 
(ti'-V}' = ^ j- ^ + -2-, 

I miin bemerkt, das« nacli § 75. (7) 
„ ÄC-B" 

i^-^' = iHNE-MCy + N'(,ÄC-B^-i 
= jiM'C-2MNB + N',Ä) 



75. (l).l 



Gs ist also 
(14) 



-f- 


NB- 


-MC 

1 


-f/^' 


-f- 


NB- 


-MC 

1 


-|/=l 



WO die Cubikwurzeln durch die zweite Gleichung (13) an einaniiei 
gebunden sind. 
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Da durch (12), (14) die Grössen m völlig gegeben sind, so bleibt 

es übrig, die linearen Gleichungen zur Bestimmung der x, die drei 

ersten Gleichungen (4) noch genauer zu untersuchen. Mit Benutzung 

der Gleichungen § 94. (9), (10) und § 75. (3), (4), (6) erhält man 

sofort : 

(a«)5 = (|^2_JB)lJ 

(a«)3(a*)*=i^. 

Daher werden endlich^ nach Division mit E, die Gleichungen 
zur Bestimmung der x: 

JS4(x +x' +x" ) = |^«-B 
^jg^ B^ (xm +x' m' +x"m" ) = ^-- j 

E* (xm«+x"w"»+x' m'«) =^, 
wodurch x, x', x" in einfachster Weise vollkommen gegeben sind. 

§ 96. Behandlang des Falles» wo C=0. lieber die Ldsnng der Gleichung 

fttnften Grades fttr diesen Fall.* 

Ich werde jetzt untersuchen, wie die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sich modificiren, wenn C verschwindet. Lässt man C 
gegen Null convergiren,^so geht die Gleichung (11) des vorigen Para- 
graphen, mit Vernachlässigung von C^, in 

(1) o = (m-B)(m+D* + ^(m-B) 
über und die drei Wurzeln der Gleichung werden also 

(2) . m' = -f + a, 
wo o die gegen Null convergirende Grösse 



(3) «i=j/- 



3ÄC 



4 

bedeutet. Sodann verwandelt sich (immer vorausgesetzt, dass B nicht 
verschwindet) die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen mit Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen von o in: 



• Vgl. eine Mittheilung des Verf., Göttinger Nachrichten 1871, S. 103. 
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1^K(S-]i af + (x' + O (« + ^)' 

-5(x'-x")a).(<J + ^y.«, 

oder wenn man 
(4) x'+yJ'~X, (x'— x") ßi = — ff 

setzt, in: 
(ö) /•=.x,d-2^aj* + A(<J+^y + 5<*a.(*+^)*- 

Die Grössen x, A, ft al)er werden aus den Gleichungen (15) des 
vorigen Paragraphen bestimmt, welclie nun die Gestalt annehmen 

„,/ „ ,7? \ AM N 

(6) R\^B-X^-t.) =-3—2 

Inzwischen wird, da (7=0: 

^, AC-IP B^ 

^^ 2 =~ 2" 

^'^ M=^2AB-^C=2AB 

B* = -\{AN^-2BMN+CM*) = -IA&', 

und indem man nur für den letzten Ausdruck der Kfirze wegen R^ 
beibehält, kann man die Gleichungen (6) durch folgende ersetzen: 

R*{x + X) =\A*-B 

(8) ^*(''^— 2--'»} = -3- + T 

2f«lxiy + A^ + pj = — g— . 

Da der Voraussetzung nach B. nicht verschwindet, so können 

nach (7) auch A und B nicht verschwinden, und die letzte Gleichung 

<iiirfl« daher durch Ji dividirt werden. Die Gleichungen geben auf- 

sjelöst: 

U^% = \A* 

R*i. = -B 

B* 

Man hat also für f in diesem Falle den folgenden einfachen 
Ausdruck : 

jjv=MH*-^«)'--B(*+f«y+*-B*«(* +!«)*• 

Clebich, Theoria der binären algebr. Formen. 25 



386 Achter Abschnitt. Typische Dai'stellung von Formen 

Nun ist aber 



-B«-f !(« + !«)-(*— B«)j; 



setzt man daher 

(9) <y-Ba = |, d+-^a = fj, 

so nimmt die Form fOnften Grades die Gestalt an: 

(10) iSV = i^*S^-|-Bgi?^-|i?». 

Dieses ist die Form, auf welche mittelst einer hohem Substitu- 
tion Jerrard jede Gleichung fünften Grades zu bringen gelehrt hat, 
in welcher nämlich die Terme g^iy, S^*»?^; 5^i?^ fehlen. Es geschieht 
dies also im vorliegenden Falle, wo C=0, mit Hilfe einer linearen 
Substitution, und man kann den Satz aussprechen: 

Wenn die Invariante C verschwindet, so geht 
die Form fünfter Ordnung durch die Substitution 

i = ä-Bcc, V = S + ^ 
in die Form 

über, in welcher drei Glieder fehlen. 
Her mite hat die Gleichung fünften Grades 

(11) cfi-x-a^^O 

mit Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen in transcendenter 
Weise auflösen gelehrt.* In dieser Weise ist also jede Gleichung 
fünften Grades auflösbar, für welche die Invariante C verschwindet, 
indem f=0 aus (10) durch die Substitution 

in die Gleichung (11) übergeht, während zugleich 
(13) ^-^/öB — 



* Mit Hilfe dea Jerrard 'sehen Satzes, dass mittelst einer hohem (Tschim- 
haosen'schen) Transformatioii und mit Auflösung von Gleichungen, deren Gr^ 
den dritten nicht übersteigt , jede Gleichung fünften Grades in die Form (11) 
gebracht werden kann, löst Her mite auch die allgemeine Gleichung fiiof- 
ten Grades, Doch ist für den algebraischen Theil der Untersuchung eine voll- 
ständige Darstellung für jetzt noch nicht möglich. 
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Die Gleichung (11) führt leicht auf den allgemeinen Ausdruck der 
Discriminante einer Gleichung fünften Grades. Denn da diese in den 
Coefficienten nur vom achten Grade ist, so kann sie C nicht ent- 
halten , wird also nicht geändert ^ wenn man C verschwinden lässt. 
Man kann diese Discriminante also, ohne die Allgemeinheit zu be- 
einträchtigen^ aus der Form (11) bilden. Soll die Gleichung (11) 
aber zwei gleiche Wurzeln haben ^ so muss 

5rc4-l = 0, 4a; + 5a==0, 

also 

4^ 

5^ 



a*=:^ 



sein; und indem [man hier den Werth von a aus (13) einführt, 
hat man 

so dass -4* — 64B die Discriminante ist, wie oben S. 354 gefunden 
wurde. 



f 97. Tjpische Darstellnng zweier gimoltanen Formen zweiter und dritter 

Ordnung mittelst linearer Covarianten. 

Die in §§ 90 — 92. auseinandergesetzten Principien der Einführung 
linearer Covarianten und der Untersuchung über die Möglichkeit, 
gegebene Formen linear in einander zu transformiren, mögen nun 
noch auf einige Beispiele simultaner Formen angewandt werden. 

Das einfachste Beispiel bildet die simultane Untersuchung einer 
quadratischen (f) und einer cubischen Form (9). Das Formensystem 
ist für diesen Fall in § 59." entwickelt worden; ich beziehe mich auf 
die dort gebrauchten Bezeichnungen. Es wurde dort gezeigt, dass 
die vier linearen Covarianten 

(1) p=--{aafa^, g=(&i>)&x, r={aQfQ,j s = {hr)hx 

die Determinanten besitzeii: 

{P2) = -icipy = -F, {pr) = L^ 2 , 

{rs)=^N=EL^lFR. 

Zwischen den fünf fundamentalen Invarianten D, E, F, R, M 
besteht die einzige Beziehung 

(3) M^ = -^\DL^-'2ELF+RF% 

Man sieht daraus, dass die sechs, aus den Coefficienten der 
linearen Covarianten gebildeten Invarianten (2) immer säramtlich, 

25* 
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und nur dann silmnitlich verschwinden, wenn -F und L verschwinden. 
Man hat daher den Satz: 

Typische Darstellungen der simultanen Formen 
/", (p mittelst linearer Covarianten sind nur mög- 
lich, so lange die Invarianten F, L nicht beide ver- 
schwinden. 

Und 

Eine quadratische Form / und eine cubische 
Form 9 können immer mittelst typischer Formen 
gleichzeitig in zwei andere Formen /^, 9?'- linear 
übergeführt werden', so lange die absoluten In- 
varianten beiderseits gleich sind, und die Inva- 
riantenpaare F, F' und i, L' nicht gleichzeitig 
verschwinden. 

Untersuchen wir zunächst, was das gleichzeitige Verschwinden 
von F und L für die Formen /*, 9 aussagt. Es ist L nichts anderes, 
als die Resultante von /* und A ; daher müssen f und A einen Factor 
gemein haben, vorausgesetzt, dass nicht etwa A identisch verschwin- 
det, also 9 ein vollständiger Cubus ist. Unterscheiden wir also 
folgende drei Fälle: 

1) f ist kein Quadrat, 9 kein Cubus. 

2) f ist ein Quadrat, 9 kein Cubus. 

3) 9 ist ein Cubus. 

1) Im ersten Falle sei f=2x^x^y 

tp = a x^ + ^ ß x^ x^ + ^ y Xy^x^ + S x/. 

Man hat dann 

A = 2 Kay-/}«) V + («*-/Sy)a;,a;, + (|8«-y«)a;/} " 
j) =-2(^a:i+ya;j). 

Daher wird 

ir=(ai))2 = -8/Jy = 0, 

und ausserdem, da A mit 9 einen Factor gemein haben soll, 

(ay-/}«)(/J*-y«) = 0. 

Hieraus folgt, dass entweder /3 und a y^, oder y und 6 ß^ ver- 
schwinden muss, also entweder /3 = U, y = 0, oder /3 = 0, a = 0, oder 
y=:0, d = 0. Dieses führt also auf folgende Fälle: 

1. f stimmt mit der quadratischen Co Variante von 9 bis auf einen 
numerischen Factor überein 05 = 0, y = 0). 

2. 9 hat einen Doppelfactor, welchen f zugleich einfach besitzt. 

2) Ist / ein Quadrat, so sei /*= x^^, 

(p = aXj^ + S ß a\^ x^ + Syx^ ^gM" * ^2'- 
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Es wird 

daher geht F={apy=:0 in ä = 0, L = in ßd-y^=^0, also in 
y = () über. Dies führt auf den zweiten Fall von 1. zurück. 

3) Ist g) ein CubuS; so sei 

fe= ax^^ + 2b x^ x^ + c x/, (p = x{^] 

man hat A = 0, so dass die Gleichung i/ = von selbst befriedigt 
ist, und 

p = CXif F=€^, 

also c = 0. Mithin ist der dreifache Factor von (p zugleich einfacher 
von /*, und auch dies ist unter dem zweiten Falle von 1. enthalten. 
Man hat also den Satz: 

Das gleichzeitige Verschwinden von F und L 
tritt immer und nur in folgenden zwei Fällen ein: 

1) wenn f sich von der quadratischen Covariante 
von (p nur um einen numerischen Factor unter- 
scheidet*; 

2) wenn <p einen Doppelfactor hat, welcher zu- 
gleich einfacher Factor von f ist 

In allen andern Fällen ist also eine typische Darstellung mittelst 
linearer Covarianten möglich; in allen andern Fällen zieht die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten zweier analoger Systeme immer auch 
die Möglichkeit der linearen Transformation nach sich. 

Wir haben daher zwei typische Darstellungen zu untersuchen, 
von denen immer eine möglich ist, so lange überhaupt von einer 
typischen Darstellung gesprochen werden kann. Bei der ersten sind 
p und q, bei der andern p und r die neuen Veränderlichen. 

Erste typische Darstellung. 

Man hat 

, F^,f =(apY.q'-2{ap){aq).pq + {aqy.p' 

^ ^ FK(p^ia2)f.(^-3iiapy{aq).pq^ + S{a2)){ccqy.2)^q-{ccqY,2fl. 

Nun ist 

[apf^F, {ap){aq) = {q'q) = 0, 

{aqY={ab) (ac) {bp) {cp) = i | {aby{cpy+ {acy{bpy-- {bcy {apy\ = ^. 



* Geometrisch: Die Punktgruppe von tp ist zu der von /"cycliach- 
projectivisch. * 
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Die erste Gleichung (4) giebt also nach Division mit F: 

(5) F.f=q' + ^p\ 

Auf dieselbe Weise, wie soeben der Goefficient (aj)* umgestaltet 
wurde findet sich auch: 

(« 3)* «, = (« ä) (« b) (ap) (bp) «x = i t (« ay iPP? + (« &)* («!>)' 

-{abyiapy\a^ 

= F.p-^D.iap)*a^ 
und daher 

so dass die beiden letzten Coefficienten des zweiten Ausdrucks (4j 
hierdurch auf die beiden ersten zurückgeführt sind. 

Was nun diese beiden Coefficienten angeht^ so erhält mau sie 
leicht durch Betrachtung des Ausdrucks (ajp)'^«^. Indem mau für eiu 
p seinen symbolischen Ausdruck setzt; hat man 

(apy a, = {aß) {ap) {ßa^ «, = {aß) (ßa) \{aa) (ßp) + {aß) {pa)\ a,. 

Vertauscht man im ersten Theile rechts a mit ß, so kann mau hier- 
für setzen: 

(7) {apY a,= iaßY \(ßa) {pa) a,-^ (ßa) (aa)p} 

= (Aa)(po)A,-iJ?p. 

Den ersten Theil dieses Ausdrucks kann man nun auf r zurück- 
führen, indem man nach § 59. (7) r in der Form 

r = (|)A)Ax 

benutzt. Es wird dann 

(A ä) {pa) Ajc=={Aa)^p + (Aa) (i? A) a^ 

= Ep + {ra) Uj. = Ep — s, 
und also aus (7) 

(8) {apya^==^Ep^s. 

Schiebt man diese Form über p oder q, und benutzt die Gleich- 
ungen (2), so erhält man: 

{apY = — {sp) = — Jf 

{apy{aq) = ^E{pq)^{sq) = g ; 

daher auch aus (6): 

{aq)^{ap)::=^DM 
(10) (a g)3 = - F« - i D (JD i - EF). 

Und die typische Darstellung von q) wird also: 
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(11) F»(p=:=-Mg^-l(DL-EF)pq^ + iDMp^q 

Setzt man noch der Kürze wegen 

(12) P=DL-EF, 

so sind alle Coefficienten der typischen Ausdrücke (5), (11) rationale 
Functionen von 

(»3) F, M, P, D, 

und man hat also den Satz: 

Alle simultanen Invarianten von /* und 9 lassen 
sich durch F^ M^ P, D rational ausdrücken, und 
zwar so, dass nur eine Potenz von F im Nenner 
steht. 

Es ist leicht, dies durch Angeben der wirklichen Ausdrücke zu 
bestätigen. Denn nach (3) ist 

''2M^D^(I)L-EFf + {DB-E')F\ 
oder 

-2Jf2D-P2+2LF^ 

Daher hat man zunächst 

aus den Gleichungen 

P==DL-EF, M^ = -^{DL^--2ELF+RF^) 

aber findet man weiter 

(15) ' ^=—F ' F^ ' 

so dass, wenn man den Werth von L aus (14) einsetzt, wirklich 
alles durch die Grossen (13) auf die angegebene Weise ausgedrückt ist. 

Zweite typische Darstellung. 

Führt man die linearen Covarianten p und r ein, so hat man, 
da {pr)=^L die Determinante der Substitution ist: 

(16) L^'f ^ {^^pY ^* - 2 (ap) {ar)pr+{a r)« p^ 

^ ^ -LK(p^ (apy r» - 3 {ap^ {ar) r^p + 3 {ap) {arY rp^ - {arfp^. 

Unter den Coefficienten von f sind {apy = F, {ap)(ar) = M* 
schon bekannt; ferner aber ist [vgl. (2jJ, da s = {ar)ax' 

{ary=={sr) = K 

Für f erhält man also den Ausdruck: 
(17) L^f=Fr^-'2Mpr + NpK 
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Von den Coefficieuten des Ausdrucks für 9? erhält man die beiden 
ersten sofort, indem man p oder r über die Gleichung (8) schiebt; es 
wird dann 

(18) iapy^-M, iapnar) = j(pr)-isr) = ^EL-N. 

Um die beiden andern Coefficieuten zu finden, entwickelt mau 
die Form (ar)*«,. Nimmt man r in der Form 

so ist 

(ar)« a, = (« A) (« A') (i? A) (pA') a^ 

= (« Ay (p AJ «, ~ ^ (A A')« (apy «, 

- 2 V 2 V ' 

da der mit dem Symbol («A)* behaftete Theil nach der Theorie der 
cubischen Formen identisch verschwindet. 
Nun wird daher: 

(ary (ap) = g- (sp)== -^ , 

Und somit wird die typische Darstelluug von q>: 

(19) -L\<p = -Mr»-3(^-N\pr' + iRMp*r 

+ 2(-2— ^j»^- 

§ 98. Typische Darstellung zweier simultanen cubischen Formen. 

Zwei simultane cubische Formen besitzen, wie in § 61. gezeigt 
wurde, im Ganzen acht lineare Co Varianten. Wenn alle diese bis 
auf constante Factoren identisch sein sollen, so dass eine typische 
Darstellung mittelst linearer Covarianten nicht mehr möglich wird, 
so müssen die sammtlichen Unterdeterminanten des Ausdrucks 2Q- 
[§61. (12)] verschwinden; denn dieselben geben nach den Gleichungen 
(19), (22) desselben Paragraphen die aus den Goefficienten der Aus- 
drücke jp, % und der linearen Formen 

(A ä) A,, (9 ä) e^, ( V ä) Vor 

(Ai))A„ (ejp)e,, (Vi))v, 

zusammengesetzten Determinanten. Es ist leicht zu zeigen, dass daua 
überhaupt die acht linearen Govarianten sich höchstens noch um con- 
stante Factoren unterscheiden können. 
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Erstlich verschwindet dann auch Q, also (pjr). Verschwinden beide 
Covarianten p, x identisch, so verschwinden auch alle anderen sechs 
liuearen Covarianten [vgl § 61. (lO)J. Verschwindet nur eine, etwa jp, 
so bleiben die Covarianten 

n, (jrA)A,, (äV)V,, (7rA)(AV)V,. 

Aber weil (xAy==0, (äV)* = 0, so sind die Ausdrücke (sr A) A, und 
(arV)Vx entweder Null, und also auch (äA) (AV) Vx = 0, oder sie 
siud von n nur um einen constanten Factor verschieden, also etwa 

(äA) Ax — WÄ, 
daher auch 

(ä A) (AVJ Var = mfÄV) V,, 

also auch diese Covuriaute nur um einen constanten Factor von ä 
unterschieden. Verschwindet auch p nicht identisch, so reduciren 
sich ebenso die Covarianten 

(l,A)A„ (pV)V., (pV)(VA)A, 

auf p. In allen Fällen giebt es also nicht zwei lineare Covarianten, 
welche sich um mehr als einen constanten Factor unterscheiden. 

Untersuchen wir nun den Inhalt der in dem Verschwinden der 
Uiiterdeterminanten von 2 Q^ enthaltenen Bedingungen genauer. Wir 
unterscheiden drei Fälle. 

1. Die Discriminante einer der beiden Formen f und q> sei von 
Null verschieden. Man kann dann setzen: 

f= x^ + Xtf ^=^ax^ + ^hx^ x^ + *dcx^ x^ + dx^y 
also 

A = 2 Xj a:^, 9 = c a;^* + (a + d) x^x^'\'h x^^ 

V = 2 !(ac - V) x^^'\'{ad-hc)x^x^ + (bd'-(?) a:^I% 

|) = — 2(6a:i + cxJ. 

Daher verwandelt sich die Gleichung (Ap)* = in &6* = 0; und 
wenn also etwa t = ist, geht Q = in c* = über. Man findet also 

(p = ax^'\-d x/. 

Da zugleich Q^x^ — x^^ so ist g? eine lineare Combination von 
/* und Q, Daher kann in diesem Falle eine lineare Covariante, welche 
zugleich eine solche für f allein sein müsste, nicht existiren. 

2. Die Discriminanten beider Formen verschwinden, aber we- 
nigstens eine der Formen ist kein Cubus. Man kann setzen: 

fz=z Zx^x^y 9 = a a?i* + 3 6 Xj^ a?2 + 3 c x^ x^ + dx^^, 

also 

A = — 2 x^^, Q = — 2bx^^ — cx^x^ + dx^^ 
V = 12 {ac- ¥) x^^ + (ad-hc)x^x^+ [hd-(?) x/l 

p = — 2{cx^'\-dx,^. 
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Die Gleichung (Apy = reilucirt sich auf d = 0, und sodann 
Q = auf c = 0. Daher ist wieder p = 0, und qp hat die Form 

(p = axi^ + 3hxi^ x^ 

Da diesmal Q = 2xj^, so ist wieder qp eine lineare Gombination von 
/■ und Q] wie oben. 

3. Beide Formen sind Guben, Dann verschwinden A und V, also 
auch p und 7t und alle anderen linearen Co Varianten. 
Man kann also folgenden Satz aussprechen: 

Die typische Darstellung zweier cubischen For- 
men /, (p mittelst linearer Covarianten ist nur un- 
möglich; sobald die ersten beiden linearen Co- 
varianten p, X identisch verschwinden; und zwar 
geschieht dies in folgenden beiden Fällen: 

1. Wenn eine der Formen eine lineare Gombi- 
nation der andern und ihrer cubischen Covariante 
ist.* 

2. Wenn beide Formen Guben sind. 

Abgesehen von diesen Fällen führt also bei 
zwei Paaren von cubischen Formen f, (p und f, fp 
die Gleichheit der absoluten Invarianten die Mög- 
lichkeit mit sich; die Formenpaare linear in einan- 
der zu transformiren. 

Von besonderm Interesse ist hier offenbar die Darstellung der 
typischen Form durch p und tt; diese allein werde ich untersuchen. 
Da (2)») = — 2Q, so hat man die Formeln: 

^^ -8Q^9==;aÄ)3./_3(aÄ)2(«jj).jp23r+3(ß7r)(ai))«.i)Ä2-(ap)5.3r5, 

und es bleiben also zum Zwecke der typischen Darstellung die acht 
Goefficienten rechts zu untersuchen. Aber es ist leicht zu zeigen, 
dass die acht Goefficienten dieser Formen sich auf eine viel geringere 
Zahl reduciren. Es ist nämlich mit Benutzung der Formeln § 61.(5): 

ian) a,2 + {ap) «,» = 2 {Qaf {aa) aj + 2 {Qa^ {ad) a/ 

= 2(aa) \{Qaya:,^-{QayaJ\ ^2(jiayQ^\{Qd)a;,+{Qa)a,\ 

Aus der Gleichung 

(a ä) a/ + {ap) aj = 
folgt aber sofort: 



♦ Geometrisch: Die Punktgruppen beider Formen sind zu dem 
Beiben Punktepaar cyclisch-projectivisch. 
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ian)(apy+ -(«|))3=0 
(any (ajp) + (a^) (apy = 
(axy +laxy{ap)=0. 

Man kfuin also setzen: 

(2) (a 7t) {apf = - (« ny {ap) = (7, 

. - {apy = (a») {apy = D, - (ajp)« = JS, 

und die Gleichungen (1) verwandeln sich in die folgenden: 

Man kann daher den Satz aussprechen: 

Die beiden Ausdrücke — 80'/* und —8Q^ 7) stellen 
sich dar als die durch 4 dividirten nach p und n 
genommenen. Differentialquotienten der biquadra- 
tischen Form: 

(4) F=~8Q8(/'ä + 9|)) = ^P*+4JBjp»ä + 6(7jp«ä2 

+ ADp7c' + Ew^. — 

Man kann beweisen , dass hierin die einzige Lösung der folgen- 
den Aufgabe enthalten ist: 

Man soll; wenn zwei cubische Formen /*, 9 ge- 
geben sind, zwei lineare Functionen £ und 17 so 
" finden, dass, wenn man sie als Variable einführt, 
tp und f die Differentialquotienten einer Form F 
nach i und 1} werden. 

Ist nämlich 

6 = 61 a?! + gj x^ 

so hat man nach den Bedingungen der Aufgabe: 

dF ^ dF ^ ^^ t i /- 

daher, indem man die erste Gleichung nach x^, die zweite nach x^ 
differenzirt und die Differenz bildet: 

oder wenn man die Symbole von /"und 9 einführt: 
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Schiebt man diese Gleichung zweimal über A, 9, V, so hat man 
mit Rücksicht auf § 61. (5): 

Aus der ersten und der letzten dieser Gleichungen folgt: 

wo die Q, ö Coustante sind; die mittlere Gleichung aber giebt dann 

so dass in der That | und i] sich nur durch einen gemeinsaiueu 
Factor noch von f) und tc unterscheiden können. 

Durch den vorliegenden Satz ist eine merkwürdige Beziehung 
zwischen der Theorie zweier simultanen Formen dritter Ordnung, 
und zwischen der Conibination einer gewissen Form vierten Grades 
(^F) mit zwei linearen Formen (jt, p) begründet. Man kann nicht 
sagen, dass die Theorie der simultanen cubischen Formen, welche nur 
acht Coefficienten enthalten, mit der einer biquadratischen in Ver- 
bindung mit zwei linearen Formen (sie enthalten zusammen neun 
Coefficienten) identisch sei; aber die Verwandtschaft beider Theorien 
ist so gross, wie sie, ohne in Identität überzugehen, werden kann; 
es ist nämlich in der That zwischen den Coefficienten von F, p, tc 
nur eine einzige Relation vorhanden, welche sich dahin ausdruckt, 
wie man sehen wird , dass jp bis auf einen Zahlenfactor einer Potenz 
von (pjc) gleich wird; was denn in der That hinreicht, um die Coef- 
ficienten von F, p, n auf acht von einander unabhängige zu be- 
schränken. 

Ich werde im folgenden Paragraphen zunächst die Aufgabe lösen, 
die Coefficienten von F durch die einfachsten simultanen Invarianten 
von /' und <p darzustellen ; dann aber in dem darauf folgenden Para- 
graphen auf den Zusammenhang der Theorie von f, 9? mit der Theorie 
der biquadratischen Form F genauer eingehen. 



§ 99. Darstellung der Coefficienten von F darch die einfachsten simiiltaBeii 

Invarianten von f und q>* 

Um die Coefficienten Ä, J3, C, D, E durch die einfachsten 
simultanen Invarianten von f und 9 auszudrücken, betrachte ich zu- 
nähst die vier Ausdrücke: 
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von deren beiden mittleren schon oben gezeigt wurde, dass sie ent- 
gegengesetzt gleich sind. Setzt man fQr die Jt, p entsprechende 
Werthe aus § 61. (5) ein, so erhalten wir 

C««)a,* = -2(«/J)(e/J)*«,« = -fo/3) 1(0/3)« a,»-(0«)«/J,«| 

= -(a/s)«exi(e/j)o,+(0«)/3,i=-2(ev)e,v, 

(o «) aj = (a 6) ( V hy aj = ^ (« 6) | ( V 6)* o,« - (V a)* bj | 
= i(o6)*V,|(V5)a, + (Vo) 6J =(VA)v,A, 

(«ij) a,« = {aß) {A/3)« «,* = ^ (a/S) l(A^)« a,« - (Aa)* ^,*l 
= i (a/3)* A, J(A/S) «, + (A«) /3,l = (A V) V, A, 

(ap) o,« = - 2 (ab) (0«)* «»,* -- - (ab) |(06)» a^« - (0a)« i,«) 
= - (o&)* 0, ((0ft) rtx + (0o) 6,1 = - 2(0A) 0x A,. 

War also oben 

SO hat man nunmehr auch die zweiten DifiFercntialquotienten von F 
durch (yovarianten ausgedrückt; es ist nämlich nach diesen Gleich- 
ungen : 

4 Q* . (V 6) V, G, = i [(««)»!)• - 2 (««)« (ap)pjt + (««) (^apy tc^] 

4 Q« . (VA) V, A, = l(a3r)3|)2 - 2 (ajr)« C«^1))i)ä + {an) {apY ««] 
, = - [(«i>) (« 3t)* JP* - 2 {apy (jtn]pn + {apf ««] 

"^^dpdn 
4 Q2 . (0 A) G,V:»= - i [(aj)) (a^)«!)« - 2 (a|))« (aÄ)|?Ä + (aj))» n^] 

d^F 



= Ä 



ajr 



«• 



Nun waren aber in § 61. bereits A, 6^ V durch p und n^ also 
gerade wie es hier verlangt wird, ausgedrückt; es war dort [§ 61. (20)] 
gefunden : 



(2) 



2 Q* A = -^ p« - ü«ii)« + I/j, jr« 

4Q«0 = -jcr,,i,»-(2I7., + ^)p« + I/^«'j 

2 Q« V = £r„p«_ U,,pic + ^ JT» • 



Es kommt also nur noch darauf an, die Functionaldeterminanten 
(1) der drei quadratischen Formen A, 0, V durch diese selbst aus- 
zudrücken. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung (4) des § 58. 
Indem wir diese Formel auf unsere Formen anwenden, erhalten wir: 
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2 Q . (V0) V^ 0, = - 1 17,1 ^ + tT^,, e + t^j»V| 
(3) 2Q.(VA)V,A,= U,,A+U^Q+U^^ 

2 Q . (6 A) e, A, = - 1 1/,, A + üs, + IT^Vj. 

Daher ergiebt sich weiter, indem man die Ansdrficke von A, 6, 
V ans (2) in diese Gleichungen einfährt: 

- 8 Q' (V 0) V, 0, = (^»2^ - U,,' + 2 U,, tr„j p» 

- 8 Q3 (VA) V. A, = (^1^ - 2 U,, 0„W 
-8ß«(0A)0, A,=^-(^i^-ü,, U„ + 2 ü,, U„)p> 

Da diese Ausdrücke gleich ^ 

^Q_d^ Q d^F %d^F 

""12 dp^' 6 dpdn' 12 dTt' 

sein sollen^ so mass der mittlere Coefficient der zweiten Reihe, durch 
4 dividirt; dem letzten CoefBcienten der ersten und dem ersten der 
letzten gleich sein. Es ist leicht^ dies zu sehen. Die zu beweisende 
Gleichung ist 

TT TT TT ^ TT TT 

TT TT ^13 ^22 I ^n *^8g ^is A, 9 TT TT TT TT 

oder 

Nun finden, da die U die Unterdeterminanten von 2Q' sind, die 
GleidioDgen statt: 

Un t^M -U„' = 2Q^R U,, fT,, - ?7„ 17^ = 20» I 

Uli U„ -Ü^*=2Q*P ü,, U^ - U^ ?7„ = 2 Q» Ä 
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Daher folgt aus den beiden Gleichungen der zweiten Beibe: 

I'>.l\t-U,^-U„U,, + U.^U,r---Q*J'=^-(^U,,-^y [§61. (23)], 

also 

TT IT TT * 

TT TT TT TT i_ *- s» ^31 i ^22 a 

was durch Multiplication mit 2 in die zu beweisen^ Gleichung 
übergeht. 

Man kann die fünf Coefficienten, Welche in (4) vorkommen, nun 
mit Hilfe der Gleichungen (5) und der Gleichung 

u, 

4 



-Qj=^-rr„ 



in folgender Weise schreiben: 

-^^- r/V+2r/„ f''.3=(r/n u^-u,^)+u,,(2U,,- ^) 

= 2Q«P + 2QJtr„ 

= 2 ( f7„ IT., - U,, U,,^ - ü,, (2 J7.,-^) 



?7„ 


f7^ 


■2?7..ü^ 




u,. 


f^«- 


''l3 '^:fi 

2 


8 


2 


■ 2£r„p^„ 





= 4Q«Z-2QJir„ 



= ( TJ,, u^ - u^ ih,) + r/« (% - %) 



= 2Q»T+Q>^ 

=:2(tr,,Er„-tr„t7„)-£7„(2i;„-^) 
= 4ßäS-2QJf/,3 

= 2Q»R + 2QJU33. 

Indem man also die Gleichungen (4) durch 2Q diridirt, stellen 
sich dieselben in folgender Form dar: 

-4Q».(Ve)Vxe,= Q{Pp* + 2Zp« + 2'jr«) 
-4Q«.(VA)V,A.,=2Q|Ip« + 2Tpjt + S««} 

-4Q*.(0A)0,A,= Q\Tp* + 2Spa + Bn:*\ 

+ j-j^p«_i7„p«+£r„««j. 
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Da (He Ausdrücke links nach (1) gleich 

waren, so erhlllt man, indem man die obigen Gleichungen mit 2p^j 
2 p 7t, 2n^ multiplicirt und addirt: 

(7) F=-2Qi\Pp^ + A'Lp^n + 6Tp^n^ + ASp7t'' + R7i^\ 

-2J\U,,p'-2U,,p'7t + iU,,p'7c'^2U,,p7t^+lL^,7t*l* 

Die Gleichungen: 

cF ? F 

* C7C ^ * dp 

geben also folgende typischen Darstellungen von f und 9? : 

8Q?'f=2Q\Zp^ + 3Tp^jt + 3Spjt^ + Rn^\ 

,ov -J\ ü,,p'^iü,,p^7t + 3ü,,pn^^2U^n'\ 

^^ 8Q^(p='^2Q\Pp^ + SZp^7i: + 3Tpn^ + Sjt^ 

+J\2U,,p^-3U,,p'7t + ^U^pn^-^ ü^n'l 

Die Vergleichung des Ausdrucks (7) mit den Gleichungen (2), (4) 
des vorigen Paragraphen führt aber zu den folgenden Ausdrucken 
verwickelterer Invarianten : 

B=^-{any((xp)r={a7if --2QZ+ JU,^ 

(9) C = {an){apY^^{any{ap)=--^2QT^ J^ 

D=:-{apf =(ajr)(ap)« =-2QS+ JU^^ 
E= -{apY =-2QJB-2J?7s3. 



§ 100. Die aus F entsteheiideii Formen. Ausnalimefall A = 0. 

Ich werde nun die hauptsächlichsten aus der biquadratischen Form 
1^ /hervorgehenden Bildungen angeben, indem ich dabei p und « als 
die Veränderlichen behandle. Die Coefficienten der so entstehenden 
Formen sind ganze Functionen der A, B, C, D, E, und ihre Kenntniss 
führt zur Losung der Aufgabe, alle simultanen Invarianten von /*iui^I 



* Bemerkt man, dass die Discriminante der Form x/'+ Itp nach den Bildnngen 
des § 61. die Gestalt hat: 

so kann man F dadurch definiren, dass es aus der Form 

hervorgeht, indem man darin x durch ir, X durch |} ersetzt 
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(p durch die Coefficienten der typischen Darstellang so auszudrücken; 
dass nur noch Potenzen von Q die Nenner bilden, wie die allgemeine 
Theorie es vorschreibt. 

Wenn man die linken Theile je zweier der aus den Gleichungen 
(6) des vorigen Paragraphen folgenden Gleichungen: 

8 Q* (VG) Vx G, = Äp^ + 2Bp7C + Cn^ 
8 Q« (VA) V,A;r = 2 {Bf + 2Cpn +D7t^) 
8 Q« (G A) G, A, = Cp^ + 2Dp7t + JSä« 

einmal fiber einander schiebt, so entstehen nach der Gleichung (14) 
des § 58. folgende Formen : 

aus (VA) Vx A, und (G A) G, A, . . . - ^ Q A 
aus (V G) V, G, und (G A) G, A, . . . - ^ Q G 
aus (V G) Vx G, und (V A) V, A, . . . - 4 Q V. 

Schiebt man auch die rechten Theile übereinander, so kann man 
dabei p, n slU die Veränderlichen behandeln, muss aber dann mit 
(pn) = '-2Q multipliciren. Lusst man diesen Factor beiderseits aus, 
so erhalt man also: 

16Q^A==2\(Bp + Cn)(Dp+Ex)-(Cp+D7C^\ 

16 Q* G = lAp + Bn) (Dp+jEsr) - {Bp+Cjc) (Cp+Dn) 

16 Q* V = 2 { (Ap+Bjt) (Cp+Dn) - (Bp+Cn)^ }. 

Setzen wir nun links für A, G, y aus § 61. (20) ihre Ausdrücke 
in p^ 7t ein, so kommt: 

={BD-C')i>'+(BE-CD)pjt + {CE-B')x* 

. ={AI)-BG)p^ + iAE-C*)p3t + (BE-CI))n* 
4Q*(^U,y-ü,,pn+^n*) 

= {AC-B^p^ + {AD-BC)pn+(BD-C')}i*, 

and daber durch Vergleichung der Coefficienten: 

^(7-B« = -4Q«0,i BE-CD = -4Q*U^ 
(1) BB-C* = - Q^U„ AE-C^ = 2Q*(AUi3+U„) 
CE-D*=-4Q*U^ AD-BC = -AQ*Ua. 

Diese Formen gestatten es nun, die aus F gebildeten Formen 
Hf und ip darzustellen, bei deren Bildung wir immer p und jc als 
die Vei^derlichen betrachten wollen. Es ist 

Gl.btoh, ThM»ri6 d.r biuixeu «Igebr. Formen, ^0 
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Hf=2 



Alf- + 2 Bp a + Cx'- Bp- -\'2Cpn + I)^' 
Bp^- + 2Cp« + I)n^ Cp'- + 2Dp7t + En^ 

+2{BE-CD)pji^ + {CE-n^)a*\; 
also vveun man die Formeln (l) benutzt: 

(2) IIp = SQ-^ I UiiP*-2 U^ippTT + (2 f7,s+ U^i)p* 3t* - 2 U,^p at' 

Ebenso wird, mit Benutzung der Gleichungen (1): 

?V= 2 {AE-ABD + 3a^)=-4: Q^U^-4 tTJ, 
also 

(3) »V=16QV. 

Endlich hat man aus der vierten Ueberschiebung von F mit Hp: 

jf = - 8 QM ^33^1+2 U,,B+(2 ü,,+ U^)C+2 U^, D+V,,E\, 

oder wenn man aus den Formeln (9) des vorigen Paragraphen die 
Werthe der A, li etc. einführt: 

jV=- - 16 Q» 1 1/33 P 4 2 f;„ I + (2 ir,3+ U^)T+2 U,, S + J7„ R\ 
-IGQ^ jhu,,U^- 2 Ü^U,,+ %^ + ^j . 

Da nun zwischen den Uik die oben abgeleitete Identität: 

U TT TT ^ 

TT TT TT TT -L ^13 ^22 _i ^22 __ (\ 

^Ml *^33 ■" *^23 V.«l ' 2 16' ~~ 

besteht, so kann man an Stelle der letzten Klammer setzen: . 

2 "^ 8 ~ 2 ' 

und die Gleichung für jp geht in die Form über :' 

(4)jf-^^16Q'UU,,R+TI,,S+ü,,T) + ^^^^^^^ 

Ich komme nun ^uf die im Eingange dieses Paragraphen erwähnte 
Frage. Die typische Form § 98. (3) lehrt, dass alle aus fnnd q> gebil- 
deten Invarianten rationale Functionen von Äy li, Cy Dy E sind, welche 
Potenzen von Q im Nenner entlialten. Die Gleichungen (1) lassen 
zunächst die C/,a so ausdrücken; die Gleichung (3) giebt J in der- 
selben Form, und endlich erhält man sodann aus den Gleichungen 
(5) des vorigen Paragraphen zwölf Ausdrücke gleichen Charakters 
für JB, S, T, Z, P. Hiermit sind in der That alle fundamentalen 
Invarianten in der verlangten Weise ausgedrückt. Zwischen den sechs 
Invarianten Aj B, G, D, E^ Q kann nur eine Relation bestehen; 
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4on 



diese wird durch die fileiolmng (4) f^epoben. Diese Relation ist 
OS zugleich, welche am Ende von § 98. erwähnt wurde und welche 
(h'e einzige zwischen den Coefficienten von -F, jp, sr bestehende Be- 
ziehung ist. 

Geben so die Darstellungen (3), (4) die Resultate, welche erfor- 
derlich sind, um durch die typischen Coefficienten sammtlich Invarian- 
ten ausdrücken zu können, so liefert die Darstellung (2) der biqua- 
(Iratischen Covariante von F in anderer Weise bemerkenswerthe Er- 
gebnisse. Da 

rF ?F 

-8QY=H-, -8Q«(p = iV^, 

so findet man die Functionaldeterminante von f und qp 
mit Hilfe der Function F dargestellt durch die Formel: 



(UQ«>&- 



1 

12 



iV 



r r 



F 



d ?F 



iVi 



d dF 



■^z 



d cF 



=■• i^P) . 



f Xi cp *' dx^ dp 

c^F ^ d^F 

(jt^ ^^önd'p 

^ d^F_ , d^F 

'^'^d'pdx ^^ dp' 



1 



-^He, 



also 
(5) ' UQ^^^Hrj 

oder auch, wenn man für Hf den Ausdruck (2) einführt: 

(G) 8Q3^= ü,y^2 1\, p^n + (2 ü,,+ U^)p'x''-2 U,,pn^+ U^jt^. 

Man kann nun die Resultante von f und g? in doppelter Weise 
bilden. Einmal geht sie, da f und (p sich von den Differentialquotienten 
von F nur um Potenzen von Q unterscheiden, in die Discriminante 
von f über, welche nur noch eine Potenz von Q als überflüssigen Factor 
enthalten kann. Diese Discriminante ist nach (3), (4): 

V -ii^F^ 96 . 9G . Q»« - 16^16 .16 ^^j^^ 

oder bis auf einen Zahlenfactor und eine Potenz von Q: 

27Q-2e73. 

Eben dieses erhalt man auf andere Weise mit Hilfe des in § 28. 
(7) entwickelten Resultates. Nach diesem war diese Resultante gleich 

26* 
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Bezeichnen wir nun durch jn und in die Invarianten von -ff/, so 
gebildet, dass man dabei j) und n als die ursprünglichen Veränderlichen 

ansieht, so hat man nach (5): 

. (2Q)« . 

'^^~ (64 Qö)»*-^" 

• _ (2Q)^ • • 

^^~" (64 Qö)«**^' 
Aber nach der Theorie der bi quadratischen Formen ist 

daher nach (3), (4): 

_ (2Q)« i (96)^Q"' (16)»Q« /» Jon . t, 

. _ {2ÜY (16)»g«J-» _ 

**~(64Q»)ä' G — t«* » 

und die gesuchte Resultante: 

i» - i ^i* = - i Q + iSr «'^» = - TfV (27ß-2 J-»), 

was von dem vorigen Resultate nur um einen Zahlenfactor verschie- 
den ist. — 

Nachdem die typische Darstellung für den Fall, wo Q von Null 
verschieden, behandelt worden, bleibt nun noch übrig, den Fall zu 
untersuchen, wo Q=0. Da wir aber nur solche Fälle untersuchen, 
in denen noch zwei wesentlich verschiedene lineare Covarianten existiren, 
so können wir immer annehmen, dass TJ^ oder (A^?)* von Null ver- 
schieden sei; denn indem wir oben zugleich Q = 0, (Ap)* = sein 
Hessen, erhielten wir das Resultat, dass alle linearen Covarianten 
identisch verschwanden. Ist Q = und U^ von NuU verschieden, so 
kann man in Folge der Gleichungen (5) des vorigen Paragraphen drei 
Grössen Ai, {, m so finden, dass 

wobei wenigstens m von Null verschieden ist. Die Gleichung 

4 

triebt aber dann 

^ P = 4Tcm, 

und man kann also ferner zwei Grössen fi und v so finden, dass 

also wenigstens ^ von Null verschieden ist. Alsdann wird 

Un = v*, U^, = 2iiv^, U„ = 4ii^v^, U,, = ti'v*, U,,= 2ii^v, U„=(i\ 

In Folge dessen erhält man aus den Formeln (2), (3) der vorigen 
Paragraphen : 

Vp — flTC =0 

i/2A + 2v^0 + fi2V = O. 



-QJ^^-^U,, 
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Die erste dieser Gleichungen zeigt ^ dass p und n in der That 
his auf Factoren ^y v identisch werden. Die zweite lehrt , dass die 
quadratische Covariante der Form vf-i-^ifp verschwindet; dass also 
die Combination vf+ii(p ein vollständiger Cubus sein muss. 
« Man kann umgekehrt zeigen, dass^ wenn dieses eintritt, auch 
iomier Q verschwindet, und hat damit den folgenden die Invariante 
Q charakterisirenden Satz: 

Das Verschwinden der Function Q ist die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
eine Combination der Formen f und q) ein vollstän- 
diger Cubus werde. 

Existirt nämlich eine solche Combination vf-^- ^(p^ so ist die für 
sie gebildete Form A, also i/^A + 2fii/9 4-fi*V, gleich Null; setzt 
man aber die drei Coefficienten dieses Ausdrucks gleich Null, so hat 
man drei in v^, 2vfi, ^* lineare Gleichungen, deren Coefficienten die 
Coefficienten von A, 0, V sind; da nun ft und v nicht zugleich Null 
sein können, so muss die Determinante dieser Coefficienten, also Q, 
verschwinden. 

I 101« Die TransformatloB dritter Ordnangr der elliptischen Integrale.* 

Im vorigen Paragraphen wurde bewiesen, dass wir zwei simultane 
cubische Formen immer nach passend gewählter linearer Transformation 
der Veränderlichen durch die beiden Differentialquotienten einer bi- 
quadratischen Form darstellen können. Ich werde diesen Satz auf 
die Aufgabe anwenden, welche das Problem der Transformation dritter 
Ordnung in der Theorie der elliptischen Functionen umfasst: 

Ein elliptisches Integral erster Gattung 

71' ' 

WO X eine biquadratische Function von x ist, soll 
durch eine Substitution der Form 

in die Form 



(3) 



/ 'de 



gebracht werden, wo Z eine biquadratische Fun- 
ction von B. 



* Vgl. Cayley, Phil. Mag. 4. Ser. vol. 15 S. 363; Hermite, Borchardt'a 
Journal, Bd. 60, S. 304. 
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Führt mau homogene VerlUiderliclie ein: 

SO kann man die Substitutioiisgleicliuug (2) dadurch ersetzeu, da^s 
mau x^ uud x.^ proportional mit zwei ganzen cubischeu Functioneft 
vou s^^ z., setzt; und nach dem oben angcfülirteu Satze kann inau 
diesen Functionen, indem man statt z lineare Functionen vou z 
(welche wieder ebenso bezeichnet werden mögen) einführt, die Gestalt 
geben, dass die erste der Diflerentialquotient einer biquadratischeu 
Form 9? nach z.^^ die andere der negativ genommene von 9? nach z^ 
ist. Man kann der Substitutionsgleichung also die Form geben: 

(4) x^ 9' (^ J + x^ 9' (5j = 0. 

Indem wir statt der z lineare Functionen derselben setzen, ändert 
die Form des Integral (3) sich nicht; man kann also noch immer tiie 
Gleichheit der Integrale (1), (3) durch die Gleichheit der Dillcreutiale 

dx dz 
oder 

ausdrücken. Setzen wir nun nach (4), indem wir auch die absoIut«u 
Werthe der x fixireu: 

so haben wir 

dz^- ^ (Z^dz^ * ( z^^ ^ öz^fZ^ - 

= \ Hq>. {z^dz^-z.dz^), 

und die Differentialgleichung (5) verwandelt sich in die folgende 
endliche Gleichung: 

(6) iHg,KF {g, ,g,) = f [i q>' {z,) ,-\,p' (^,)]. 

Man beweist nun zunächst leicht, dass in Folge dieser Glei- 
chung (p eine lineare Combination von f und H^ sein niuss. 
Dann sei (xt) irgend ein linearer Factor von /*; ihm entspricht auf 
der rechten Seite von (6) der Factor 

(7) i[h9>'(ßi) + ^,9Ml 



x^dx^ «^1 dx^ — ;J-§ 
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Die linke Seite vou (6) ist aus vier solcheu cubiaclien Factoren 
zusamniengeaetzt, welche sicli durcli <lie VVertlie der t unterscheiden. 
Aber liuks treten vier lineare Dop[ielt'Hütorun auf, die von Hip. Solche 
massen sich also auch rechts tindeii. Aber awei der Factoren (7) 
köuneu keinen linearen Factor gemein haben, sonst luüssten auch 
ip'[^,), 9>' (üj) einen solchen gemein haben, und die Substitution würe 
nicht mehr von der dritten Ordnung, Also niuss jeder Factor (7) 
selbst einen linearen Dojjpell'actor eiitbiilten oder es mann die Discri- 
minantti jedes der vier Factoren (7) versciiwindcn. Diese ist in § G7., 
Anmerkung, gebildet und nimmt diu Form an: 

ein Ausdruck vierter Ordnung in den (. Da derselbe für alle Werthe- 
l>aare der t verochwinden soll, für welche f verschwindet, so kann 
er von / nur noch um eine Cuustoiitc verschieden »ein, und man luuss 
also bubeu: 

itJv'p- ^'v•^<l' = <^^f■ 
D^l übrigens die absoluten Werthe der Coel'ticienten von <p oH'enbar 
gifichgiltig sind, so kann mau c — l aet/.en, und hat daher: 

{^) /'= Uv-fp— i 'V ■ ^v- 

Eh ist also f ei.c lineare Combination von tp und H^,, daher 
auch Mf, Und zwar bat man mit Benutzung der Gleichungen des § 41., 
indem man dort 

setzt : 

Aus beiden Gleichungen zusammen findet man durch Elimination 
von llq, die Form <p als lineare Fnuction von /' und //,-, wie oben 
angegeben wurde. 

Sehen wir zunäclitit, was aus der Gleichung (6) wird. Setzen wir 
der Kürze wegen 

und führen wir auf der rechten Seite von (ti) für /" den AusdruL-k (.Sj 
ein; setzen wir endlich symbolisch 

HO geht (6) in die Form aber: 

(10) -5 if,^ . F^ i jv ■ («g)' - i 'V ■ i^ny. 

Es ist leicht, sich zu überzeugen, dass diese Gleichung wirUinh 
durch Hip^ theilbor wird und also unmittelbar den Ausdruck von F 
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giebt. Hierzu ist es nur nöthig, die Ausdrücke (a 6)*, (-ETI)* zu bilden. 
Nun ist nach § 86.: 

(11) 9>'.(p(j/) = g^ + 3fi9gV + 479^12' + (itV.9'-*^<P*h'' 

wo ij = (;2rt/). Setzt man in dieser Gleichung ^^ = 5^, y^"= — J^, so 
wird 7j = — q> und man erhält nach Division mit q)^: 

(12) (a|)* = (iiv.9.*-f^<p').9>- 
DiflFerenzirt man aber (11) nach y^, y^, multiplicirt mit 

addirt und setzt endlich t/i==62> |/2 = "~Si* ^^ kommt 

(a|)» (ag) = - r, . (15) - (J V •«'''-lÄp*) (rit) 

= - r,p» + (itv . 9* - i ffv*) -öv, 

oder wenn man den Werth von T<p^ aas § 42. einfuhrt: 

(13) (o D» (o g) = - i fi-,,» + i tV . Äp . 9» + i j, . 9)3. 

Inzwischen hat man, indem man den Process d auf (12) anwendet 
und die Formeln des § 41. berücksichtigt: 

imy + 4 (ag)» (ag) =J9 . q,^ + üp . 9* Ä».- 1 -öfl»', 

also wenn man den Werth von (o|)'(ag) aus (13) einträgt: 

(14) (fi'g)*=|jv.9»+iap». 

Endlich findet man durch Eintragung von (12), (14) aus (10): 
J Äp» F= y.p <p . (iiV. 9»- lÄp») - i iV . a Jv-V'+iHv'), 
oder indem man die Division mit H(p^ ausführt: 

(15) F=.^iJtp.(p-^ig>H9. 

Hierdurch ist alles auf die Bestimmung der Function <p zurück- 
geführt. Man kann diese so vornehmen^ dass man aus (8) die Aas- 
drücke für i und j bildet und so zwei Gleichungen erhält^ um upf jip 
auszudrücken; trägt man diese Werthe in (8), (9) ein, so kann man 
dann (p auf lineare Weise durch /, H darstellen. 

Besser ist folgender Weg. Setzen wir 

(16) q>=^xf+XH', 

mit Berücksichtigung der Formeln des § 41. geht dann (8) über in: 

Vergleicht man die Coefficienten von f und H beiderseits, so 
ergiebt sich: 

(1^^ aß 
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Die erste dieser Gleichungen dient nur dazu, die absoluten Werthe 
Ton X und X zu bestimmen ^ die zweite aber giebt eine biquadratisehe 
Gleichung fQr den Quotienten x : A. Führt man für i^i, j^^ ihre Werthe 

i,;^ = jx* + 2j*x A+g-A» 

eio; so wird die biquadratische Gleichung folgende: 
(18) = -3ix^-4jxU + /=*x^A« + 2tjxA3 + (^' + ^)^^ 

Die erste Invariante dieser Gleichung verschwindet ^ so dass die 
cubische Resolvente derselben eine reine cubische Gleichung wird. 

Das Resultat der Untersuchung lässt sich in folgendem Satze 
aussprechen, wobei alles so eingerichtet ist; dass nur das Verhält- 
X . 

niss j auftritt, dass also die erste Gleichung (17) nicht gebraucht wird: 

Setzt man 

^.= i [" /' (^,) + A IT' (^,)] 

und genügt der Quotient y der Gleichung 

was auf vier Arten geschehen kann, so ist 

/x^dXf—Xfdx, r z^dz ^ — z, dz^ 

wo 



Neunter Abschnitt. 

Typische Darstellung der Formen gerader Ordnung 
mittelst quadratischer Covarianten. 



8 102« Beweis 9 dass Im Allgemeinen jede Form gerader Ordnung' iwei 
quadratische Covarianten beHiUi, welclie keinen linearen Factor 

gemein liabeu. 

Formell gerader Ordnung führen nur auf Covarianten gerader 
Ordnung; es kann daher bei Formen gerader Ordnung von einer 
typischen Darstellung durch lineare Covarianten keine Bede sein. 

Aber man kann an Stelle derselben eine andere Art typischer 
Darstellung entwickeln, indem man auch diesmal auf die Covarianteii 
niedrigster Ordnung zurückgeht, welche Formen gerader Ordnung 
besitzen, auf quadratische. 

Es ist zunächst zu zeigen, dass solche für Formen gerader Ord- 
nung, deren Ordnung die vierte übersteigt, wirklich existiren, und 
zwar soll zugleich gezeigt werden, dass im Allgemeinen immer 
zwei quadratische Covarianten existiren, welche keinen 
linearen Factor gemein haben, deren Resultante also von 
Null verschieden ist. Ich verfahre dabei ähnlich wie bei dem 
Nachweise der Existenz linearer Covarianten bei den Formen ungerader 
Ordnung. 

Gehen wir von der speciellen Form 

aus, in welcher A den Binomialcoefficienten 

_ 2h.2 h -l ...fe + 1 
1.2 ... h 

bedeutet. Es sind also nur die beiden ersten, die beiden letzten und 
der mittlere Term beibehalten; über die Constaute c soll noch ihrer 
Zeit in geeigneter Weise verfugt werden. Wir bilden nun die Co- 
Variante vierter Ordnung K, deren Symbol 



i 
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iit, und zwar bilden wir sie nach § 30. aus den durch 2A . 2A — 1 ... 3 
dividirten (2A — 2)*«° Diflerentiahiuotienten von /*, welche folgende 
sind (die nicht ausgeschriebenen sind Null)*: 

Es ist daher 

A'= 2 [-{x^ + '2xy) (f- + 2xy) + (2h - 2) x^tf + (-1)* Qc'x'f 

+ (-!/-'<». 2 c^xV], 
wo 

_2A-2.2/«-S...Ä+J 2h-2. 2h-n...h 

*•" 1.2...A-2' ' *~ 1.2:../t"-l 

Du hieruacli 

2Ä-2.2Ä-3...A + 1 Ä + 1 

(1) 2a-Q= — j^- .^^-_^ j-^, 

jio kann mau c so bestimmen, dass in K der Coefficient von x^y^ 
vtTjich windet: 

(2) --= i-iy-' . (2a - q) c" + 2A -7, 

uud es bleibt dann: 

K^--A{x^y + xf). 

Gehen wir von K als Grundform aus uud bilden die dazu gehörige 
Uesse'sche Form, so erhalten wir 

U=--2{x^-y'f. 

Ich unterscheide jetzt zwei Fälle, je nachdem h=^2m oder 
h = 2m'{'\y also je n<ichdem die Ordnung n von /'gleich Am oder 
gleich 4m + 2 isi 

1) n = 4w. In diesem Falle ist, wie eine Abzahlung der sym- 
^»ülihchen Determinanteufactoren sofort lehrt, jede quadratische 
l'üvariante nothwendig eine Form ungeraden Charakters 

(vgl. § lÜ.). 

Wir erhalten nun eine nicht verschwindende quadratische Cova- 

riaute, wenn wir /* 4m — 1 mal über (—0) schieben. Die durch 

*i>H.4m — 1 . . . 2 dividirten (4m— 1)*®" Differentialquotienten von /* 

von/": x + y,x^ ..., cy^ ex, ..., — y, — (^ + y), 

^ö^ l-^ ' ^> A^. 1 ; •••/ «y, «^, ..., j- — 1, y; 



//vi» 

und I — ö ) sind 



4m-l' ^' 



* Der Fall n = 4, Ä = 2 wird von vornherein auB^eHchlossen ; für n = 6, Ä = :i 
^»edurf die folgende Rechnung noch einer kleinen leicht erkennbaren Modification. 
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wo in der obern Reihe die nicht ausgeschriebenen CoefBcieDt<?n 
sämmtlich verschwinden und a eine Zahl ist. Die gesuchte üeber- 
schiebung ist daher: 

L = {x+y) .y + x^ + if + x {x+y) = 2 {a?+xy+y^) ; 

die mit ac multiplicirten Terme heben sich auf. 

Die Form L ist eine nicht verschwindende quadratische Covariante 
von f. Schiebt man L zweimal über ÜT, so erhält man eine zweite: 

M= 2.-2xy + 2 (x^+y^) + 2.-2xy = 2 (x^+y« — 4xy). 

Diese Form verschwindet also ebenfalls nicht; auch verschwindet 
nicht die Resultante von L und 31, denn 31=0, L^=0 führen zu- 
sammen auf die unvertrllglichen Gleichungen ic2 + y- = 0, xy = 0. Für 
n = 4h ist also die Existenz quadratischer Covarianten ohne gemein- 
samen linearen Factor bewiesen. 

2) n = 4w+2. Hier bildet man eine erste quadratische Cova- 

riante, indem man |— '-^y 4m mal über /* schiebt. Die durch 

4m + 2 .4m + l ... 3 resp. 4m.4m — 1 • . . 1 

dividirten DifiPerentialquotienten von f und l— ö^I sind hier (in der 

ersten Reihe sind wieder die fehlenden Null): 

Yon f: x^+2xy, x^j ..., cy^,2cxy, cx^, ..., — y*, — 2a;y— y-, 

von |^--^j : 1,0, ..., 0, «, 0, ..., 0,1, 

wo a den mittelsten Coefficienten von (x^—y^y*^ dividirt durch den 
mittelsten Coefficienten des Binoms (p + q)*^ bedeutet: 

_^ ^ 2m .2m — 1 . . • m + 1 1.2. ..2m 

«-C-lr. 1.2... m 4m.4m-1...2m + l' 

Die gesuchte Ueberschiebung ist daher: 

L==ix^+2xy) + 2cxy.(--l)'n^I!Lil^^^^ 

^(x?-y^ + 2kxyj 
wenn Ä der Kürze wegen für 

(3) ]fe = c.(-l)-. ^"-^^-^-"'+^ 

gesetzt ist. 

Eine zweite quadratische Covariante entsteht durch die zweit« 
Ueberscliiebung von K mit L; es ergiebt sich dann 

3f=2^(a;^ + y2). 

Die Covarianten L, 3/L haben wiederum keinen linearen Factor 
gemein. Sollen nämlich gleichzeitig die Gleichungen bestehen 

a;> + y2 = 0, a;2_y8^2Ä;a?y = 0, 
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so folgt 
also 



x + ky = 0, hx — y = Oy 



t2 = -l, 
während sich aus (1), (2), (3) ergiebt: 
'2m.2f»-l ...w+lV 2 



Jk* 



=-(^ 



1 . 2 . . . m 



) 



1 .2...2m-2 



2m + 2 4m.4w — 1 ...2w+3 
.(4m -5). 

Die fragliche Eigenschaft ist also auch für Formen von der Ord- 
nung 4 m + 2 bewiesen. 

Man kann daher, sobald nur eine Form eines Systems gerader 
Ordnungen von höherer als der vierten Ordnung ist, im Allgemeinen 
voraussetzen, dass das System zwei quadratische Covarianten von 
nicht verschwinden^ler Resultante zulilsst. Dass aber eben dieses 
auch f&r eine Gombination von quadratischen und biquadratischen 
Formen gilt, ist leicht ersichtlich, sobald man nur den Versuch, der- 
artige quadratische Covarianten zu bilden, anstellt. 



f 108« Typische Barstellnng eines Systems Bfmaltaner Formen gerader 
Ordnung mit Hilfe quadratischer CoTarianten. 

Auf die Existenz quadratischer Covarianten kann man nun in 
folgender Weise eine typische Darstellung von Formen gerader Ord- 
nung gründen.* 

Es seien L = Uy M=ms^, N=ns^ irgend drei quadratische Co- 
varianten von Formen gerader Ordnung f, 9? . . . ; wir setzen nur vor- 
aus, dass zwischen L, M, N keine identische lineare Relation besteht. 

Dann ist immer die simultane Invariante: 



(1) 



j)= 



»1 •! *2' hi 



m 



2 



m^ m^ 



m« 



2 



n^' n^ n^ n< 



2 



-^n -^12 -^22 

Jkfn Jlf,2 M^ 
Nn N,, N^ 
=— (Im) (mn) (n l) 

von Null verschieden. Indem wir nun die Gleichungen 



(2) 



L =iii 3:^2 + 21,, x^x^ + L^^ a?g* 
Jif = Jfji Xi^ + 2 Jfig x^ x^ -f M^ x^ 
N = N^i Xi^ + 2N^^ x^x^ + N^ V 



als lineare Gleichungen nach x^^, 2it;ia;2, x^^ auf losen, erhalten wir 
diese Grössen als lineare Functionen von L, M^ N, deren gemein- 
samer Nenner D nicht verschwindet. Ein beliebiger quadratischer 
Ausdruck ax^ drückt sich ebenfalls durch L, Jf, N linear aus, indem 
man nur die gefundenen Ausdrücke von a;^*, 2XiX^f x^ in a,* ein- 



* Clebsch und Gordan, Annali di Mat., Ser. U., t 1. 
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trägt; und man findet den Ausdruck fflr fix^ am bequemsten, indem 
man den Gleichungen (2) die Gleichung 

(3) aj? = a^ x^ + 2 öj a^ x^ x^ + a^ x/ 

hinzufügt, und aus den Gleichungen (2), (3) x^^, 2x^x^j x^ elimi- 
nirt. Alsdann hat man: 



(4) = 



L ij» k h li 



2 



2 






= a:^ (Zw) (mn) (wZ) — L (am) {mn) {n<x) — MQa) {an) (nl) 

— N(l m) (tn a) (a l). 

Der Coefficient von aj ist —D] die andern Coefficienten erhalt 
man, indem man in den Functionaldeterminanten 

A = (nin) m^nx 

(5) ft = (wO ns Ix 

V = (Im) Ix m^r 

x^=^a^^ X2 = — ai setzt. Die Gleichung (4) verwandelt sich daim in 
folgende : 

(6) ax^.D = L.{aiy + M. (a^iy + N. {avf. 

Bezeichnet man nun eine Form f des gegebenen Systems sym- 
bolisch durch Ux^f so erhält man die Form f selbst als Function der 

Ordnung -^ von L, M, N, indem man diese Gleichung zur -^ Po- 
tenz erhebt: 

(6) /•. JD^= \{aXyL'\'{a^f M^-iav'f N] 



Die Coefficienten der verschiedenen Producte 

welche hier auftreten, sind, wie man sieht, Invarianten, und, die 
Darstellung von / also eine typische. 

Verfährt man ebenso mit den übrigen Grundformen, so hat man die 
binären Formen f, <p . . . hier durch drei Veränderliche L, M, N als 

Functionen der Ordnungen -^ etc. ausgedrückt. Zwischen den drei Ver- 
änderlichen aber besteht eine Gleichung zweiten Grades. Man kann 
dieselbe aus § 58. unmittelbar entnehmen; wenn An, ^/o,...; A» 
die simultanen Invarianten 

An -={Uy, A„,„,^{mmy, Ann^(nny 
A,n n'=\jnny, Ani ={nl)y Ai„, = Q m)^ 



0== 

(7) 
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der quadratischen. Formen Z, M, N bedeuten, so ist nach § 58. (9) 

All Alm Atn L 

-^ml -^mm -^mn -^ 
A^i Antn Ann -^ 

L M N 
= -^lBiiL^ + 2JBi„,LM+2BinLN+B„,„,M^ 

Durch diese Bedingungsgleichung ist wieder clie Zahl der un- 
abhängigen Veründerlichen ai\f 2 zurückgeführt ^ und man kann also 
/'auch in der Darstellung (6) als binäre Form* betrachten. 

Die Zahl der Invarianten, welche als Coefficienten in (6), (7) 
und den mit (6) analogen Darstellungen auftreten, ist noch viel 
grösser^ als die Anzahl von einander unabhängiger Invarianten, welche 
das Formensystem besitzt. Indessen kann man die Zahl jener Coef- 
ficienten in folgender Weise sofort reduciren. 

Wir dürfen nach dem vorigen Paragraphen immer voraussetzen, 
dass unter den drei Covarianten X, M, N zwei seien, die keinen 
Factor gemein haben. Es seien dieses L und M] dann ist auch die 
Kesultante von L und M (§ 27.) 

(8) Bnn=AtiA„,m — AiJ 

von Null verschieden. In der Gleichung (7) verschwindet also jeden- 
falls das Glied mit N^ nicht. Benutzen wir dies um den Ausdruck 
(6) dadurch zu vereinfachen, dass man den Werth von N^ so lange 
in (6) einträgt, dass rechts in (6) nur noch die erste Potenz von N 
auftritt. Die Gleichung (6) nimmt dann die folgende Form an: 



?~i 



(9) f.D' Bnn^^PoL''+P,L^ M+...+PnM'' 






41 91 O 

wo w = -j- oder = . , je nachdem n nach 4 den Rest oder 

2 lässt. 

Betrachtet man nun im Zusammenhange die Gleichung (9) nebst 
den übrigen ihr analogen und die Relation (7), so sieht man, dass 
die Gesammtzahl aller vorkommenden Coefficienten um 7 grösser ist, 
als die der ursprünglich in /*, y ... vorkommenden; denn die rechte 
Seite von (9) enthält genau so viel Coefficienten P, Q, wie / in der 
ursprünglichen Form; zu diesen tritt D und die sechs Coefficienten 
B. Bezeichnet man also durch k wie sonst die Gesammtzahl der 
Coefficienten von f, 9 . . . , so ist die Gesammtzahl der Coefficienten 
P, Q, D, B gleich Jc + 1. 
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Jede Covariante von /", (p . .. drückt sich durch diese Ä*+7 Grossen 
und durch die simultanen Invarianten und Covarianten von Lj Myls 
aus; alle Invarianten von fjtp,., durch jene k + 1 Grössen und. durch 
die simultanen Invarianten von L, Jf , N. Nun enthält das aus i, 
M, N entspringende System keine andern Covarianten ausser Z, itf, 
N, als die Functionaldeterminanten A^ fi, v, und keine andern In- 
varianten als D und die Grössen Ä, Mit letztem ist D durch die 
Gleichung 

Ali Alm Ain 
(10) 22)2= ^^, ^^^ ^^^ 

verbunden; und hier^ wo es nur auf rationale Darstellungen ankommt, 
kann man daher statt der A auch die B zu Grunde legen. Denn die 
B sind die aus den A gebildeten Unterdeterminanteu, also auch die 
A gleich den aus den B gebildeten , dividirt durch 2D*. Sowie nach 
(10) sich D durch die A ausdrückt ^ ist dann zugleich D durch die 
B ausgedrückt mittelst der Formel 

Bii Bim Bin 
. (11) 4I>*= Bmi Bmm B^n 

Bni B„m B„n 

Endlich drücken sich A, ft, i/ nach § 58. (4) durch i, M, N mittelst 
der Gleichungen aus: 

2Dk^Bii L + Bi„ M+Bin N 
(12) 2Dii = BmiL + B„,„M+BmnN 

2I)v^B,iL + BnmM+BnnN. 

Denkt man sich also eine Covariante von f, 9 . . . aus den 
typischen Darstellungen gebildet^ so wird dieselbe eine rationale 
Function der P, Q, D, B und, wenn man die A, ft, v durch (12) 
ausdrückt^ der L, M, N. Bei der Bildung von Invarianten fehlen 
nur die letztern Grössen. Als Nenner erscheinen Potenzen von D 
und J5„„. 

Bezüglich der Invarianten kann man also folgenden Satz aus- 
sprechen : 

Jede*simultane Invariante der Formen gerader 
Ordnung f^ 9... lässt sich rational durch die k+1 
Grössen P, Q, D, B so ausdrücken^ dass nur Poten- 
zen von zweien derselben {D, Bnn) die Nenner bilden. 

Da inzwischen alle Invarianten nach § 79. nur von k — S Grössen 
abhängen ; so müssen zwischen den k + 7 Grössen P^ Q^ D, B zehn 
Beziehungen bestehen. Eine derselben ist die Gleichung (11). Die 
neun übrigen erhält man, indem man, von den typischen Dar- 
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stellongen ausgebend^ die Covariantea L, M, N bildet. Nacb dem 
oben Entwickelten erhält man für dieselben Ausdrücke der Form: 

L ^S L + T M+U N 

(13) M^ 8' L + T M+ U' N 

N = S" L+T'M-^ U"N. 

In diesen Gleichungen sind die S, T, U ganze Functionen der 
P, Q, B, D dividirt durch Potenzen von 2), Bnn- Sollen nun L, 
M, N wirklich diejenigen quadratischen Covarianten sein, als welche 
wir dieselben vorausgesetzt haben , so müssen diese Gleichungen iden- 
tisch werden, d. h. es müssen die Gleichungen bestehen: 

S =1, T =0, ü =-0 

(14) s'=o, r-1, cr'==o 

s"-o, r'=o, t7"=i. 

Diese neun Gleichungen geben die Beziehungen zwischen den P, 
Q, Bf D an, welche bestehen müssen, damit X, Jf, N die voraus- 
gesetzte Bedeutung haben. Dann aber sieht man sofort, dass es die 
einzigen zwischen denselben bestehenden Gleichungen sind-, denn da 
f in der Form (13) nur auf eine Weise durch i, M, N ausdrückbar 
ist; so folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (13) sofort, dass die 
P, Q , . , den im Vorigen entwickelten symbolischen Ausdrücken 
gleich sein müssen. Zwischen diesen treten also im Allgemeinen 
weitere Beziehungen nicht ein. Da andererseits neun Beziehungen 
erforderlich sind, so folgt, dass die Gleichungen (14) wirklich neun 
von einander unabhängige Bestimmungen enthalten, und dass keine 
jener Gleichungen eine Folge der übrigen sein kann. — 

Die Invarianten P, Q, welche bei diesem allgemeinen üeber- 
blicke eintreten, sind von verhältnissmässig hohen Graden, um so mehr, 
als schon die Coefficienten der Gleichung (6) es sind. Aus letzteren 
setzen sich die P, Q einfach zusammen; aber es entsteht in jedem 
besondem Falle die Frage, wie die Coefficienten der Gleichung (6) 
sich aus den jedesmaligen einfachsten Invarianten von /, deren Zahl 
im Allgemeinen viel grösser sein wird, zusammensetzen. 

Eine Zurückführung auf einfachere Bildungen ist nun zunächst 
in folgender Weise möglich. Die symbolischen Factoren der rechten 
Seite von (6) sind von der Form 

{aXy IJ + (aft)2 m^«'+ {avf w,«, 
oder nach (12): 

- 2^2) ! 1^^'' ^^' ^'' + (^ '''^' ^'- + ^^'*)' ^'" I ''' 

+ [{alf Bi^ + {a mf B,„„, + («m)» i?«„] m^r' 
+ [{alf Bin + {amf B^n + {an^ B^n] n/\ ; 

C leb ach, Theorie der hinftren algebr. Formen. 27 
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ordnet man nun nach {al}'^, («»»)^, (ö»)^ und wendet auf die Coef- 
ficienten wieder die Gleichungen (12) an, so hat man 

und also 



n 



(15) /•.!)»= [(aiy X + (amy n + fa«')* f] 

. [(al")H + (om")V + (an")«!/] 



• [(a/2)yA + (am("'')V + (a»(^Vv] . 



Die l, (i, V sind linear durch l, m, n mit einem Nenner D 
ausdrückbar; aber ihre Producte zu zweien sind nach § 58. (3) sogar 

ohne diesen Nenner ausdrfickbar. Wenn also n durch 4 theilbar, -^ 

gerade ist, so kann man die Factoren rechts in (15) paarweise coin- 
biniren, und von (15) ohne Einführung eines Nenners zu Ausdrücken 
in L, Mj N übergehen. Ist n von der Form 4A + 2, so bleibt ein 
einzelner Factor übrig, der also entweder einen weitern Factor 1) 
herbeiführt, oder der in der ursprünglichen Gestalt (6) angewendet 
werden kann. Wie dies nun auch ausgeführt werden möge, man 
sieht, dass an Stelle der n*®° Ueberschiebungen von /* über k^\jßvi 

f« + /3 + y = -^j, welche die Coefficienten in (6) bilden, hier die 

n**" Ueberschiebungen von f über L"M^ Nr [cc + ß + y = -ä] getre- 
ten sind, durch welche alles sich ausdrückt; im Falle n = 4A-)- 2 wird 
es nöthig, wenn man eine weitere Potenz von D im Nenner vermei- 
den will, und also einen der symbolischen Factoren von f in seiner 
ursprünglichen Gestalt benutzt, die n*®" Ueberschiebungen von f über 

L^MI^NyI, L«M(^Ny(i, L^'MßNrv 

zu bestimmen. In allen Fällen hat man Invarianten von sehr Wel 
niedrigerer Ordnung, als ursprünglich. 

Man kann indessen dieser Sache noch eine andere Seite abgewin- 
nen, von welcher aus sie wesentlich einfacher erscheint. Man kann 
nämlich geradezu A, ft, v, nicht L, Jf, N als diejenigen Functionen 
ansehen, durch welche alles auszudrücken ist. Die Formel (15) ist 
dann der Formel (6) durchaus analog gegenüberzustellen. Zwischen 
den kj IL, V aber besteht die mit (7) analoge Gleichung , welche aus 
(7), (12) leicht abgeleitet wird: 

(16) Auk^ + 2Ai„XiL + An.mi»!' + 2Ätnkv 

+ 2 J.«„ fii; + -4«« 1/2 -_ 0. 
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Es ist also nicht nur der Ausdruck fär f und die übrigen con- 
stituirenden Formen , welcher mit viel einfacheren Coefficienten behaftet 
erscheint, sondern ebendies tritt bei der Bedingungsgleichung (16) ein, 
welche nunmehr die A^ nicht die aus ihnen zusammengesetzten Unter- 
determinanten B zu Coefficienten hat. 

In diesem Sinne werden wir künftig die Formeln (15), (16) den 
Anwendungen zu Grunde legen, und es mag hier nur noch auf den 
eigen thümlichen Dualismus hingewiesen werden, welcher zwischen 
den Lf M, N einerseits und den A, ft, i/ andererseits genau so ein- 
tritt, wie der Dualismus zwischen Punkt- und Liniencoordinateu in 
der Ebene, auf welchen derselbe auch sofort zurückgeführt werden 
kann, wenn man die Relation (7) oder (16) in der Form 

Ai + ftm + vn—O 
zu Grunde legt. 

§ 104, lieber den besoBdern Fall, In welchem eine der Functionen 
L, M, N ^^ Fnnctlonaldetermlnante der beiden anderen Ist* 

Die im Vorigen betrachteten typischer^ Darstellungen beruhten 
auf der Voraussetzung, dass es drei quadratische Covarianten i, Jf, N 
gebe, zwischen welchen eine lineare Beziehung nicht stattfindet. Dass 
solche drei im Allgemeinen existiren müssen, ist noch nicht bewiesen; 
aber man kann den Nachweis davon auf den oben bewiesenen Satz 
zurückführen, dass im Allgemeinen immer zwei quadratische Covarian- 
ten vorhanden sind, deren Resultante nicht Null wird Hat man 
nämlich zwei solche, so kann man immer eine dritte angeben, welche 
mit beiden nicht durch eine lineare Relation verbunden ist, also ein 
»System L, M, N, wie das oben betrachtete, mit ihnen bildet. Es ist 
dieses die Functionaldeterminante beider Formen. Dieser Fall, wo N 
die erste üeberschiebung von L und M, also mit v identisch ist*, 
kommt in den Anwendungen vor, und es treten ausserdem gewisse 
Vereinfachungen bei demselben ein, die es wünschenswerth machen, 
diesen Fall genauer zu verfolgen. 

Es ist der Voraussetzung nach 

N'= v = (lm) Ir mx. 

Nach den Sätzen des § 58. zeigt sich also, dass 

Atn^Aiv^O, A^n = A„,y^O, [§ 58. (13).] 

sodann wird 

A„n=-Avv-^\{AuA,n„.-At„?), [§ 58. (16).] 
und endlich ist 



* GeometriBch : Das Paar N=(} ist zu den Paaren X = und ikf=0 har- 
moniftch. 

27* 
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D = - (Im) (mn) {nl) = (i/w)« = (1/1/7 = ^«1« 

Was die übrigen B angeht, so wird Bin und B^n gleich Null und 

Bii^= Amm^nnf Btm = — A-tm Ann y Bmm = All Ann» 

Ausserdem hat man nach § 58. (12) 

X = i^{A„,„,L^AtmM)^ ^ = ^ {AuM—AimL). 

Die Relation zwischen i, M, N schreibt sich hier am einfachsten 
in Gestalt der bekannten Gleichung, mittelst deren sich das Quadrat 
der Functionaldeterminante durch die constituirenden Functionen 
ausdrückt : 

(1) iV^^ = - i \AaM^-^2Ai^ML + ^«„ L«}. 

Da hier das Quadrat von JV sich durch M^ N ohne Nenner aas- 
drückt, so kann man der typischen Darstellung die Form 

(2) f.D^^P^L^ +P,1^''' M... + PnM^ 

2 

hier geben, ohne dass eine Potenz von Bnn als neuer Nenner hin- 
zutritt. 

Die Gleichung (15) endlich kann man nun, indwn man mit 2- 
multiplicirt, in folgender Weise darstellen: 

(3) f.\AuA„,„.'-Ai„?\^ 

= [{aVy {LA„,„,-MAt„,) + (a mj {MAu-LA^i) + 2 (anj.ls: 

. [(aO' (i^„„- Jlf^.)+ damy {MAu-LA„.i) + 2 {anj^l 



Führt man die rechte Seite aus und setzt immer für N^ seinen 
Werth aus (1), so erhält man die typischen Darstellungen, wie sie 
oben gebraucht wurden. Es sind hier ausser den h Coefficienten P, Q 
nur noch die drei Invarianten Auy Aimy A^mj welche in die Darstellung 
einer Invariante aus der typischen Form eingehen können. Alle In- 
varianten stellen sich also hier als rationale Functionen von nuri+3 
Grössen dar, und die Nenner derselben sind Potenzen der Verbindung 
AttAmm — Aim^' Zwischcn den drei übriggebliebenen A und den 
P, Q bestehen nun nicht mehr neun, sondern nur noch sechs Gleich- 
ungen. Man erhält dieselben, indem man, von der typischen Dar- 
stellung ausgehend, L und M bildet. Diese nehmen die Foim an: 
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L = 8L+TM+UN 

die 8j Tj U, S\ T\ ü' sind ganze Functionen der angeführten Ä: + 3 
Grossen und die zwischen denselben stattfindenden Gleichungen sind: 

5 = 1, T=0, [7=0 
S'=0, r=:l, 17'= 0. 

Sind diese erfüllt, so erhält man L und M wirklich durch die 
betreflFenden Operationen; die Bildung von N^ welche nur auf die von 
L und M sich stützt, muss von selbst auf die richtige Function führen 
und kann daher zu neuen Relationen keine Veranlassung mehr geben. 

I 105. Ueber die Möglichkeit , Systeme von Formen gerader Ordnung 
mit gleichen absoluten Invarianten durch lineare Transformation in 

einander fiberznfQhreD. 

An diese Untersuchungen knüpfen sich nun Betrachtungen, welche 
für Formen gerader Ordnung genau dasselbe leisten, was die Betrach- 
tangen des § 92. in Bezug auf Formen ungerader Ordnung ergaben, 
oder in Bezug auf Foruiensysteme, welche mindestens eine Form un- 
gerader Ordnung enthielten. 

Wenn zwei Systeme von Formen gerader Ordnung mittelst linearer 
Substitutionen in einander überführbar sein sollen, so ist die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten die unumgängliche Vorbedingung. Aber 
aus dieser folgt die Möglichkeit der Transformation noch ebenso wenig, 
wie das Entsprechende bei den Systemen, welche Formen ungerader 
Ordnung enthielten, eine Folge jener Gleichheit der absoluten Inva- 
rianten war. Es tritt nun aber folgender Satz ein: 

Zwei Systeme von Formen gerader Ordnung sind 
immer durch lineare Transformation in einander 
überführbar, sobald erstlich alle entsprechenden 
absoluten Invarianten einander gleich sind, und so- 
bald zweitens zwei Paare entsprechender quadra- 
tischer Covarianten, L, M bei dem einen, L', M' bei 
dem andern Systeme existiren, so dass weder die 
Resultante von L mit Jlf, noch die von L' mit M' 
verschwindet. 

In allen anderen Fällen sind besondere Untersuchungen über die 
Möglichkeit der Transformation anzustellen, doch betreffen dieselben 
immer nur noch sehr specielle Formen. 

Man beweist den obigen Satz folgendermassen: 

Da L, Jtf eine nicht verschwindende Resultante D haben, so kann 
man diese Formen und ihre erste Ueberschiebung N zur typischen Dar- 
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stelluDg von f benutzen und der dabei auftretende Nenner D ist ?üu 
Null verschieden. Man erhält för eine Form f des einen Systems 
eine Gleichung der Form: 

(1) D^ . fix^x,) = P„ L^ (a;) + P, L^ " ' (x) M(x) 

+ Pi L~'' (x) üf « (x) . . . + Pn 3/"» (X) 

+ N(x) I Q^ L^"' (x) + (i,L^'' ix) M[x) 
+ Q,L^^ (x) M* {X) ... + Q^M^~\x)\. 

WO die Py Q Invarianten sind. Ebenso hat man für die entsprechende 
Form des zweiten Systems: 

(2) ly^ r fy, y.) ^P'oL'^ (y) + p, i'^" " (y) m' (y) 

+ F\ L'^'\y)M'Hy)... + P'„3f' ^ (y) 

+ N'(i,)\(/,r^~\y)+g,L'^^\y)M'(j,) 

+ Q',L'^'''(3/)M'Hy)... + (/nM'^~\y)\. 

Nun setzen wir voraus^ dass entsprechende absolute Invarianten 
gleich seien, oder dass, wenn J, J' zwei entsprechende Invarianten 
des Systems sind, g^ g' >» > ihre Grade in Bezug auf die Coefficienten 
von /*, qp . . . bez. /', 9' . . ., und w, n' . . . die Ordnungen der zuge- 
hörigen Functionen , immer eine allen Invariantenpaaren J, J' gemein- 
same Grosse r gefunden werden könne, so dass 

(3) J'^J.T 2 --. 

Ist es möglich, das eine Formensystem durch lineare Transfor- 
mation in das andere überzuführen , so muss dann r die Determinante 
der Transformation sein. 

Bezeichnen wir die Grade von L und M in Bezug auf die ver- 
schiedenen Functionen des Systems durch 

X/ ) Km fv, K *•■ 

M) i, V, r .. ., 

so werden die Grade von N: 

N) Är + i, V + V, it" + r 
daher die von D: 

D) 2h + 21, 2Ä' + 2r, 2r + 2r, 
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die Gesammtgrade der Gleichung (1) oder (2): 

daher die Grade der Coefficienten P, Q: 
P«) n{k+T) + l- %^-, n (A' +r ) - ^, 

n{lc"-\-r)-^-\- h"- r..., 
Pj) n{k+l) + l-*^ + 2k-2l, n(k' +r)-'^ + 2k'-.2l', 

n (k"+r) -*^ + 2k"-2r' .... 



„(r+o-^-r..., 

(>,) nik+T) + i-^-k-2l, n{k'+l')-*^ + k'-2r, 

n (Jfc"+r) -^+k"-2r ..., 



Endlich entsprechen also der Gleichung (3) bei diesen Invarianten 
folgende : 

-'^o — ''■0 • ^ 
-^1 — -^1 • ^ 



(4) F, = P,.r 



„,p+o)-T+*'-'''»+T 



e«'=Ö«.r""^"^+-V'-''+^ 



^^. = ^^.,-t*+«)-\'+.-*.+^ 



WO der Kürze wegen 



nk + nk' + . . . nZ + n'i' + • • . 



C>= ö ; <^ = 



gesetzt ist. 



2 



"w 
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Tragen wir diese Werthe der D', P'^, P\..., Q\... in die 
Gleichung (2) ein, so verwandelt sich dieselbe nach Division mit 
r'M^+ix) in folgende: 

;^{ft(^f?i)-'+ft(P)-'f;aä+...). 

Vergleicht man dieses mit der Gleichung (1) und bemerkt, dass 
bei der Bildung der Zahlen q^ ö alle Functionen des Systems sym- 
metrisch benutzt sind, dass also diese Zahlen in allen mit (1), (5) 
analof< gebildeten Gleichungen dieselben Werthe besitzen, so sieht 
man, dass die lineare Ueberführung des Functionensystems 
f , 9' . . . in f, (p . . . geleistet ist, sobald es gelingt, durch 
lineare Substitution gleichzeitig die Gleichungen: 

Z' (y) = r^-i L (x) 
(6) Jlf'(y) = r^-« M{x) 

so zu befriedigen, dass r die Determinante der Substi- 
tution ist. Denn indem man diese Gleichungen annimmt, ergeben 
die Gleichungen (1), (5) und die analog zu bildenden Gleichungspaare 
sofort 

Was nun das reducirte Problem (6) angeht, so bemerke ich zu- 
nächst, dass die Forderung, r solle die Determinante der Substitution 
sein, von der durch das Hinzutreten der dritten Gleichung (6) aus 
gedrückten Bedingung nicht verschieden ist. Geht man nämlich von 
den Gleichungen 

aus, indem man die x als lineare Functionen der y mit der Determinante 

8 voraussetzt, und bildet nun beiderseits die erste Ueberschiebung, 

so erhält man 

N'(jf) = rQ'^o-is.N(ix), 

nnd daher wegen der dritten Gleichung (6) 5 = r, oder umgekehrt 
die Gleichung (6) selbst, wenn man s =r voraussetzt. 

Wenn es nun also nach (7) darauf ankommt, zwei Paare quadra- 
tischer Formen gleichzeitig mittelst derselben Substitution in einander 
überzuführen , so kann man diese Aufgabe geometrisch folgendermassen 
interpretiren. Es läind zwei Punktepaare L'(y) = 0, Jf' (y)=0 auf 
einer Geradeil, zwei andere, L(x) = 0, M(x)^0 auf einer andern 
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gegeben, jenen einzeln zugeordnet. Man soll die beiden Geraden so 
in Perspective setzen, dass das erste Paar der zweiten Geraden mit 
dem ersten der ersten, das zweite Paar der zweiten Geraden mit dem 
zweiten der ersten projectivisch wird. Betrachten wir aber L' (y) = 
und M' (y) = als Punktepaare einer Involution, L (x) == 0, M{x) = 
als die einer andern, so müssen diese ganzen Involutionen dabei projec- 
tivisch werden, vor allem auch ihre beiderseitigen Doppelpunkte. Diese 
sind durch die Factoren N(y) = einerseits, durch die von N(x) = 
andererseits gegeben; die Quadrate der Gleichungen der letzteren 
aber erhält man nach § 57., indem man in der Gleichung 

(8) U + kM^^O 

l 80 bestimmt, dass der Ausdruck links ein Quadrat wird , d. h. indem 
man X durch die quadratische Gleichung 

(9) Äti + 2XÄi^ + X''A^^=:0 

bestimmt. 

Die Gleichung (8) stellt an und für sich ein beliebiges Paar der 
zweiten Involution dar, und je einen ihrer Doppelpunkte, wenn man 
für l die beiden Wurzeln von (9) einführt. Einem Paare (8) entspricht 
in der andern Reihe das Paar [nach (7)]: 



W . ^+*^.o, 



in welches (8) durch die gesuchte lineare Transformation übergehen 
soll. Sucht man nun die Doppelpunkte der Reihe (10), so erhält man 
sie aus der quadratischen Gleichung 



'tu iw' 



(11) ,f;i^. + 2A^ + A*^ = 0. 

Soll also die vorliegende Aufgabe losbar sein, so muss diese qua- 
dratische Gleichung mit der Gleichung (9) identisch werden, wodurch 
denn in der That auch die Doppelpunkte der beiden Involutionen 
und damit diese ganz einander entsprechen. 

Diese Forderung ist nicht befriedigt, wenn i, L', M, M' be- 
liebige Formen sind; denn in der That erfordert die Möglichkeit, l! 
in L und zugleich M' in M zu projiciren, dass die aus L\ M' zu 
bildende absolute Invariante mit der aus X, Jf zu bildenden überein- 
stimme (vgl. § 57.).* 

Aber in dem vorliegenden Falle tritt dies allerdings ein. Denn 
da Aiiy Ätm^ Amm simultanc Invarianten des Formensystems /*, 9 ... 
sind, und zwar von den folgenden Graden in Bezug auf die Coef- 
ficienten der verschiedenen Formen: 



* Geometrisch: Das Doppelverhältniss der Paare X, M muss dem ent- 
sprechenden der Paare L\ M' gleich sein. 
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• ■ • 



An ) 2Ti, 2Ti', 2k' 

Äi„) ic+i, k'+r, r+r... 

80 bestehen nach (3) die Gleichungen: 

Art ^Au .r^9 
(12) ^/'^' =^/™ .r^+<f 

und vermittelst derselben gehen wirklich die beiden quadratischen 
Gleichungen (9) und (11) in einander über. 

Djv der Voraussetzung nach die Resultante von L, M einerseits 
und von L\ M' andererseits nicht verschwindet, so hat die Gleichung 
(9) oder (11) zwei verschiedene Wurzeln; denn die Discriminanten 
dieser Gleichungen sind mit jenen Resultanten identisch (§ 27 ). Be- 
zeichnen wir die Wurzeln von (9) durch k^ und Ag, so können wir nun 

^ ^ L {X) + k,M {X) = X,^ 

und 

(14) 



L'iy) M^(y)_ 



setzen , wo Xj , X^ lineare Functionen der x von nicht verschwinden- 
der Determinante und F,, Fg solche der y sind. Es sind Xj = 0, 
X2 = die Doppelpunkte der einen, Fj = 0, ^2 = die der andern 
Involution; die ganzen Involutionen nehmen die Form an: 

0^ L {x){l-ii) + {k,^liX,) M {x)=^ X,^- (iX,^ 

und das gegenseitige Entsprechen der Involutionspaare ist durch gleiche 

Werthe von fi angezeigt; für ft = l und fi' = T^ erhalten wir diePaarC; 

von denen wir ausgingen. 

Man sieht, dass diese Involutionspaare sämmtlich projectivisch 
sind, indem ihre Gleichungen durch die Substitutionen 

(16) Fl = ßi Xj, Fj = «2 Xg 

(^i und 62 gleich +^ 1) in einander übergeführt werden können. Diese 
Gleichungen enthalten also zugleich die gesuchten Substitutionen, ver- 
möge deren die Formensysteme f, q) . , , und f, 9)' . . . in einander 
übergehen. 
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Es ist zanachst zu untersuchen, ob die Substitutionsdetenninante 
wirklich gleich r ist. Die Einsetzung der Werthe ft=ji, ft = l in 
(15) giebt: 

,^, _ A,X.» - A, X,« L' (y) A ,r,«-A,r,» 

X ,« - X/ JM" (y) Y* - Y* 

Bilden wir nun irgend eine Invariante von L, M einerseita, von 
L\ M' andererseits, etwa -4//, Äff, und bezeichnen wir mit a die 
Functionaldeterminante der X nach den Xy mit 6 die der Y nach den 
y, so haben wir oflFenbar: 

wo A nur von X^, k^ abhangt; und also wegen (12): 

b^ = a» r«. 

Aber aus (16) folgt, wenn s die Functionaldeterminante der X 

nach den Y bedeutet : 

6= + as, 
also 

Da nun s das Zeichen ändert, indem man e^ oder s^ ^^ ^^ ^^^ 
gegengesetzte übergehen lässt, so kann man immer, und zwar nur 

auf eine Weise, das Verhältniss ~ so bestimmen, dass die Petermi- 

nante der Substitution (16 einem den Gleichungen (4) gemäss bestimm- 
ten Werthe von r gleich wird. 

Jedem "Werthe von r, welche den Gleichungen (4) gentigt, ent- 
spricht also eine Substitution (16), welche bis auf ein allen Coefficien- 
ten gemeinsames Vorzeichen völlig und eindeutig bestimmt ist. Die 
Bestimmung des letztern kann auf mehrfache Art möglich werden, doch 
so, dass der Gleichungen (4) wegen die Grössen r^, r<f vollkommen 
bestimmt siüd, wie man erkennt, wenn man die Combinationen bildet: 

P' P P' P 

Daher können auch F^, Y^ nur noch um einen gemeinsamen 
Factor geändert werden, welcher eine £inheitswurzel ist, und es folgt 
also, dass die Substitution (14), welche den Uebergang von 
einem Formensystem zum andern vermittelt, überhaupt 
bis auf einen allen Substitutionscoef ficienten gemein- 
samen, einer Einheitswurzel gleichen Factor völlig und 
eindeutig bestimmt ist. 



428 Neunter Absclmitt. Typische Darstellung der Formen 

Für zwei biquadratische Formen /, f ergiebt die vorliegende Unter- 
suchung nichts, da bei ihnen quadratische Covarianten nicht existiren. 
Indessen übersieht man bei diesen die Verhältnisse leicht unmittelbar. 
Damit zwei solche Formen oder die durch sie repräsentirten Gruppen 
von je vier Elementen durch lineare Transformation, geometrisch 
durch Projection, in einander übergehen können, müssen die Doppel- 
verhältnisse, also die absoluten Invarianten gleich sein. Wenn die 
Punkte jeder Gruppe getrennt sind, so ist dies auch hinreichend. 
Und zwar ist dann die Ueberführung auf vier verschiedene Arten 
möglich. Denn sind a, 6, c, c? die Punkte der einen Gruppe, a, /5, 
^, d die der andern, und haben die letzteren bei dieser Anordnung 
dasselbe Doppelverliältniss und sind also in die ersteren projicirbar, 
so findet dies auch noch für die Anordnungen ßy cc, d, y^ y, d, a, ß] 
^9 7) ß) ^ statt, welche nach § 21. denselben Werth des Doppelver- 
hältnisses ergeben. 

Fallen aber zwei Punkte einer Gruppe zusammen , so müssen 
auch in der andern zwei und nicht mehr zusammenfallen; fallen drei, 
zweimal zwei oder vier zusammen, so muss immer das Entsprechende 
auch bei der andern Gruppe eintreten, damit die Transformation 
möglich sei; was dann nach §.48. nicht mehr durch Eigenschaften 
von Invarianten, sondern durch Eigenschaften von Covarianten an- 
gezeigt wird. 



I 106. Drei, simultane quadratische Formen. 

Wollen wir die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf ein- 
zelne Formen oder auf Systeme anwenden, so tritt uns immer die 
folgende Frage entgegen, welche zugleich die Anwendung 'des Vorigen 
auf ein System dreier quadratischer Formen enthält: 

Welches sind die Bedingungen dafür, dass ein 
System dreier quadratischer Formen keine zwei 
quadratische Covarianten enthält, derenResultante 
von Null verschieden ist? 

Man kann diese Frage zunächst vermöge einer geometrischen 
Ueberlegung entscheiden. Denkt man sich drei Gruppen von je zwei 
Punkten, welche den drei Formen entsprechen, so müssen je zwei 
der drei Punktepaare einen gemeinschaftlichen Punkt besitzen. Ent- 
weder also besitzen alle drei einen gemeinschaftlichen; dieser konmit 
dann auch ihren Functionaldeterminanten zu, und es giebt also keine 
Form des Systems, welche für diesen Punkt nicht verschwindet, also 
auch nicht zwei Covarianten, deren Resultante nicht Null ist. Oder 
zweitens, wenn a,b, c drei Punkte sind, werden die drei Paare durch 
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ab, bc, ca dargestellt. In diesem Falle giebt es quadratische Co- 
Tarianten von nieht verschwindender Resultante ^ z. B. eine lineare 
Gombination der ersten beiden Formen ^ und die dritte. Dieser Fall 
ist also auszuschliessen, und man kann^also den Satz aussprechen: 

Drei quadratische Formen ergeben nur dann 
keine zwei quadratischen Co Varianten von nicht ver- 
schwindender Resultante^ wenn sie einen allen 
dreien gemeinsamen linearen Factor besitzen. 

untersuchen wir dasselbe jetzt analytisch. 

Führen wir die Bezeichnungen des § 58. ein, so haben wir drei 
quadratische Grundformen f^, f^, f^ und ihre gegenseitigen ersten 
Ueberschiebungen <&^, ^^^, <&^2- Andere quadratische Covarianten 
existiren nicht. 

Die simultanen Invarianten der Formen werden durch 2),*, JZ^j, 
bezeichnet. Sollen die Resultanten der /* verschwinden, die wir durch 
Pik bezeichnen wollen, so müssen die drei Gleichungen stattfinden: 

-^23 ^^ "^22 -^38 "^23 ^^ ^ 

-Pi2 = Ai-D22--Di2* = 0. 
Die Resultante von /i mit ^kh wird : 

Pi, kh = Bii^ Dkk,kh — !>*•, kh, 
wo nach § 58. 

JDkk,kk^^{D,kJDHA-Dhk)=-iPkk, 

während D/, kh gleich IZ^gj oder gleich Null ist, je nachdem i, h, h 
sämmtlich verschieden sind oder nicht. Das Verschwinden aller Re- 
sultanten Pi^kh reducirt sich also auf die eine Gleichung: 

Endlich wird die Resultante von ^a niit d'mn- 

Pik, m fi = Dik , ik ^mn, m » — -D*a, mn- 

Die ersten beiden Grössen D sind ^ Pik und ^Pmny also schon 
nach dem Vorigen verschwindend; die letzte wird 

-D|4r ^mn== Dim Dkn — Din Dkm • 

Auch diese und also alle Unterdeterminanten von 



(1) 2 i?,^ = 



Ai A, -D« 

•^21 -^22 -^23 
-^31 "^82 -^38 



müssen verschwinden, und man hat den Satz: 
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Unter den quadratischen CoYarianten dreier 
quadratischen Formen befinden sich nicht zwei 
ohne gemeinschaftlichen Factor, sobald und nur 
wenn-alle Unterdeterminanten der Determinante (1) 
verschwinden. 

Man kann aus diesem Resultate den oben angegebenen Satz ab- 
leiten. Da Iii23 = 0, so ist eine der Formen, etwa f^, eine lineare 
Function der andern: 

Nimmt man dies aber an, so giebt das Verschwinden aller Unter- 
determinanten von 



2iJ«- 



D 
D 



11 

12 



R 



12 



22 






xD„ + AD„ X D,ä + A B^ x»Di, + 2xA 2),, + k*D^ 
nar noch die eine Gleichung 

Es müssen /*^, f^ einen gemeinsamen Factor haben, und dieser 
kommt dann auch der Form /"g = x /"^ + A ^^ = zu ; dies ist nothig aber 
auch hinreichend, wie oben geometrisch gezeigt wurde. 

Dies ist zugleich der einzige Fall, in welchem die Gleichheit der 
absoluten Invarianten zweier Systeme von je drei quadratischen For- 
men die Möglichkeit, durch lineare Transformation ein System in das 
andere überzuführen, nicht sofort nach sich zieht. 

Wenn der erwähnte Ausnahmefall nicht eintritt, so kann man d 
durch f^ , /^ und ^^^ ausdrücken. Man erhält dann aus der Gleichung 
(4) des §58.: 



(2) 



"^^i^^m^ 



Ai ^12 i> 

Do, D^ D 



21 



13 
23 



/; ft u 



wodurch f^ als lineare Function von f^j f^y 0",2 gegeben ist, so lange, 
wie hierbei vorausgesetzt werden muss, 0^1)^ — Ri^y die Eesul- 
tante von f^j f^, von Null verschieden ist. Wenn insbesondere 
IZ^jg = 0, so muss /*3 die Form xft + Xf^ haben ; die Werthbestimmung 
von X, A ist durch die Gleichung gegeben, in welche (2) dann 
übergeht: 



D.. D,o D 



11 



12 



13 



fy f» /■» 



■»a 



= 0. 
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1 107* Simnltaiieg System einer qnadratigclien und einer biqnadratisehen 
Form: FUle^ in welchen keine typische Darstellung möglich ist. 

Ein System dreier »imultanen quadratischen Formen bildet die 
Grundlage fQr das simultane Foryiensystem einer quadratisciten Form 
f und einer biquadratisehen 9. Jene drei Covarianten, deren eine f 
selbst ist, wurden in § 60. durch 

ihre ersten Ueberschiebungen durch 

bezeichnet; ihre simultanen Invarianten waren: 

Untersuchen wir zunächst, unter welchen Umständen eine typische 
Darstellung durch quadratische Covarianten, wie sie in § 103. an- 
gegeben wurde, nicht möglich ist. Es gehört dazu, dass C und alle 
Unterdeterminanten von 



20^=. 



^rr ^fvf ^fi 

Jjfyjf Djp'tif ^^X 
^ft ^V^l ^tl 



verschwinden, oder dass f^i>yX einen gemeinsamen Factor haben. 
Unterscheiden wir zwei Fälle: 

1) f kein Quadrat. Es sei /*= 2x^0^, und 

(f ^- a x^^ + A ß x^^ x^ + 6 y x^ x/ + 4 * x^ a?/ + c a:/ 
ir= a' V + 4 ß'x,^ X, + 6 y'x^^ x^ + 4 6' x^ x} + 5' V- 

Man hat dann: 

X = - 2 (/5'^,« + 2 y'x, X, + d'x,^). 

Soll ein Factor von /*, etwa x^, auch Factor von tf; und % sein, so 
muss man haben (vgl. die ausgerechnete Form von -ff in § 40.) : 

* = 0, d'=r205fi-yd) = O, 

also entweder d = 0, f = 0, d. h. ein Factor von x ist Doppelfactor 
von qp; oder /5 = 0, d = 0. In diesem zweiten Falle enthalten also 
9), H nur gerade Potenzen; und zwar wird (vgl. § 40.) 

(p = aXi* + 6yXj^ x^ + b x^ 

H==2ayx^^ + 2{a€^ZY^)x^x^^ + 2yBX^\ 
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Ferner wird: 

Es ist also nur einer der folgenden Fälle denkbar: 
a) T ist von Null verschieden, 

also f bis auf eine Constante eine der irrationalen quadratischen Co- 
varianten, in welche T zerfallt. 

6) T verschwindet identisch, indem «£ — 9y* = 0; olmedassy = 0. 
In diesem Falle wird 97 das Quadrat eines in x^^ x^ linearen Aus 
drucks. Es ist also 9 das Quadrat einer Form, deren zweite üeber- 
Schiebung mit f verschwindet. 

c) T verschwindet, indem y und « oder b verschwinden. Dann 
ist 9 ein Biquadrat, dessen Wurzel Factor von f ist. Dieser Fall ist 
unter dem zuerst erwähnten als Besonderheit enthalten. 

2) f ein Quadrat, =^x^. Indem man die obigen Bezeichnungen 

beibehält, wird 

il;^-2{YX,^ + 2 8x^x^ + BX^^ 

also, damit x auch Factor von ^ und % sei: 

£ = 0, £'==2(y£-*«) = 0, d.h. € = 0, d = 0. 

Es muss also x^ Doppelfactor von 9 sein. Dies kann in der 
ersten Äbtheilung des vorigen Falles enthalten gedacht werden, wenn 
man dort nur die Forderung, dass f kein Quadrat sei, aufhebt. 

Die typische Darstellung durch quadratische 
Covarianten ist also nicht möglich, und aus der 
Gleichheit der absoluten Invarianten zweier For- 
menpaare /*, 9 und f'y 9' folgt die Möglichkeit 
linearer üeberführung nicht sofort, 

1) wenn ein Factor von /'Doppelfactor von 9 ist; 

2) wenn f bis auf eine Constante eine der drei 
irrationalen Covarianten ist, in welche T zerfällt*; 

3) wenn 9 Quadrat einer Form zweiter Ord- 
nung ist, deren zweite üeberschiebung mit /'ver- 
schwindet.** 

Ich habe hier die für die Fälle 2), 3) oben festgehaltene Vor- 
stellung, dass f kein Quadrat sei, fallen gelassen. Dass dies erlaubt 



* Geometrisch: Das Punktepaar von / ist bei einer gewissen Zer- 
legung der vier zu 9 gehörigen Punkte in zwei Paare zu beiden 
harmonisch. 

** Geometrisch: Die vier zu 9 gehörigen Punkte bilden ein Doppel- 
paar von Punkten, welche mit den zu /gehörigen harmonisch sind. 
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ist, sieht man leicht ein, ebenso wie, dass umgekehrt, wenn einer 
der Falle 1), 2), 3) eintritt, auch wirklich immer f, ^, % einen 
gemeinsamen Factor haben und daher die typische Darstellung unmög- 
lich wird. 

Was 3) anbetrifft, so sei f— x^, (p = {ax^ + 2hx^x.2'{' cx./)^. Soll 

die zweite üeberschiebung von f mit ]/(p verschwinden, so rauss 
c = sein, 9 hat den Doppelfactor x und man hat einen besondern 
Fall von 1) vor sich. Dass im Falle 1) und 3) wirklich f, ^, % einen 
gemeinsamen Factor haben, lehrt die Bildung von ^, Xf welche oben 
ausgeführt wurde. 

Nur für den Fall 2) ist zu beweisen, dass, wenn /"einer der aus 
T entstehenden drei irrationalen Covarianten bis auf einen constanten 
Factor gleich ist, V^ und % ^^^ f einen Factor gemein haben. Es 
muss hier T von Null verschieden sein. Daher sind nur drei Fälle 
zu betrachten, je nachdem in qp = alle Wurzeln verschieden, oder 
zwei gleich, oder endlich drei gleich sind, die übrigen aber jedesmal 
verschieden. Im ersten dieser Fülle kann man immer f=2x^x^^ 
qp = a :r/ + &y x^ a:/ + s x^ setzen; dass in diesem Falle /*, ^, % einen 
gemeinsamen Factor besitzen, lehrt die oben angestellte Rechnung; 
es sind sogar (bei /3 = 0, ^=0) /*, ^ und % nur um constante Factoren 
verschieden. Hat zweitens 9 = zwei gleiche Wurzeln, so kann man 
dieser Function die Form geben 

9 = « a;/ + G ^ aTj* x^y 
daher 

H= 2ayx/ - ^y'x^x^, r= - "iy^ax^x^. 

Die quadratischen Covarianten, in welche T zerfallt, sind also 
^f, x^j ^\'^^i\ welcher von ihnen aber auch /"bis auf eine Constante 
gleichgesetzt wird, immer hat tp einen Doppelfactor, der zugleich 
Factor von f ist, und man hat einen besondern Fall von 1) vor sich, 
in welchem Falle, wie wir wissen, fy ilf-, % einen gemeinsamen Factor 
haben. — Hat endlich 9 einen dreifachen Factor, so können wir 
setzen : 

es muss also f^=c.x^ gesetzt werden, was wieder auf den Fall 1) 
fQhrt. Damit ist der obige Satz und seine Umkehrbarkeit vollständig 
erwiesen. 

1 108. Typische Darstellang der Übrigen FUle. 

Wenn C nicht verschwindet, können wir an Stelle der drei Co- 
varianten X, üf , 'S des § 103. die folgenden einführen: 

L^f, M==^, N^x, 

Clebioh, Theori« dn blnftren algebr. Formeo. 28 
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und erhalten demnach für ihre ersten Ueberscliiebungen die Aus- 
drücke: 

(1) f* = (Z«) 3Ua* = X 

während die simultane Invariante D, welche den Nenner des typischen 
Ausdrucks bildet, gleich C wird. 

Und so wird nach § 103. (15) die typische Darstellung von f: 

(2) C^/-=F,,T« + 2F,,TX-2F,3rV+r^X^-2F,3XV 

"I" 'SS • > 

wo die V die InTarianten bedeuten: 

(3) F., = (««)« (« ty F„ = (a ^Y (a x)* 

F., = (aa)«(«z)» F,3 = (ax)*(az')*. 

Die Ausdrücke (1) sind mit f^ t, % durch die Gleichungen ver- 
bunden, welche den Gleichungen (11) §58. entsprechen: 

(4) C.^ = 2);r^T+2)^^X-2)^xV 

während zugleich 

(5) = fT + it,X-^z^, 

Die Gleichungen (2), (4)^ (5) geben die typische Darstellung nach 
den in § 103. entwickelten Grundsätzen; man kann entweder r, X, V 
oder f, ^, X ^1^™^^^^^^ ^^^ ^^^ Darstellung durch die drei übrigen 
Formen leisten. Die Untersuchung der Coefficienten zeigt^ dass es 
eine bemerkenswerth einfache Darstellung von q> giebt, bei welcher alle 
sechs quadratischen Formen beibehalten werden. 

Nach den Formeln des §60. ist zunächst: 

(6) F,, = (aa)n«^)^ = (**')*=i>i(,t^ = 5 + ^ 

F,3 = («a)n«z)^ = (^Z)^ =D^X^'^+^-^. 

Die Formen aber 

F^ = {afY {afy = {aty (a/J)« (ßa^ 

V,z = («^)* («Z)* = («*)* («-ff)* (-ff«)* = i«Z? («/J)* (/Jo)* 

^3 = (« z)* (« xT)' = (« z)* («fl")* (-ff «)* 

bildet man leicht mit Hilfe der aus der Theorie der biqnadratischen 
Formen oder der Tafel des § 8. folgenden Gleichungen: 
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« 

(« ß)* aj ß,* = jy,« fl,» + -i (xy)* 

indem man darin a:, , x^ und y^, y^ durch ^g, — ^^ oder ;i;2, — %j 
ersetzt : 

(7) ^ ^ . 

Aus diesen Gleichungen erhält man die Combinationeu : 

r,,T+F„x-F^v=c(2+ */•) 

^i3^+^«X-F„V=C7(^^ + ^/-). 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit r, X, —V und addirt, so 
kommt nach (2 links C^q)^ und daher nach Division mit C die ein- 
fache Darstellung: 

(8) (7,p = r^ + x(z+*^)-v(-i* + ^/-), 

vermöge deren 9 als bilineare Function der /*, ^, ^ einerseits und 
der T, V, X andererseits ausgedrückt ist, während "die Coefficienten 
nur i und j enthalten. — 

Wenn C verschwindet, so besteht zwischen ff iff, x ®"i® lineare 
Relation, welche entweder die Form 

(9) ' Z^^f+^i'y 
oder die Form 

haben muss. Aber die Rechnung des § 107. zeigt, dass, mag f ein 
Quadraf sein oder nicht, sobald f mit ^ bis auf einen Factor iden- 
tisch wird, mit % dasselbe geschieht. Der zweite Fall ist also aus- 
zuschliessen , indem er überhaupt keine solche typische Darstellung 
zulässt. In der Formel (9) aber muss man voraussetzen, dass f und 
lif keinen gemeinsamen Factor haben, da sonst auch % denselben 
haben würde. Man kann also die Formen f und ^ bei der Auf- 

28* 
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Stellung der typischen Form zu Grunde legen^ nebst ihrer ersten 
üeberschiebung V. Der Nenner der Darstellung wird die zweite Po- 
tenz der aus f, ij;, W gebildeten simultanen Invariante , welche nach 
§ 58. (15), wenn man /i durch f, f^ durch ^, ^^^ durch —V ersetzt, 
den Werth hat: 

(10) P - ^ i.l>frl>^ - -D*/^) = \\DB + ^D*-A*\. 

Die an Stelle von X, f^, v tretenden ersten Ueberschiebungen 
von f, tl>, ^ werden 

A = (^ Y) *, V, = - i I ^ D^^ - /-D^^l 

und die typische Darstellung wird daher: 

(11) 4 P»9= Tr„ {i>Bf^ -fD„,^y + TT« (tDrr-fBrf)* 

+ 4 T^88 H'* - 2 TF„ (^ Dfn, -fD^^) {i>I),f - fDf^) 
+ 4 Tr„ V (^ D,^ - fD^^) - 4 TT^ V (*D/^- fDf^), 
während 

(12) V« = -ili)^;r^»-22)/r^/^-+2?^^/^|. 

Von den Coefficienteu sind 

TT,, = («o)» {ahf = Lf^ = A 

(13) ^ ^" = ("")* ^"*^'= D** = 5 + *-^ 

den entsprechenden Grossen F gleich; die andern aber werden: 

(\A-\ TF,3 = (ao)« («HO« = (*M')» = 0, (§57.) 

^ ' Wn = {aii,)*{aW)\ TT» = («¥)«(«¥')». 

Um W^ zu bilden, geht man von dei* Gleichung aus 
(a^)« «/= (^ «)« (a |3)* aj = (ffo)»ir,« + i- «,» = ;k + *g^, 
und hat also 

W^ = (Z H»)* + 1 (o V)» = - C [§ 60. (8)]. 

Dagegen erhält man W^ aus (12), indem man a?, = «g, iCj = — «i setzt: 
(15) W^«, = - i { i>// (l>vz + '^) - -ö/t !>«« j 

~ 6 ^ 3 

Losst man also C verschwinden; so kann man den Werth von 
V* eintragen und erhält: 
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(16) 4P»q>^W,,(tl;Df^-fD^^y+W^{tDff-fDf^Y 

Diese Gleichung enthält die Losung einer Aufgabe^ welche sich 
bei den Betrachtungen des § 60. darbietet. Es war dort gezeigt, dass, 
wenn C=Oy q> als quadratische Function von f und einer andern 
quadratischen Form darstellbar sei. Es entsteht die Frage, welches 
diese andere quadratische Form, und welches diese Dar- 
stellung sei. Bis auf die Ausnahmefälle des vorigen Paragraphen, 
in denen die Losung sich indessen von selbst darbietet, ist diese Auf- 
gabe durch die Gleichung (16) gelöst. Die Aufgabe ist ihrer Natur 
nach nicht völlig bestimmt, da man statt jener Form g, welche ihr 
genügt, auch g' ^^xg^ kf einfahren kann. Aber die Gleichung (16) 
zeigt, dass ^ eine solche Form g ist, und giebt die Darstellung von 
(p als quadratische Function von f und ^. 



I 109. Die Formen seclister Ordnung. Fllle» in denen die typische 

Barstellang nieht möglicli ist. 

Bei den Formen sechster Ordnung bilden die Covarianten l, m, n 
(§ 78.) die Grundlage des Systems quadratischer Covarianten. Damit 
die typische Darstellung unmöglich werde, müssen l, m, n einen 
Factor gemein haben; aber wegen des besondem Zusammenhanges, 
in welchem diese Formen stehen, können die beiden hierin liegenden 
Bedingungen auf zwei ganz verschiedene Arten erfüllt werden. Erst- 
lich nämlich kann l mit m nur einen linearen Factor gemein haben 
und n denselben enthalten, was zwei Bedingungen sind. Zweitens 
aber kann m von l nur um einen constanten Factor verschieden sein, 

was auch zwei Bedingungen involvirt; es wird dann n von selbst 
auch nur um einen constanten Factor verschieden, denn es ist 

n =--^ (im)* ij = Je (i7)* ij r= km= JcH. 

1) Untersuchen wir zunächst den ersten Fall. Der gemeinsame 
Factor von l, m, n sei q und 

l = qr, m^qs, n^qt 

Der Voraussetzung nach ist {rs) von Null verschieden, denn sonst 
träte der zweite Fall ein. Bildet man nun die Gleichungen 

(1) w = ix^ {i q) {ir) , n=^ij (i q) {is) , 



* Vgl. Clebsch und Gordan, Annali di mat, ser. IL, vol. I. 
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80 folgt 

ms— »r = iV(i3) K*'')^~"(*^) '"'1 =^^sr).i/{iq\ 

Da nun {sr) nicht NoU, so muss (r'(*9) durch q, theilbar sein 

(2) iJiiq) = q.i, 

wo h eine Form zweiter Ordnung. Führt man dies in (1) ein^ indem man 
fiber (2) die linearen Formen r,, s^r je einmal schiebt, so kommt: 

3m = {qr)k + 2qK{kr), SH = iqs)i + 2q k, {k $). 

Es sind also auch {qr)k und {qs)k durch q theilbar, und da jeden- 
falls einer der Factoren (qr)y (qs) von Null verschieden ist, so muss 
i durch q theilbar sein, mithin 

(3) •,' (ig) = q*.h. 

Es folgt hieraus (19)^ = und »^(igV=r:0; q, muss also auch 
Doppelfactor von t sein: 

(4) i^tf.g. 

In dem vorliegenden Falle muss daher die In 
Varianten relation 

stattfinden. 

Man kann nun in ahnlicher Weise zeigen, dass f selbst den 
Factor q drei&ch enthält. Zu diesem Zwecke betrachte ich die Co- 

Varianten 

5^ {ah^ aj^{aq){ar)a^^ 

{api)^ a,*=(aq)\as) a,*. 
Von der ersten wurde in § 76. (8) gezeigt, dass 

(6) (ar»*a,* = 2A+^. 

Um die zweite zu bilden, fuhren wir in ihr den Ausdruck von 
fM durch { ein und erhalten: 

dagegen ist die zweite Ueberschiebung von («/)*«,* mit •: 
(a t)^ {a iT a,« ij = 2 ( A iV iV A,» + ^ (i 0« iV »V, 

oder nach der Theorie der biquadratischen Formen: 

Bi + AA 

"■ 3 
Daher hat man: 



gerader Ordnung mittelst quadratischer Co Varianten. — § 109. 439 

Nach § 76. ist 

also auch • 

{a t)^ aj (/O + 3 {a /)» aj (a l) i,. 

Statt der rechten Seite des obigen Ausdrucks kann man daher setzen : 
i \aiy h aj {{al) i, - (»7) a^l = - J (aiy a/ /x« - - i P, 

und der gesuchte Ausdruck für {amyajc* ist also: 

(7) (amyaj= ^ - + iP. 

Aus (5), (6), (7) ergiebt sich nun für unsern Fall: 

(a(/)(a5)-a;r* = ^ h^P. 

Hat nun i den Doppelfactor q^, so besitzt nach der Theorie 
der biquadratischen Formen A ihn ebenfalls , und also die ganzen 
rechten Theile der Gleichungen (8). Man beweist also, wie oben, 
indem man die Combination 

{n q) (ar) a/ . 5 — (aq) {as) aj.r= (aq) aj . {sr) 

bildet, dass {aq)ax^ den Factor g* hat: 

führt man aber dies in (8) ein, so sieht man, dass auch 

(gr)g.M, {qs)q.u 

noch den Factor g^, also u nochmals den Factor q enthalten muss, 

dass also 

{aq)aj'^^.v. 

Es folgt hieraus, dass {aq)^as^ = 0\ es ist also g ein dreifacher Factor 
von f, 

und man hat den Satz: 

Wenn 2, m, n einen gemeinsamen linearen Factor 
haben, während die andern linearen Factoren von 
l und m weder Null noch bis auf eine Constante 
gleich sind, so hat % denselben Factor doppelt und 
/'dreifach. 

Dieser Satz lässt sich umkehren: 

Hat f einen dreifachen Factor, so hat i den- 
selben doppelt, 2, m, n haben ihn einfach. 
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Sei näniKch x dieser Factor, y die zweite Veränderliche; dann ist 
J_(rV^_.JVL ^/_ , o/ ^/ V> 

wo jedes der drei Glieder, also auch i, den Factor y?^ enthält; so- 
dann wird 

12.t><j)<r^'*-^y* c x^ r9j ex cif'^ r x^ ry- d j^ dtf^ 

cxdy^cjficiß dy^dx^\^ 
wo wieder jeder Term den Factor x hat; endlich 

m^ 1 Schien g g-i a^/ r^t e>^? ( 
~^24 irjT* c^y* cxdycxcy cy-cx^S 

" ""24)?x^ ay* txdy cxcy^dy^ dx"] ' 
wo jeder Term den Factor x hat. 

2) Ich komme jetzt zweitens zur Charakterisirung des Falles, wo 
m von l nur nm eine Constante verschieden ist, 

(9) m = i/, 11 = *=^/. 

Doch setze ich fit, also auch &*, als von Null verschieden voraus; 
auch das Verschwinden von / würde wegen der Gleichung m = (« If a^* 
das von m sofort zur Folge haben, und ich nehme also auch l als 
von Null verschieden an. 

Ich werde zunächst zeigen, dass l dann kein Quadrat sein kann. 
Es sei 



(10) f= a^JX^^ + 6a^x^^x^ + lba^x^*x^^ + '20a^x^^x, 



3 



i 






wo 



«^o = 2(a^a^-4a^a3 + 3a/) 
«1= (a^a^ — Sa^a^ + Za^a,) 

(12) a^ = \ {a^ flg - 9 a^ a^ + 8 a./) 

«3 = («1 «6 - 3 a^ 05 + 2 rtj «4) 
«4 = 2 («i «ß — 4 aj a^ + 3 a^^). 

Soll nun 2 ein Quadrat, also etwa 

sein, 80 wird 

(13) m = (i 0* iJ = fi (oj 0^1^ + 2 «3 x^ x^ + a^ a:/), 

und da dieser nur um einen Factor von { verschieden sein soll, so 
muss man haben: 
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(14) «3 = 0, «, = 0, 

wenn nicht fi, also auch m und l verschwinden sollen. 

Es hat also auch i den Factor x^^-y denselben besitzt dann auch 
A, und der Ausdruck 

(aZ)2a/ = 2A + ^\ 

Bildet man nun den Ausdruck links , so erhält man 

(i («2 Xi^ + 4 03 x^^ x., + 6 flr.j rr,2 x/ + 4 a^ x^ x^^ + a^ x^^) ; 

soll dieses den Factor x^^ haben, so müssen die Coefficienten \ia^y ^la^ 
verschwinden, oder, wenn l von Null verschieden sein soll: 

(15) «5 = 0, ae = 0; 
daher aus (12), (14): 

(16) a, = 0. 

Bildet man nun / durch die vierte Ueberschiebung von i mit f, 
so kommt 

(17) ? = ~ 4 «^ ttg a;^« + 6 a, (cr^ x^^ + 2(^s^^ ^2)> 

und damit l = x^ werde, müssen die Bedingungen stattfinden: 

(18) — 4«^ /*3 + 6 «^«2 = /*, —12 «2 03 = 0. 

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt entweder a^^O oder 
«2 = 0; aber aus dem Ausdruck von «^ in (12) folgt, dass eins das 
andere nach sich zieht, dass also zugleich 

«2 = 0, «3 = 0. 

was mit der ersten Gleichung (18) wiederum ft = 0, also i = 0, 
w = giebt. 

Die Annahme, dass { ein Quadrat, ist also unmöglich, und man 
hat den Satz: 

Soll m von { nur um einen Factor verschieden 
sein, ohne zu verschwinden, so kann 2 kein Quadrat 
sein. 

Wir können also jetzt 

(19) l=^2x^x^ 

annehmen. Behalten wir Bezeichnung und Gang der obigen Unter- 
suchung bei, so findet sich erstlich durch zweite Ueberschiebung von 
I mit i: 

(20) w = — 2 («4 o?!* + 2 «3 x^ x^ + «3 x^y 

also , damit m von { nur um einen constanten Factor verschieden sei : 

(21) «1 = 0, «3 = 0. 
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Es enthält also i nur gerade Potenzen , daher ebenso A, und 
deswegen auch die Co Variante {alf aj^. Bilden wir diese, so findet sich 

und man muss also haben: 

(22) a. = 0, «4 = 0. 

Bildet man endlich l durch vierte Ueberschiebung von i und f, 
so findet man 

Z = «0 {2a^x^x.^ + a^^x,^^) + 12 a.^ a^ x^ x^ + a^ {a^x^'\'2ay^x^x^, 
also indem man dies mit der angenommenen Form von l vergleicht: 

(23) «oöfG = 0, «^«^, = 0, 

«ü % + 6 "2 ^3 + «4 «1 = ^. 

Hieraus ergeben sich folgende zu unterscheidende Fälle: 

6) «(^ = 0, «0 = ^; 6«2«a+ «4<*i =1- 

c) «4 = 0, «6=0, ao^5+6«aö^3 =1- 

^) «ü = f^; «6 = ^; «0^5 + 6 «^as + ^i «1 = 1- 

a) In diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von % bis aul 
den mittleren, und da ausserdem nach (22) a^ und a^ verschwinden, 
so wird dies nach (12) ausgedrückt durch die Gleichungen: 

fl, «3 = 0, «^«5 = 0, a^ae = 0, «3 «5 = 0, 

während «2 = 1 ^3^ von Null verschieden ist. Es kann daher a^ nicht 
Null sein, folglich verschwinden a^ und «5, und man hat: 

/*= a.) rzij^ + 20 «3 a;^* 0:2' + «e ^2^- 

(24) i = 16 ag« x^ x^ 

V — O^ flo 3/1 »vo* 

6) Die Gleichungen «^ = 0, or^ = 0, «3 = 0, aQ = 0, 02=0, a4 = 
geben nach (12): 

a, 03 = 0, aia^-=0, «2 = 1%*, a^^-r-Sa^a^. 

Wäre nun nicht 0^ = 0, so müsste a^ verschwinden, also auch 
«27 «4 9 und i würde identisch Null. Es muss also 0^ = sein, daher 
f einen dreifachen linearen Factor besitzen, was auf den Fall 1) zu- 
rückführt, indem nur der besondere (in der ümkehrung des Satzes 
dort bereits vorgesehene) Fall eintritt, dass l und m mehr als einen 
linearen Factor gemein haben. 

c) Dieser Fall entsteht aus dem vorigen durch blose Vertauschung 
von x^, x^. 
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d) In diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von f, welche 
einen geraden Index haben^ und die Gleichungen «1 = 0, «3 = sind 
von selbst erfüllt. Man hat: 

f= 2 j:^ Xa ^3 a, a:/ + 10 a^ x^ x^ + 3 «§ x<^^\ 
(36) j = — 8 ag ja, Xj^ — 2 a.^ a;,« x^^ + Ö5 ^/l 

l = 32 ttg {a^ — a, «j) a^j x^. — 

Man kann die Resultate dieser Untersuchung in folgendem Satze 
aussprechen : 

Ist m von { nur um einen constanten Factor 
verschieden, und besitzt /'=0 keine dreifache Wur- 
zel, so ist 

entweder i vondemQuadratevonJnur um einen 
constanten Factor verschieden, und f wird durch 
Einfahrung derFactoren von{ in eine quadratische 
Function ihrer Guben verwandelt*; 

oder / ist eine biquadratische Form, für welche 
I eine der aus Spaltung ihrer Covariante T hervor- 
gehenden irrationalen Covarianten, und f ist das 
Product von l mit einer linearen Combination der 
Form i und ihrer biquadratischen Covariante: 

Untersuchen wir die Umkehrungen dieser SJitze. Die Umkehrung 
des ersten lehren die Gleichungen (24): 

Ist f durch lineare Substitution als quadra- 
tische Form zweier Cuben darstellbar, so ist i Null 
oder das Quadrat der Producte der Wurzeln beider 
Cuben, und l Null oder bis auf eine Constante die- 
sem Producte selbst gleich. 

Was den zweiten angeht, so sind nur noch die Fälle zu unter- 
suclien, in denen eine Form vierten Grades nicht auf die Form 
p^x^ + Qp^x^x.^+p^x^^ gebracht werden kann, während eine ihrer 
irrationalen quadratischen Covarianten 2 Xy^ x^ wird. Im Allgemeinen 
ist dies immer möglich, und man kann, wenn man durch r eine solche 



* Geometrisch: Die sechs f repräsentirenden Punkte zerfallen 
in zwei Gruppen zu drei, und die Punkte jeder Gruppe sind in 
Bezug auf dasselbe feste Puuktepaar (1=0) cyclisch-projectivisch. 

** Geometrisch: Die sechs f repräsentirenden Punkte zerfallen 
in dreiPaare, deren eines (2—0) zu jedem der beiden anderen harmo- 
nisch ist. 
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irrationale Covariante einer quadratischen Form 9 bezeichnet, den 
Gleichungen (25) die Deutung geben, es sei f=x<Py und zugleich 

Hat nun zunächst (p = zwei gleiche Wurzeln, so kann man nach 
§ 48. dem Ausdrucke 9 die Form geben: 

und die quadratischen Factoren von T werden x^ x^ und x^. Der erste 
Fall ist im Obigen enthalten; im andern hat f die Form 

f=z r . 97 = ßj, ^1^ + 15 ^2 ^i^ ^2 7 
daher 

wo i wieder unter die Form xtp-^-XHtp fallt. 

Hat 9 zwei Paar gleicher Wurzeln, g) = r*, so sind die irrationalen 
Co Varianten theils Null, theils bis auf einen Zahlenfactor gleich r, 
also kann man setzen: 

fz=T^ = 6a^Xj^x./, 
und hat: 

t = 16 ag* x^^ x^j 1 = const. x^ Xg. 

Hat 9 eine dreifache Wurzel, (p^AiX^^x^, so fährt H auf x^^ 
und die quadratischen irrationalen Covarianten sind sämmtlich bis auf 
numerische Factoren gleich x^K Man muss also setzen: 

f=z .9 = 6«, Xj^X^, 
und findet 

i = 0, ? = 0. 

Ist q> endlich ein Biquadrat, so sind alle Formen r gleich Null; 
dieser Fall ist also nicht zu betrachten. 

Man kann daher die Umkehrung für den zweiten Theil des Satzes 
folgendermassen aussprechen: 

Ist /*das Product einer biquadratischen Form q) 
mit einer der irrationalen quadratischen Covarian- 
ten T, die sich aus der Zerlegung von Tip ergeben, 
so hat i dieForm x(p + kHfp, l dieForm (itj wox,X,ii 
auch Null sein können. 

Die Auflösung der Gleichung f= führt in diesem Falle auf die 
Lösung der biquadratischen Gleichung 9 = zurück. Aber die zu 
ihrer Lösung erforderliche cubische Gleichung reducirt sich hier auf 
eine quadratische und eine lineare, da von den drei Factoren von T<p 
einer bereits bekannt ist, und die Lösung von /'=0 erfordert daher 
überhaupt nicht die Lösung von höheren als quadratischen Gleichungen. 
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f 110. AasnahmefUle, in welchen eine der CoTariuiten tn, l, % 

Tersehwln^et. 

Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen umfassen alle 
diejenigen Fälle, in welchen die typische Darstellung durch quadra- 
tische Covarianten unmöglich wird , ohne dass eine der Covarianten m, 
/; i verschwindet. Untersuchen wir nun den Charakter der Fälle, in 
denen dies eintritt. Beginnen wir mit der Untersuchung des Falles, 
wo m identisch verschwindet, wobei wir zunächst voraussetzen, dass 
/ nicht Null sei. Wegen der Gleichung § 78. (2), in welcher w, q 
jetzt verschwinden, hat man nothwendig (7=0, daher, wenn man in 
der letzten Gleichung § 78. (9) J./m = setzt, auch B = 0. Damit 
aber verschwindet An [§ 78. (9).], und / ist also ein Quadrat, i ent- 
hält einen dreifachen linearen Factor. In der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen für den Fall, dass l ein Quadrat, wurde aber 
geschlossen, dass dann 1=0 sei, und man hat also den Satz: 

Wenn m identisch verschwindet, so verschwin- 
det auch l. 

Gehen wir also zu dem Falle / = über und nehmen zunächst 
an, dass i nicht verschwinde. Nach der Gleichung 

ist dann 

also entweder i von A nur um einen Factor verschieden, daher i ein 
Quadrat, oder ^ = 0, A =0, also i ein Biquadrat, was nur ein beson- 
derer Fall des ersten ist. 

Unterscheiden wir afso die Fälle: 

1) i c= 6 «2 Xi^ x^ 

2) i^a^x^^ 

1) Da J = (ai)*öjp* hier verschwinden soll, so hat man 

«j \a^x^ + 2 a^Xy^ x^ 4- a^x^\ = 0, 

also, da a^ nicht verschwinden darf: 

«2 = 0, «3 = 0, a4 = 0. 

Hierdurch redudren sich die der Form von % wegen eintretenden 
Gleichungen 

«0 = 0, «1 = 0, «3 = 0, «4 = 
auf: 

00 06 = 0, a^ae^O, 
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während 

«2 = i ötj, ÖTg 

nicht verschwinden darf. Es bleibt also nur übrig: 

«1 = 0, 0-6=0, 

Wenn 1 = und i kein Biquadrat, so muss /*sich 
aus zwei sechsten Potenzen linear zusammensetzen, 
und umgekehrt führt diese Form immer auf f = 0.* 

2) In diesem Falle führt die Gleichung ?=(atya«^ = Ü auf 

also auf 

a4 = 0, «5 = 0, a^ = 0. 

Zugleich müssen a^, a^? ^s; ^4 verschwinden, was die Bedingung 

giebt: 

aj = 0. 

Es wird also 

/*= % x^ + 6 a^ fl?!^ x^ + 15 «2 ^1* x^. 

Wenn l verschwindet und i ein Biquadrat ist, 
so hat f einen vierfachen linearen Factor und um- 
gekehrt. 

Es bleibt nur noch der Fall zu behandeln, wo i identisch ver- 
schwindet. Dies tritt erstlich ein, wenn f eine sechste Potenz ist. 
Soll dieser Fall nicht eintreten, so hat es jedenfalls zwei verschiedene 
lineare Factoren, und indem man solche zwei durch Xy^ x^ bezeichnet, 
kann man aQ = 0, a^^O annehmen. Die Gleichungen, welche das 
Verschwinden der a ausdrücken, werden dann 

(1) = 2 ag ttg — 3 a^ a^ = 2 a^a^ — 3a^a^ 

= Sa^^ — 9a2a^» 

Man sieht aus denselben, dass, wenn a^ = 0, auch a^ und aj 
verschwinden und / die Form hat: 

(2) f= 6 xy (a^x^^+a^x^*^). 

Ist a, nicht Null, so findet man aus (1), dass dann alle anderen 
Coefficienten auch nicht verschwinden können; man kann sie also 
aus (1) bestimmen durch die Formeln: 



* Geometrisch: Die sechs /* repräsentirenden Punkte sind cyclisch- 
projectivisch. 
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und es wird daher 

3 

was, wenn man eiue lineare Transformation anwendet^ wieder auf die 
Form (2) zurückkommt. 

Die Gleichung (2) und die Form einer sechsten Potenz umfassen 
aber genau alle Formen , welche die Covariante T einer biquadratischen 
Grundform annehmen kann. Man kann also den Satz aussprechen: 

Die Bedingung, dass i verschwinde, ist identisch 
mit der Bedingung, dass f die Covariante sechster 
Ordnung einer biquadratischen Form sei. 

Die Eigenschaften, welche die Form f in diesem Falle besitzt, 
werde ich im folgenden Paragraphen entwickeln. 



f 111. Untersuchung einer Form sechsten Grades 9 welche Covariante 
sechsten Grades einer hiqnadratischen Form ist« 

Es entsteht hier die Aufgabe, wenn eine Form f gegeben ist, 
welche Covarijmte sechsten Grades einer biquadratischen Form werden 
kann, die biquadratische Form tp zu finden, deren Covariante T die 
gegebene Form ist. Diese Aufgabe ist nicht völlig bestimmt; denn 
genügt eine Form 9 derselben, so genügt ihr auch noch die Form 

wenn x, X beliebige Parameter bezeichnen und die Constante c nur 
passend als Function dieser Parameter bestimmt wird. 

Ist zunächst f eine sechste Potenz, etwa jp/, so muss 9 einen 
dreifachen Factor p^g haben, und es wird 

eine Lösung, wo q eine beliebige lineare Form und c nur so zu 
bestimmen ist, dass die Covariante Ttp der gegebenen Form auch 
absolut gleich wird, nicht blos bis auf einen constanten Factor. 

Ganz allgemein aber wird die Aufgabe gelöst durch die Formel, 
welche in § 42. zwischen der biquadratischen Form und ihrer Covarian- 
ten aufgestellt wurde, und welche, wenn q> die biquadratische Form 
ist, die Gestalt annimmt: 

Setzt man in dieser Formel für T die gegebene Form f ein und 
betrachtet y^, y^ als constante Parameter, so giebt die Form 
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4 (^xy) c . a/ a 



3 



y 



die allgemeinste lineare Combination von q) und H, und demnach die 
allgemeinste Lösung unserer Aufgabe, wenn man nur noch die Con- 
stante c gehörig bestimmt. Nach § 41. ist die Covariante T der Form 

4c . (xy) T,^ Ty^ = c ,lq> (X) H^(y)- <piy) Hg^ix)] 

1 * Vi " 

c> . T (x) . Q [H^ (y) , -<p(y)]=-2c»T{a;)r«(y), 

und also gleich T{x), wenn 

-2(^,T^y) = '^2(^P(y) = l 

gesetzt wird. Die zu f gehörige allgemeinste biquadratische Form 
ist also 

4 (xy) . aj aJ 

l/-2/^(y) 

Der hier vorliegende Fall ist unter den in diesem und dem vori- 
gen Paragraphen behandelten auch dadurch ausgezeichnet, dass in 
ihm nicht sofort die Auflösung der Gleichung f=0 sich darbietet, 
wie dies in allen anderen Fällen geschieht. Man kann nun die Lösung 
der Gleichung f=0 an die Darstellung der zugehörigen Form vierter 
Ordnung anknüpfen, indem man die Lösung derselben verfolgt, also 
die zugehörige Form H^ bildet, und aus ^ und J3^ die drei irratio- 
nalen quadratischen Co Varianten von ^ zusammensetzt, welche denn 
nach der Theorie der biquadratischen Formen zugleich die Factoren 
von f sind. 

Aber man kann zur Auflösung der Gleichung f=0 in diesem 
Falle noch einen zweiten eleganteren Weg einschlagen, welcher auch 
zugleich auf eine zweite Darstellung der zu f gehörigen biquadraüscheu 
Form ^ führt, und welcher zugleich tiefer aus der Natur der Formen • 
sechster Ordnung geschöpft ist. 

Dieser zweite Weg, die Gleichung /"= in diesem Falle zu lösen, 
beruht auf folgenden Betrachtungen. Ich entwickle zuerst den Ausdruck 
für das Quadrat der zu f gehörigen Covariante zwölfter Ordnung T, 
welche aus der ersten üeberschiebung von f mit H entsteht. Nach 
der Formel (10) des § 35. ist demnach: 

(2) T^^-^{P{HHyH/H'J-2fH.{aHya:c^HJ + H^\, 

Die Darstellung der beiden Formen 

erfordert etwas Rechnung. Nach den Formeln des § 8. hat mau 

.ox {aby aj^ l:? &/ = Hs^ Hy^ +\i. [xyf 

^ ^ {cd)^cJd/Cyd =HJHy^^^i.{xyy. 
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Setzt man in der zweiten dieser Formeln yi = a^, y%^=~^iy ^^ 
hat man: 

{aHy aj H/ = ^\ if + {cdf {ac) {ad) . cj dj aA 

Der zweite Theil der rechten Seite verschwindet; denn wenn man 
darin a, Cj d cyclisch veriauscht und die Summe aller entstandenen 
Ausdrücke bildet^ erhalt man 

{cd) {ac) {ad) c/ dj^ a/ \ ^cd) a^ + {da) Cjr + (ac) d,\ = 0. 

Es ist also erstlich: 

(4) {aH)^aJHJ^ = ^if: 

Schiebt man zweitens die beiden Ausdrücke (3) zweimal über 
einander, indem mau sie als Functionen der y betrachtet, so ergiebt sich: 

(5) {HHy H/ H'J = {aby {cdf {hc) {hd) aj^ bj cj c?,« - ^j i H. 

Im ersten Theile der rechten Seite wendet man nun die Identität 

3 {hc) {cd) {dh) bs c, d, = {bcf dj + {cd)^ hj^ + {dbf cj 

an, welche aus 

{b c) ds + {cd) br + (d &)<?* = 

durch Cubiren hervorgeht, und hat dann, ind^m man gleichwerthige 
Temie zusammenzieht: 

(6) {HHJ HJ irj = - 1 1 2 (a 6)2 {cd) {b cf a/ 6, c,^ dj^ 

^•{abf {cd)' a/ b^' cj rf*' 1 - ^ 

wo 

3f = (abf {cd) {bcy aj b^ cj d^K 

In M vertauscht man b mit r, addirt den neuen Ausdruck zum 
vorigen und dividirt durch 2. Dann wird: 

Jtf = t {hcf a/ bs c, d/ t aby {cd) c. - {acY {bd) bA , 

oder wenn man im ersten Theile rechts 

{ab) Cjc = {ac) b^ — {bc) a^ 
setzt : 

= ^ {bcy a/ 6, Cx d/ \{ac) b^ [{ab) {cd)-{ac) {bd)]-iab) {cd)(bc) a,] 
=-''l{bcyas*b^CsdJ\{ac){ad 6^ + («&) (cd)a,} 

wo 

P = (ft cy (a c) (a d) a,* bj c^ d,^ 
Q^{b cy {a b) {c d) aj" b, c, d/. 

Clebicb, Theorie der bin&ren algebr Formen. 29 
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In P kann man das Symbol von 

einführen und erhält 

P=: a»^ dg^ {ai) {ad) tj 
= ^a:,*d:,^{ad)[(ai)d:c-{di)a^]iJ = :^Hi. 

Um Q zu bilden ; geht man von der aus den Gleichungen des 
§ 8. folgenden Formel aus: 

(6 cY b, by Cjc Cy = is^ iy^ — i -4 . (a:y)% 
verwandelt sie zunächst in 

(6 cy 6x Cx by c, = *x* iy »» — i -4 (xy) (xjs), 

und setzt dann y, =a2, y8 = — ^i, ^i = tZ^> £rjj = — rf^. Man erhält dann: 

^ = - i,8 (ia) (id) a,* rf,* + i^r 

Demnach hat man nun: 

12 ^ 2 2 ' 
und also aus (6) den gesuchten Ausdruck: 

(7) {HHyHJH'J^^^Ar-^pf-^iB. 

Die Gleichung (4) aber verwandelt sich mit Hilfe von (4) und (7) 
in die Relation: 

(8) T^=^^{^Ar^^pr-:^iHr+H^\ 

In dem vorliegenden Falle nun^ wo t identisch verschwindet, 
vtrird damit auch p = (a«y f^'a«^ identisch Null, und es bleibt also 
die Gleichung: 

(9) T»+4r=-*^'- 

Da nun, wie leicht zu sehen ^ hier f, H und T keinen Factor 
gemein haben, so folgt, dass die beiden Factoren der linken Seite 



^■^ 6 ' 6 

vollständige Guben biquadratischer Formen sein müssen; man kann 
also solche biquadratische Ausdrücke u, v bestimmeUi dass 
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Auch u und v können keinen Factor gemein haben, da T und /* kei- 
nen gemeinschaftlichen Factor besitzen ; bildet man also die Gleichung 

= (tt— v) {u—€v) (i4— «*t;), 
so folgt y dass die biquadratischen Formen 

u — v, U—BV, U — £^V 

die Quadrate von quadratischen Formen , den Factoren von f sind. 
Man kann daher die Losung der Gleichung f=0 in folgenden Satz 
zusammenfassen^ indem man die Werthe von u und t; aus (10) einführt: 

Die Form f zerfällt (abgesehen von einem con- 
stanten Factor) in die drei ^quadratischen Factoren, 
welche man aus dem Ausdrucke 

erhält, wenn man darin für s die drei dritten Wur- 
zeln der Einheit setzt. 



f 11t. Typische Darsiellang der Form sechster OrdBUBfl^y wenm B sieht 

versehwindet. 

Ich gehe jetzt dazu über, die typische Darstellung für diejenigen 
Fälle zu entwickeln, in denen sie möglich ist. Dabei sind zwei Fälle 
zu unterscheiden, je nachdem R von Null verschieden ist oder nicht. 
Beginnen wir mit ersterem. 

Wenn R nicht verschwindet, so kann man in den Formeln des 
§ 103. ü, M, N durch 2, m, n ersetzen; der dort durch D bezeichnete 
Nenner wird gleich iZ, und indem man die Bezeichnungen 

l = {mn)mxnx 

(1) iA = {nl)njclx 

V = (Im) Ix fnx 

beibehält, wird nach § 103. (15j: 

(2) R^ f^ a^i A« -h 3 a,,, k^ii + 3 a,,, k^v + 3a,^X(i^ + 6 a,,, X^v 

+ 3 a,33 A 1/2 + a^ /*^ + 3 «223 ft* 1/ + 3 Ogsj fi v* -I- a^ v^, 

wo die Coefficienten durch die symbolischen Gleichungen 

«lu = («Q^ («0* («O' a«ö = (a w)«(a w')*(a w")» 

«113 = (« 0* (« 0* (« ny «221 = (a my {a w')* (a If 
(3) aas3 = (««)*(«w7(aw'7 

a^,=^{anY{any{aiy 

«332 = (ö^)* i^^y i^^y 

«123 = (ö^)*(ö^w)« (an)« 

29* 
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definirt sind, und ly m^ n mit A, ^, v durch die Gleichungen zu- 
sammenhangen [vgl. § 58. (7), (11)]: 

Rl =Att X + Äi„ li + At„ V 

, .V Bfn = ^„ / A+ ^m« fi + A^n V 

Um die Coefficienten oa* zu berechnen, gehe ich von den Aus- 
drücken der drei Covarianten 

(a l)^ a/, (fl my a,S (a nf a/ 
aus. Nach § 109. (6), (7) hat man 

{amf aj" = ^ + i P. 

Um den Ausdruck der dritten Covariante zu finden , schiebe ich 

zunächst % zweimal über die zweite Gleichung (5) und erhalte links 

die Form (am)* (a»y ix*«x*; rechts wird au9 i jetzt A, aus A wird 

IM 
[vgl. § 40. (8)] -^ ; endlich ist, wenn P=: 9^^ gesetzt wird, nach § 8.: 

und daher die zweite Ueberschiebung von i über P: 

Daher ist endlich 

r ^«r •^2 2-2 B^ . ABi ml , j . 
(amy (atf a/ tj = —^ — | — j^ — \'-^-^Atiiy 

oder wenn man für Att seinen Werth aus § 78. einfuhrt: 

(6) ^amy(^aiyaJi,^=^^f^+'^K 

. Der gesuchte Ausdruck ist 

(a ny a,* = (a iy (i my a^* ; 

also wenn man hiervon die Gleichung (6) abzieht: 

(an)^a,^ = ^~-- + ^^ + (a0^ax« {(tm)«a,*- (afnyij\. 
Der letzte Theil rechts ist gleich: 
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Aber wegen der identischen Gleichung (§ 7ü.^ Satz 1.) 

(a iy üj? i* == 

ist auch, indem man dies einmal über % schiebt: 

(a if \a^ (m i) + 3 a^? {n% a) i^] Wjr =-~ , 

und man kann daher für obigen Ausdruck setzen: 

«11 7 

\ (a if ni:^ aj J (m i) a^ - {m a) ia: | = i {aif a,* m^^ = -,r • 



Daher wird nun: 






und man hat also die drei analogen Darstellungen: 

(a ny aj=- ^ \'ml. 

Um diese Formeln anwenden zu können, bildet man ihre zweiten 
Polaren. Es ist nach einer oft angewandten Formel: 

(8) A,* A/ = {iif ij r,/ -^B. (xyy, 

lerner nach dem Obigen, wenn q)j.*2=iP: 

endlich wenn man diese für jede quadratische Form l giltige Formel 
nach den Coefficienten von l differenzirt und mit denen von m mul- 
tiplicirt und ^ = m2 setzt: 

(10) tJ' V = i (mjly^ + m/ IJ) - i -^«.1 {xyY. 

Die Gleichungen (7) führen daher mit Hilfe von (8), (9), (10) 
auf die Gleichungen: 

(a t)^ aj a/ = 2 (i i')* ir' iV -^B{xyY+ 1 A . ij' i,« 

(a mf aj a^» = ^ ij i,^ + ^ (i »')« ij t\* - ^ {xyf 

(11) + i y V - M« (a;y)* 

B B^ C 

+ i {m^'V+myHJ) - i ^„, (:r t/)^ 
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Setzt man hierin statt x^ und —x^f statt y^ und — y, in allen 
Gombinationen die Werthepaare \, 2^; m^^ m^; n^j n^y so findet man 
die gesuchten zehn Coefficienten. Doch ist es zweckmässiger , zunächst 
nur für die y jene Werthe zu setzen, und auf diese Weise zunächst 
die Formeln abzuleiten, welche die sechs quadratischen Co Varianten 

(a Z)« (a 0* a*S (« If (a nif aj etc. 

(und zwar ohne Nenner) linear durch 2, m, n ausdrücken. Man hat 
dann nur zu beachten, dass . 

(im)^ihy%J = iJiiny^q = iBm+l,Cl [§78. (2)] 
{iny (i iy »V = iJ (ig)« = J £n + i C m, 

sowie dass 

A 7? 
^/i=2C+^, ^„i = |(BH^C), A.« = ^„, = D, 

^««- 3 + 3 + 9 • 

Auf diese Weise erhält man: 

9 7? A 

(oO*(«») «* =-y- ^ + V'3'"^ — 6~)*""*"¥" 
(12) (a»n)«{am}*o,« = (^-^ + — g-jJ— 3»»+ 3"» 

(an)«(an)W= ("g- + -ß" + — 9— j ' + ( 2— IS" j '" 

/jB« , 2ÄC\ 

Es ist sehr leicht, hieraus die Coefficienten aikh abzuleiten. In 
der That aber genügen die Ausdrücke (12) selbst bereits vollkommen 
für die typische Darstellung. Denn multiplicirt man dieselben der 
Reihe nach mit 

l\ 21(1, 2Xv, ii\ 2iiVy v^ 

und addirt, so erhalt man rechts 

ax* [iaiy X + iamy fi + (an/ v] [(«0« A + (^am') ft« + (,any v] , 
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was nach § 58. (10) gleich ^. a^r^^E'./' ist. Bezeichnet man also 
die sechs in Z, m, n linearen Ausdrücke (12) durch 

9>/l; <Plmy SPinf SP^m, ^mnf <Pnu, 

SO ist 

(I3j IP.f=z q>u A* + 2 q>im Afi + 2 9)/« Iv + tpmm f** + 2 (JP«„ ^LV + fpnn V^\ 

und es tritt auch ein weiterer Nenner nicht auf, wenn man X, n, v 
durch If m, n ausdrückt, da die Quadrate und Producte von X, ia, v 
durch l, w, n ohne Nenner darstellbar sind, wie die Formel (3) des 
§ 58. lehrti Mit Bezug auf diese Formel kann man die Gleichung (13) 
durch den folgenden Satz ersetzen: 

ManerhaltiZ^./* durch Z, m^ n ausgedrückt, wenn 
man in dem Ausdrucke 
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die Quadrate und Producte der te, v, w durch die 
sechs Ausdrücke (12) ersetzt. 



I 118« Fall 9 wo B Tersehwindet, 

Wenn jB = 0, so kann man A^iAmm — A?mi als von Null ver- 
schieden voraussetzen; denn wenn jener Ausdruck, die Resultante von 
m und I, zugleich mit 22 verschwindet, so haben nach § 109. die 
Formen Z, m, n einen gemeinsamen Factor, wenn nicht selbst eine 
oder mehrere von ihnen identisch verschwinden, Fälle, in welchen 
eine solche typische Darstellung nicht mehr 'möglich wird. 

Setzen wir also JR = 0, aber AnAmm — A^nt als von Null ver- 
schieden voraus, und führen daher als Grundlage der typischen Dar- 
stellung die Govarianten l, m und 

v=:{lin)lsfns 
ein. Nach § 104. (3) wird der typische Ausdruck von f dann : 

^^^ 'Si K«^"')*(i^-«.-««^»)+(oOT«0*(»»^"-i^»i) + 2(o»''«)«vj, 
während 

Bemerken wir nun, dass die beiden Seiten der Gleichung (1) von 
ungeradem Grade sind, ebenso wie {, m, während v von geradem 
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Grade ist. Daher müssen die Coefficienten vou Pv, Imv, m-v, v^ 
nothwendig Invarianten ungeraden Grades sein. Aber unter den Fun- 
damen talinvarianten ist nur eine vou uugeraüem Gerade, nämlich iZ. 
Jene Coefficienten müssen also R als Factor besitzen , mithin in dem 
vorliegenden Falle verschwinden. Und so kann man an Stelle der 
Gleichung (1) die folgende setzen, in welcher der Werth von v^, sowie 
der entsprechende aus (2) folgende Werth vou (tti/)*(ai/')* bereits 
eingetragen ist: 

1=1 
+ 3lA^^P--2A^iml+Aiim^\ 

. Um« {al) (aO* - 2A„t {aiy {amy + Au {am)* {arnji 
. l{ary {lA^n.'^mAin,) + {amy {mAii-lA^i)i. 

Diese Gleichung zeigt erstlich, dass in diesem Falle /* eine cubische 
Form von l und m allein ist; zweitens, dass in den Coefficienten nur 
noch die vier Ausdrücke zu bestimmen bleiben, welche aus symbo- 
lischen Factoren (ai*'0*j {am^'^y zusammengesetzt sind, und welche 
im vorigen Paragraphen durch 

^1117 ^1127 ^122; ^222 

bezeichnet wurden. Man erhält dieselben aus den Gleichungen (12) 
des vorigen Paragraphen: 



«111= ö" -4.//-f ^ ^/m-J-2^„ 

Ö|i2 ^^ ö~ Ami \ ~^ '^mm'T^ -^mn 



2C , ,B. ,A, 






®122 ö~ -*'*^ml I "q" -^mm "F .." -^/im 



fB*4AC\. C. ,B. 
_(Sl,iAC\^ C B 

Der zuerst erwähnte Umstand giebt die Losung der Gleichung 
sechster Ordnung /'=0, wenn ihre Invariante R verschwindet. Be- 
zeichnen wir den rechten Theil der Gleichung (3) durch 9(/, w, so 
können wir folgenden Satz aussprechen: 

Die Gleichung f=0 ist algebraisch lösbar, so- 
bald ihre Invariante R verschwindet, und zwar 
geht sie dann durch die Substitution 
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(4) g=^ 

in die cubische Gleichung 

über. 

Hat man diese Gleichung gelöst ^ so bestimmt jeder Werth von g 
zwei Werthsysteme x^y x.^. Man findet diese, indem man die Gleich- 
ung (2) zu Hilfe nimmt. Indem mau in dieser l==mz setzt, hat man 
nun die beiden Gleichungen ^ 



aus welchen die Verhaltnisse x^ :x^x^:x^ sich linear bestimmen. Die 
beiden verschiedenen Werthsysteme, welche demselben z zugehÖren, 
sind durch das Vorzeichen der Quadratwurzel unterschieden. 

Die geometrische Bedeutung dieses Falles ist sehr einfach. Da 
{ und m der Voraussetzung nach keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, so kann man nach § 57. zwei lineare Ausdrücke finden, aus 
deren Quadraten sich { und m linear zusammensetzen; es sind dies 
keine andern, als die Factoren von v. Aber dann gehen auch die 
drei linearen Factoren von 9(/, m) in Aggregate derselben Quadrate 
über, und man kann sie durch 

darstellen. Mit andern Worten: die drei linearen Factoren von 9(^,1») 
liefern Elementepaare einer Involution, und man hat den Satz: 

Wenn JR = 0, ohne dass m, l einen linearen Factor 
gemein haben, so entsprechen der Gleichung /'=0 
drei Elementepaare einer Involution.* 

Dieser Satz lässt sich umkehren. Wenn die Wurzeln von f=0 
drei Elementepaaren einer Involution entsprechen, so braucht man 
nur die Doppelelemente der letzteren zu Grunde zu legen, um der 
Function f eine Form zu geben , in welcher alle Coefficienten unge- 
rader Potenzen verschwinden. Dann enthält aber auch i nur gerade 
Potenzen, daher auch {, m, n. Es müssen also l, m, n die Formen 
annehmen : 

fn= nii x^ + m^ x^ 
n = M^ x^^ + n^ x^, 

und die Determinante ü ihrer Coefficienten verschwindet also, wie 
zu beweisen war. 



* Siehe Salmon, Lessone etc. 
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1 114. Die Modalargrleichnng für die Transformation fünfter Ordnung der 

elliptischen Functionen. 

In einem ganz andern Sinn, als bei dem Verschwinden von R, 
kann man diejenigen Gleichungen sechsten Grades als auflösbar be- 
zeichnen, in welchen gleichzeitig die Invarianten A und C i^erschwin- 
den. Diese lassen sich nämlich durch eine lineare Substitution in die 
Modulargleichung für die Transformation fünfter Ordnung der ellip- 
tischen Functionen überführen, und der zugehörige Modul der ellip- 
tischen Functionen wird durch eine reciproke biquadratische Gleichung 
bestimmt. Da andererseits in der Theorie der elliptischen Functionen 
die Lösung der Modulargleichung durch einfache transc^dente Mittel 
gelehrt wird, so ist die Lösung der angegebenen Classe von Gleich- 
ungen sechsten Grades, wenn auch nicht mehr durch ausschliesslich 
algebraische Mittel, dadurch gegeben. 

Die betreffende Modulargleichung ist nach Jacobi, Fund. S. 27: 

(1) r^ -f 4 M^ v* -f- 5 ti' v* — 5 w* t;^ — 4 w t; — M^ = 0, 

wenn x = ti^ der ursprüngliche, X = v^ der transformirte Modul ist. 
Diese Gleichung aber geht durch die lineare Substitution 

wie eine kleine Rechnung lehrt, in die Form über: 

(3) jei« + 5if*+15j?«-4jef^~5=:0, 

wo 

^^) ^- x(l--x^J 

der einzige nicht numerische Coefficient der Gleichung ist. 
Setzen wir 

(5) -=f 

m 

wo S, 17 lineare Functionen von x^y x^ sein sollen, deren Dei^mi- 
nante durch r bezeichnet werden mag, so nimmt die Gleichung (3) 
auch die Gestalt an: 

(6) <]f>(6;i?) = 0, 

und 9> ist dabei die homogene Function sechster Ordnung: 

(7) g) = r + 5g*ij«+log«ij*-4(*|ij*-5ij«. 

Bildet man nun die Covarianten und Invarianten von /*% so erhalt 
man sogleich: 



^ Vgl. Gordan, Annali, Ser. II. t IL; Joubert,«Compte8 Bendus, 1S67. 
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(**) i =-|(r-/t|'ij-6$*ij« + /tgi,» + i,«).r«, 

daher, als InTarianten von i: ■ 

(9, ' •8=¥(i<' + ''*)"* = ¥.-^p^'" 

c=o. 

Durch die vierte Ueberschiebung von i mit f findet oian wtiter 
(10) J=_|,«.r-S 

sodann, indem man diese Form und die folgende mit i combinirt: 

m = - 1- ^ (2€* - /tSi? - 2ij») . r» 

und hieraus ergeben sich weiter die luTarianten: 

(12) ^ = -f »-•' ^ = ^'-'> 
sowie die Govariante 

(13) d = (nl) n, i, == - ^ gl? . r-'. 

Es erhellt hieraus die charakteristische Eigenschaft der Modular- 
gleichungy dass ihre InTarianten A und C verschwinden. Man 
ist daher in^ Stande, gemäss den Principien des § 103. (deren Anwen- 
dung sich indess hier sehr yereinfacht) jede Gleichung sechsten Gra- 
des, bei welcher die Invarianten A und C verschwinden, in die Form 
(3) oder (6) zu bringen. In der That, ist f irgend eine Form, welche 
diese Eigenschaft hat, und bezeichnet man durch obere Striche die 
aus ihr abgeleiteten Formen, so hat man, unter der Voraussetzung, 
dass dieselbe durch eine lineare Substitution mit der Determinante r 
in (p{if fl) übergehe, nach dem Vorigen die Gleichungen: 



(14) 



D = 


16 


B = 


48 ^ 


l = 


-^l'r-* 


ft - 





.vO 
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oder mau hat 



(15) 



16D 
t] BH 



Die letzte Formel giebt eine lineare Substitution, da l und ^, 
sobald -/l = 0, C~0, stets einen Factor gemein haben. Es ist näm- 
lich die Resultante von ^ und l nach der Bezeichnung des § 58.: 

Nun ist D^i gleich Null, weil ^ eine Functionaldeterminante und { 
eine ihrer constituirenden Functionen ist (vgl. § 58.); und nach 
§ 78. (9) wird 

I)i, = Au = 2C-\-^, 

also Null, weil A und C verschwinden. So ist also die Resultante 
von ^ und l gleich Null, und diese Formen haben einen gemein- 
sameu Factor, nach dessen Entfernung die letzte Formel (15) rechts 
in Zähler und Nenner linear ist. 

Die Formel für ~ hängt von r* ab, während nur r* völlig, H 

nur bis auf das Vorzeichen bestimmt ist. Geht man von einem 
Vorzeichen von r^ zum entgegengesetzten über, so ändert sich nach 
der zweiten Formel (15) auch das Zeichen von ft. Das Quadrat dieser 
letztem Grösse ist wiederum völlig bestimmt, und zwar auf doppelte 
Weise. Aus (15) erhält man 

,_ 48MZ«r« _ 144 JB^ 

** "" U« "" "BW' 

dagegen aus (9): 

Die Vergleichung beider Ausdrücke giebt 

^ ^ 9 2 ' 

dies ist nichts anderes als die Form, welche die Identität § 78. {V>] 
annimmt, wenn A und G verschwinden. 

Durch die Gleichungen (15) sind also — und ^ bis auf ein ge- 
meinsames Vorzeichen bestimmt. Dass es auf dieses nicht ankommt, 
sieht man aus der Gleichung (7), welche sich nicht ändert, wenn man 
1} und f( zugleich das Zeichen wechseln lässt. Setzen wir also 



gerader Ordnung mittol^t quadratischer Covarianten. — $ 114. 461 

(16) r^ = --__., 

wo das Vorzeichen der Wurzel irgendwie bestimmt sein mag. Es 

wird dann 

12 R 



(17) ^^yjiJL'' 

Diese Sabstitution fährt zu der Form (7). Will man eu der Mo- 
dulargleichung selbst Qbergeheu, so muss man daher die Substitution 

anwenden. Die Grosse u bestimmt sich, da u*—x, aus der Gleich- 
ung (4): 

und man erhält 16 verschiedene Substitutionen (18), indem man die 
vier Wurzeln x der Gleichung (19), und die vier aus jeder derselben 

fliessenden Werthe der Grösse u=^y k anwendet. 

Nachdem auf diese Weise die Form f in die Form der Modular- 
gleichung gebracht ist, kommt auch ihre Auflösung auf die der Mo- 
dulargleichung zurück. Denkt man sich v der Theorie der ellip- 
tischen Functionen gemäss bestimmt, so giebt die Gleichung (18) die 
Wurzeln der Gleichung /'=0 auf lineare Weise. Die Grösse u war 
dabei nur bis auf eine vierte Wurzel der Einheit bestimmt; aber 
wenn man u um eine solche, £, ändert, so muss in Folge der Gleich- 
ung (1) auch V um b geändert werden, und die rechte Seite der 
Gleichung (19) erfährt keine Modiiication. 

Ebenso wenig wird die Auflösung geändert, wenn man an Stelle 
einer Wurzel x der Gleichung (18) eine der drei anderen treten lässt. 
Ist nämlich x eine Wurzel jener Gleichung, so sind die drei anderen: 

- _ i- - - In? — 1+? 

Es treten also, wenn man eine dieser Wurzeln statt x einf&hrt, 
an Stelle von u die Grössen 

Zugleich aber sind dann an Stelle der Wurzeln v der Modular- 
gleichung in (19) die Ausdrücke zu setzen: 



«3 = ^8 
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„ ^^ (l + 9CX^)v-(x-'X^)u ^ (l + xx^)v^{x — x;ju 

^ '{i + xx^)u + {x-x,)v' 2 «» ( 1 + ^ x,) ti + ( X - X,) r ' 

_,, (l + xx3)t;-(x-x^ti 
(l+xx3)ti + (x-Xs)t;' 

wodurch die Modulargleichung befriedigt wird^ indem nicht blos [i, 
sondern auch js seinen Werth beibehält^ und also auch die Losung 
(18) unserer Gleichung sechsten Grades uugeändert bleibt. 

1 116« Die Oleichnng für den Mnltlplloator der TraBsformatioa fnnfler 

Ordnung der elliptischen Fnnetion. 

Eine andere Classe von Gleichungen sechsten Grades , welche mit 

Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen losbar sind , erhalt man 

durch Betrachtung des dem Modul X entsprechenden Multiplicators. 

Ist in Folge einer der im Vorigen benutzten Transformationen fQnfler 

Ordnung 

dy 1 dx 

SO hat man M= -^ ^ . Dieser Zusammenhang von M mit v 

ist kein linearer mehr, und daher genügt M einer Gleichung sechsten 
Grades mit Invarianteneigenschaften, welche von denen der Gleichung 
f&r V verschieden sind. 

Wie Hr. Brioschi gezeigt hat, wird die Gleichung fQr 

die folgende**: 

(1) iS«-4ip5 + 256««x7(£r+l) = 0, (x'«=l-x2). 

Das Charakteristische dieser Gleichung ist zunächst, dass die drei 
mittleren Glieder fehlen. Setzt man aber 

(2) ^ = '^1' 

multiplicirt noch mit einer beliebigen Constante, und setzt die Gleich- 
ung in der Form an: 

(3) aor + 6aJ*i2 + 6a5|ijS + aeij« = 0, 

• 

so bleibt zwischen a^, a^, a^, a^ die eine Relation bestehen: 

(4) ao«e + 9«i^ö = 0. 



* Jacobi^ Fimd. S. 26. 
** Annali di matematica, Bd. 1, S. 177. 
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und um (3) in (1) überzuführen, hat man die Gleichungen 



«i = --tr9f** 



2 
3 



128 , ,, 

öe = 256 p X* x«. 
Man findet daraus , die Gleichung (4) Torausgesetzt, 



(5) ^=:- 



2«" ;8 je'« = - -?5l^ , 



3a/ 324 ai* 

ans welcher letztem Gleichung sich mit Hilfe einer quadratischen 
Gleichung x' ergiebt. 

Um nun aber weiter den allgemeinen Charakter der Gleichungen 
zu untersuchen, welche die Form (3) annehmen können, bilde ich die 
Invarianten derselben, indem ich S; V als lineare Functionen von x^, x^ 
betrachte, deren Determinante gleich 1 sein mag. Die letztere An- 
nahme ist gestattet, da die Veränderung von £ und rj um constante 
Factoren nur durch eine Veränderung der Gonstanten a bedingt wird. 
Ja, von diesen letzteren ist noch eine willkürlich; man kann, wie weiter- 
hin geschehen soll, zwischen den a eine beliebige Relation fest- 
setzen, wenn dieselbe nur nicht ausschliesslich von den Producten 
a^a^ und a^a^ abhängt, deren Werthverhältniss allerdings durch die 
vorige Annahme festgelegt wird. 

Man hat nun zunächst, wenn 

0^,06=== 3«, «^«5 = — — 

gesetzt wird: 

Ja 

(6) ^ = 2(Ooa6-6«iÖ5)=10a, a = Yg' 
sodann 

(7) i = 6ij(4ao»5 6'+2aoa6|i2-f4aiCf8iy2), 
also 

(8) B=14a», (7= -18 a». 

Hieraus folgen sofort die Invariantenrelationen 

(9) B^^Ä», C7=-A^s, 

welche den Charakter der Gleichung bezeichnen. 
Weiter wird 

wo ß den Ausdruck 
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(11) /J = a/ V + ««* «5* 

bedeutet. 

Hieraus folgt, dass man eine Form, welche den 
Invariantenbeziehungen 

7 9 

genügt, in die Form 

bringt, indem man als neue Veränderliche die li- 
nearen Factoren des Ausdrucks 

(12) -8ßir, = m-^l 

einführt. 
Aus dem Ausdrucke von m findet man noch 

• (13) D = 32(^'-/J«). 

Dies führt auf keine Invariantenrelation, da a und ß durch keine 
Beziehung verbunden sind. Aber es giebt sofort die Bestimmung 



(14)-^ ^ = /3^-32- 



Dieser Ausdruck darf, damit die vorliegende Umformung möglich 
sei, nicht verschwinden. Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist 

A . 

zugleich die Discriminante des Ausdrucks m — jTrl] es hat dieser Aus- 
druck also wirklich, wenn ß von Null verschieden ist, zwei verschie- 
dene lineare Factoren, welche denn zur Transformation benutzt wer- 
den können. 

Endlich ergiebt sich noch 

(15) n = am+lßaßirj + 8ß{a^a^i^ + a,a^ri^. 
Gombiniren wir dies mit den Gleichungen (10), so finden wir 

«005 S^ + aiöß ^*= 8^ y 

und' indem wir diese GleichungAi nach 5*, ij* auflosen, wobei die 
Determinante der Ausdruck 

(16) r = < < - < a» 
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ist: 

^^ / ^ n + am—2 a^l 
y 6^ = - «, (i,^j-% «r; . g-^ 

y »?^= «0 «s^f + «c «i • g-^ • 

Nehmen wir die Gleichung (12) hinzu ^ so sehen wir, dass wir 

den Quotienten -^ , also die Unbekannte der transtbrmirten Gleichung, 
ohne Wurzelausziehen Hnden, wenn nur die Grössen 

«*07 «i> «3^ «ßi y 
noch bekannt sind. 

Was zunächst y betrifft, so bestimmt man dasselbe durch Bil- 
dung der letzten Invariante jB, welche der aus den Coefficienten von 
l, My n gebildeten Determinante gleich ist: 

R = 128 /J« y. 
Es ist also 

Zur Bestimmung von a^^a^y a^, a^ haben wir die Gleichungen: 

a^, «^ = 3 a, a^^ a^ = '^—^f 

Diese Gleichungen sind nicht von einander unabhängig; denn es 
folgt daraus die Beziehung 

welche dem Umstände entspricht, dass sich B^ durch A, B, C^ D 
ausdrücken lässt. Aber aus (19) erhält man ferner 

a^a^ 2«^ ' a^ür^ 2 a* ' 

so dass die Ausdrücke (17) für 1^, -q^ bis auf Factoren a^af^j %^h 
vollständig bestimmt sind. 

Dass eine der Grossen a unbestimmt bleibt, liegt in der Natur 
der Aufgabe. Um sie willkürlich zu bestimmen, setze ich 

so dass dann nach (19): 

ttj öß =3 ^ a. 
Dann ist endlich: 

Glebsoh, Theorie der hin&ren algebr. Formen. 30 
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(21) ,,._, L^Y+ß n + am^2aH 

^"^ "■"• 4 2a ' 8ß 



wo 



(22) a = ^, y--— j? Ti ^ = F^y* - 324 a» . 



10 



V3.5* J 



Hier ist nunmehr alles bestimmt. In der Gleichung 

aber werden die üoefficienten: 

»0 6a« ' ' " 18 ««' «^ 18 ««' ^«"" 6«« ' 

so dass sich dieselbe mit Auslassung des Nenuers 6a^ in folgende 
verwandelt: 

= (^ + y)l~6« + 2{*i,|+(/3-y)j26iy5 + ^)|. 

Die Gleichungen (5) geben sodann für den Uebergang zu der 
Multiplicatorgleichung : 

n y+ß 

und man kann daher setzen: 






Diese Transformation der gegebenen Gleichung ist, wie man aus 
den vorstehenden Formeln sieht, immer möglich, sobald a, ß, y von 
Null verschieden sind; denn auch der Nenner y + ß, welcher in den 
Formeln fiir die x vorkommt, führt, wenn er verschwindet, wegen 
der Gleichung (20) auf a = 0. In zweien dieser Ausn^Jimefalle aber 
verschwindet 2?; nämlich beim Verschwinden von ß oder y, da 
B = 128 ß* y* Da in diesem Falle die Gleichungen sechsten Gra- 
des, wie oben gezeigt, in anderer Weise losbar sind, so kann derselbe 
hier übergangen werden. Es bleibt also nur der Fall zu betrachten, 
wo « = 0, also -4 = 0, jB = 0, C = 0, während D und R als von Null 
verschieden angenommen werden (JR* = — ^D*). 

Diesen Fall kann man bequem mit Hilfe der typischen Darstellung 
behandeln, welche in § 112. gegeben wurde. Da ^, JB, C versdiwin- 
den, so verschwinden auch An, Aimj Afnn, A„i,. Daher sind die 
Gleichungen zwischen l, m, n und A, fi, v hier [vgl. §78. (9)] 
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m =Dv 

(23) Km = Dil. 
Iin=DX. 

Sonach geht die identische Gleichung 

il + m(i + n v = 
in 

(24) = 2J» + m^, 
und die typische Darstelluag in 

B»f=2nX^ + 2Dnv}+^v*m, 

oder, indem man die Werthe der l, fi, v einfuhrt, in 

(26) D'f~2«' + ^^rm 

Über. Aber da ohnehin /, n wegen Aiis=i), ^^0 = Quadrate sein 
mllsaen, so ergiebt sich aus (24), dass man setzen darf: 

und indem man nun diese Veränderlichen I, i] in (25) einführt, wird 

Man hat daher folgenden Batz: 

Wenn A = 0, B^O, Ü = 0, aber D von Null ver- 
schieden ist, so ist n ein Quadrat und die Wurzel 
von « ist Factor von /. Der Übrigbleibende Factor 
fünften Grades lUsst sich als Aggregat zweier fünf- 
ter Potenzen darHteUen, indem man yt> und ^ als 
Veränderliche einführt. 
Die Gleichung sechsten Grades hat alüo einen rationalen linearen 
Factor und die Auflösung der übrigbleibenden Gleichung fünften 
Grade» erfordert nur das Ausziehen einer fünften Wurzel. 



r 



Verbesserungen. 



S. 31, Z. 16 V. u. statt „einen ihrer" lies: „öeien ihre". 

S. 161, Z. 4. Von hier bis zum Ende des Pai-agraphen le^e man: 

Im ersten Falle muss also § H negativ , J H* — g /^ positiv 

sein, im zweiten Falle tritt eine der andern Zeichenoombinationeu 
dieser Grössen ein. Und so haben wir folgenden Satz: 

Wenn P — 6jf*^0, so ist entweder H bei beliebigen 
reellen Werthen der x negativ, und zugleich immer 

JEZ*— ^/** positiv; dann hat f lauter reelle Wurzeln; 

oder die Wurzeln der Gleichung f—0 sind sämmtlich 
imaginär. 

S. 227, Z. 6 und Z. 8 v. o. und S. 228, Z. 13^. u. sind die A enthaltenden Terrae 
immer mit dem entgegengesetzten Zeichen zu versehen. 



Pruck Ton B. G. Tetibuer in Dretden. 



